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Resumo. Neste trabalho, é feita uma breve revisão do método de identificação por subespaços
MIMO3 MOESP-EIV, para sistemas dinâmicos com erros em variáveis, ou seja modelos que es-
tão submetidos a perturbação tanto na medida da entrada exógena, quanto à saída. Neste trabalho é
contemplada a realização do sistema em dependência das caraterísticas da entrada. O qual produz
dois métodos para calcular estimações consistentes das matrizes de estado A,C. Posteriormente
apresenta-se o calculo do conjunto de matrizes B,D usando o quadrados mínimos e variável ins-
trumental com o fim de lidar com a perturbação dos sinais medidos. Por fim, apresentam-se um
conjunto de aplicações que combinam os métodos de estimação das matrizes A,C com os proce-
dimentos de calculo das matrizes B,D.

Palavras-chave. Erros em Variáveis “EIV”, Identificação de Sistemas Dinâmicos

1 Introdução

Múltiplas abordagens ao problema de identificação do modelo apresentado na Figura 1 são
feitas, algumas das mais significativas são feitas por [1–3] onde é considerado o problema de
identificação do modelo EIV4 como um problema de identificação entrada-saída.

O problema de erros em variáveis tem chamado a atensão de pesquisadores por decadas,
devido em parte à complexidade que tem inserido o ruído na entrada, isto por que muitas das
abordagens feitas na literarura tratam o problema de ruído à saída exclusivamente exemplo deste
interesse pode ser visto dentre outros em [4, 5]

1japa1@dsif.fee.unicamp.br
2bottura@fee.unicamp.br
3do inglês: “MultiInput Multi-Output”
4do inglês: “Erros-In-Variables”



2

xk+1 = Axk +Bũk + fk

ỹ =Cxk +Dũk
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Figura 1: Diagrama do Modelo de Erros em Variaveis.

Outra abordagem é feita por [6], onde apresenta o problema de identificação EIV usando
uma análise por subespaços e o uso de Variável Instrumental (IV) (esta abordagem sera explicada
amplamente a seguir na Seção 2).

1.1 Problema de Erros em Variáveis (EIV)

O problema de erros em variáveis EIV, consiste, na inclusão de uma perturbação à entrada
do modelo de estado. Dita perturbação é inserida quando é feita a medição do sinal de entrada
à planta como é mostrado na figura 1. Além do ruído medido na entrada, tem-se um sinal de
saída poluído por uma perturbação de tipo ruído branco a qual não é correlata com a perturbação
medida na entrada.

Considere o sistema apresentado na Figura 1, o qual pode-ser representado no espaço de
estado como:

xk+1 = Axk +Bũk + fk

yk = ỹk + vk

ỹk =Cxk +Dũk

ũk = uk −wk, k = 0,1, . . .

(1)

O modelo em (1) é conhecido como modelo EIV e é considerado para um conjunto de dados
de entrada-saída {uk,yk, | k = 0,1 . . . ,N − 1}, com N amostras. Onde xk é o vetor de estado,
uk o vetor de entrada medido (perturbado), yk o vetor de saída perturbado, as perturbações wk,
fk, vk, são supostas como ruído branco de media zero e variância unitária, e A,B,C,D matrizes
constantes.

2 Abordagem do problema EIV por Subespaços

Esta abordagem divide o problema em duas categorias, de acordo com as considerações
feitas sob o ruído.

No problema na Figura 1 e no modelo (1). Os processos wk, fk, vk, são considerados ruído
branco de media zero e não correlatos com a entrada ũk ou seja a esperança E[.] entre o passado
da entrada livre de ruído ũk e os processos wk, fk, vk é igual a zero, ou seja:

E[ũkw j] = E[ũk f j] = E[ũkv j] = 0 para todo j ≥ k

Além disso, é suposto que wk e vk são independentes da sequência de estado xk, e o processo de
ruído fk (com k ≥ 1) é independente do estado inicial x1. A prova de isto pode-se ver em [7].
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A abordagem aqui apresentada esta sendo tratada a traves dos algoritmos MOESP [7, 8],
o qual esta constituido de dois passos, o primeiro é a estimação da matriz de observabilidade
estendida Γ̂ e a ordem do sistema, com o que podem ser estimadas as matrizes de estado (A,C).
O segundo passo consiste na estimação das matrizes de estado (B,D) a partir da estimação de
(A,C) no passo um.

Para o desenvolvimento do passo um, é preciso construir as matrizes de dados uk, ũk, yk, ỹ,
wk, fk, wk no formato da matriz bloco de Hankel em (2).

U0|s−1 =








u(0) · · · u(N −1)
u(1) · · · u(N)

...
...

u(s−1) · · · u(s+N −2)







∈ R

sm×N (2)

E a traves de:
Yj,s,N = ΓsX j,N +HsU j,s,N −HsWj,s,N +GsFj,s,N +Vj,s,N (3)

é obtida a matriz de observabilidade estendida, em (3), Hs, Gs são matrizes bloco de Toeplitz e
X j,N é dada por:

X j,N =
[
x j . . . x j+N−1

]
(4)

e os blocos de Toeplitz:

Hs =








D . . . 0
CB . . . 0

...
. . .

...
CAs−2B . . . D







,e Gs =








D . . . 0
C . . . 0
...

. . .
...

CAs−2
. . . 0








(5)

onde j é o índice de tempo no qual é inicializada a variável, N o número de amostras, e s o
número de blocos.

2.1 ũk sendo Ruído Branco de Media Zero

Em [6] são apresentados e provados os seguintes teoremas

Teorema 2.1. Dado o conjunto entrada-saída com ruído uk,yk que satisfaz o problema EIV. É
suposto que a entrada livre de ruído ũk é uma sequência discreta de ruído branco e media zero,
para a qual tem-se a fatoração QR dada por:







Us+1,s,N

U1,s,N

Y1,s,N

Ys+1,s,N






=







R11 0 0 0
R21 R22 0 0
R31 R32 R33 0
R41 R42 R43 R44













QT
1

QT
2

QT
3

QT
4







(6)

então

lim
N→∞

1√
N

[
R42 R43

]
= lim

N→∞

1√
N

ΓsXs+1,N
[
Q2 Q3

]T
(7)

O Teorema 2.1, implica que quando ũ é uma entrada livre de perturbação do tipo ruído
branco de media zero, pode ser estimada a matriz Γs a partir de

[
R42 R43

]
.
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2.2 ũk não sendo Ruído Branco de Media Zero

Nesta consideração são usadas as matrizes bloco de Hankel U1,s,N e Y1,s,N como variáveis

instrumentais (IV) com o fim de remover o ruído. Pós-multiplicando (3) por

[
U1,s,N

Y1,s,N

]

tem-se

Yj,s,N

[
U1,s,N

Y1,s,N

]

= ΓsX j,N

[
U1,s,N

Y1,s,N

]

+HsU j,s,N

[
U1,s,N

Y1,s,N

]

(8)

para N → ∞. Então baseados em (8) é apresentado o seguinte teorema

Teorema 2.2. Dado o conjunto de saída-entrada uk, yk, e supondo que ũk não é uma sequência
de ruído branco de media zero, a fatoração QR é dada por:

[
Us+1,s,NUT

1,s,N Us+1,s,NY T
1,s,N

Ys+1,s,NUT
1,s,N Ys+1,s,NY T

1,s,N

]

=

[
R11 0
R21 R22

][
QT

1
QT

2

]

(9)

então

lim
N→∞

1√
N

R22 = lim
N→∞

1√
N

ΓsXs+1,N
[
UT

1,s,N Y T
1,s,N

]
QT

2 (10)

2.3 Estimação das Matrizes B e D

Múltiplas abordagens para o calculo das matrizes B e D tem sido presentadas na literatura
a mais comumente usada é a nomeada problema de estimação “linear-in-parameter” que pode
ser vista em [7] e as referências usadas nesses artigos. A seguir é pesentado o cálculo usando
variável instrumental, mas, um dos métodos mais usados no algoritmo MOESP ordinario para
calcular as matrizes (B,D) é quadrados mínimos, por tanto recomenda-se ver [9, 10].

2.3.1 Variável Instrumental

A inclusão do ruído na medida da entrada faz útil o uso de variáveis instrumentais no pro-
cesso de estimação destas matrizes.

Para isto é usada a representação do modelo de erro de saída, no qual ỹ no modelo apresen-
tado em (1), pode ser representada como:

ỹ =CAk− jx j +

(
k−1

∑
τ= j

ũT
τ ⊗CAk−1−τ

)

vec(B)+(ũ⊗ I)vec(D)+
τ= j

∑
k−1

CAk−1−τ fk (11)

onde vec(.) é o vetor coluna formado pelas colunas de (.) e ⊗ o produto de Kronecker.
Definindo as seguintes matrizes:

U j,N =








0 uT
j ⊗ I

uT
j ⊗ I uT

j+1 ⊗ I
...

...

∑
j+N−2
τ= j uT

τ ⊗CA j+N−2−τ uT
j+N−1 ⊗ I








P =

[
vec(B)
vec(D)

]

(12)
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F j,N =








0
CA f j

...

∑
j+N−2
τ= j CA j+N−2−τ fτ








W j,N =








0 wT
j ⊗ I

wT
j ⊗ I wT

j+1 ⊗ I
...

...

∑
j+N−2
τ= j wT

τ ⊗CA j+N−2−τ wT
j+N−1 ⊗ I








(13)

Levando em conta o ruído medido na entrada e fazendo conjuntos e vetores coluna, com as
medidas da saída consecutivos desde o tempo j até o tempo j+N−1, pode-se chegar a seguinte
equação de modelo de erro de saída:

Yj,N,1 = ΓNx j +U j,NP +F j,N +W j,NP −Vj,N,1
︸ ︷︷ ︸

Erro de saída E j,N

(14)

Para calcular as matrizes (B,D) a partir de (14), é preciso calcular a matriz ΓN a partir das
matrizes A,B do modelo real. Porém, as matrizes reais são desconhecidas, então o calculo da
matriz ΓN é feito com as matrizes (A,C) estimadas no passo anterior. De forma semelhante as
matrizes definidas em (12) até (??) são expressas em função das matrizes (A,C).

Assim, (14) pode ser reescrita como:

Yj,N,1 = Γ̂Nx j + Û j,NP + F̂ j,N + Ŵ j,NP −Vj,N,1 +∆N (15)

sendo
∆N = ∆NΓNx j +∆NU j,NP +∆NF j,N +∆NW j,NP −Vj,N,1

Asumindo a consistencia na estimação de (A,C) temos:

lim
N→∞

∆N = 0

Escolhiendo uma variável instrumental ZN como:

ZN =
[
Ys+1,s,N ⊗ I Us+1,s,N ⊗ I

]
(16)

a expressão em (15) pode ser dada como:

1
N

ZT
NYj,N,1 =

1
N

ZT
N Γ̂Nx j +

1
N

ZT
NÛ j,NP +

1
N

ZT
NF̂ j,N +

1
N

ZT
NŴ j,NP − 1

N
ZT

NVj,N,1 +
1
N

ZT
N∆N

(17)
Se os seguintes requerimentos são cumpridos, então é possível ter uma estimação consistente de
(B,D) (ver [6] para o detalhamento dos requisitos) limN→∞

1
N ZT

NF̂ j,N = 0 limN→∞
1
N ZT

NŴ j,N = 0
limN→∞

1
N ZT

NV j,N,1 = 0 limN→∞
1
N ZT

N Γ̂ j,N = 0 limN→∞
1
N ZT

N∆N = 0 A matriz

lim
N→∞

1
N

ZT
NÛ j,N

tem posto completo.
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3 Aplicação

A seguinte aplicação apresenta um sistema MIMO de ordem doze dado pelo conjunto de
matrizes de estado apresentado em (18). O sistema de quinta ordem estimado é apresentado
em (19). A ordem do sistema pode ser escolhida a partir da decoposição em valores singulares
da Equação (7) no Teorema 2.1. E no caso da aplicação do Teorema 2.2, a ordem do sistema
pode ser escolida a partir da informação fornecida pela decoposição em valores singulares da
Equação (10).

Ap =





















0.9977 −0.0033 0.0029 0.0006 −0.0131 0.001 −0.0000 −0.0000 −0.0006 0.0000 0.0009 0.0000
0.0260 0.9403 0.0005 0.0001 −0.0024 0.0002 −0.0000 −0.0001 −0.0311 0.0000 0.0002 0.0000
0.0293 −0.0148 0.9683 0.0000 −0.0002 0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0151 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.9727 0.0000 0.0000 −0.0000 −0.0001 −0.0052 −0.0000 −0.0000 0.0000
0.0005 0.0407 0.0000 −0.0844 0.9047 0.0000 0.0000 0.0000 −0.0004 0.0000 0.0000 −0.0000
−0.0075 −0.5590 −0.0002 1.1599 −26.1909 0.9047 −0.0000 −0.0000 0.0059 0.0186 1.8601 0.0000
−0.0001 −0.0071 −0.0000 0.0147 −0.3325 −0.0000 0.9950 −0.0000 −0.0028 0.0000 0.0273 −0.0344
−0.0029 −0.2165 −0.0001 −0.0467 −0.0089 −0.0000 0.0552 0.9996 −0.2184 0.0000 0.0007 −0.0010
−0.0000 −0.0001 −0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0000 0.0000 0.0010 0.9999 0.0000 0.0000 −0.0000
−0.0000 −0.0025 −0.0000 0.0051 −0.1161 −0.0000 −0.0000 −0.0000 0.0000 0.9048 −0.0000 0.0000
−0.0000 −0.0000 −0.0000 0.0000 −0.0001 −0.0000 −0.0000 −0.0000 0.0000 0.0010 1.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0076 −0.0000 −0.0000 0.9048





















(18)

Bp =





















0.0084 −0.0000
0.0015 −0.0000
0.0001 −0.0000
−0.0000 −0.0000
0.0000 0.0000
16.8363 −0.0000
0.2469 0.0020
0.0067 0.0001
0.0000 0.0000
0.0862 −0.0000
0.0000 −0.0000
−0.0000 0.0054





















Dp =

[
0 0
0 0

]

Cp =

[
0.0004 0.0287 0.0000 −0.0596 1.3468 0.0000 0.0000 0.0000 −0.0003 0.0000 0.0000 −0.0000
−0.0000 −0.0001 −0.0000 −0.0000 −0.0000 −0.0000 0.0000 0.0007 1.4141 0.0000 0.0000 −0.0000

]

Modelo estimado na iteração 40; considerando ũ Ruido colorido, e uso de IV

A =









0.9916 0.0531 0.0037 −0.0072 0.0055
−0.0364 0.9881 0.0111 0.0198 −0.0049
−0.0067 −0.0200 0.9617 0.0591 −0.0685
−0.0151 −0.0322 −0.0632 0.6623 0.3410
0.0222 −0.0409 0.0852 −0.5570 0.6384









B =









0.0803 0.0289
−0.0324 0.0469
0.0801 −0.0405
0.0185 0.0955
0.0554 0.0325









(19)

D =

[
0.0768 −0.0387
0.0708 0.0357

]

C =

[
−0.1127 0.1701 0.0343 −0.0694 0.0492
−0.0237 0.0454 −0.0757 0.0065 0.0184

]

4 Conclusões

Neste trabalho é apresentado o algoritmo de identificação por subespaços em malha aberta
de erros em variáveis, com a implementação do calculo das matrizes de estado (A,C) a partir de
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dois algoritmos que dependem das carateristicas da exitação. O calculo das matrizes (B,D) é
feito por minimos quadrados e com o uso de variável instrumental. Este ultimo método, implica
um tratamento das perturbações a fim de cancelar o efeito destas na identificação.
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