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Resumo

Estudamos propriedades de difusao e transporte anémalos para um sistema que sofre im-
pactos elasticos com uma plataforma vibrante. A dindmica do sistema apresenta espaco
de fases do tipo misto, com curvas invariantes ilhas KAM e mares de caos. Através de
andlises numeéricas e de propriedades estatisticas e de leis de escala, conseguimos descrever
um cenario robusto sobre difusao e transporte anémalos para o sistemas de impacto.
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1 Introducao

Nas ultimas décadas, a investigacao de propriedades estatisticas de transporte em
sistemas Hamiltonianos tem se tornado uma drea muito estudada [1,2]. Esses sistemas
apresentam dinamica do tipo mista no espaco de fases, com ilhas KAM, toros invariantes,
curvas spanning e mares de caos. Uma consequéncia de propriedades mistas no espaco
de fases é o transporte anomalo que uma Orbita cadtica pode vir a sofrer, quando passar
perto de uma ilha de estabilidade. A 6rbita pode literalmente “grudar” ao redor de suas
fronteiras, ficando presa por um tempo finito na regiao, no que é conhecido na literatura
como fenémeno de stickiness [5].

Uma observavel natural que permite o estudo de propriedades estatisticas de transporte
é, em particular p(n), definida como a probabilidade (dada uma certa distribuigdo de
condigoes iniciais) de uma Orbita que nao escape por um buraco ou barreira, até um
tempo n. Aqui, o buraco ou barreira sdo pré-definidos como uma regiao acessivel para a
dinamica no espaco de fases. Um dos aspectos mais importantes dessa analise, é que a
taxa de escape é muito sensivel ao tipo de dindmica do sistema. Para sistemas altamente
cadticos, o decaimento é tipicamente exponencial [4], enquanto que para sistemas que
apresentam espaco de fases misto, o decaimento pode ser mais lento, apresentando um
comportamento misto de exponencial com lei de poténcia [3].
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O sistema em estudo é o modelo Fermi-Ulam (FUM), no qual a dinamica consiste de
uma particula sofrendo colisoes eldsticas entre duas paredes rigidas, onde uma delas é fixa
e a outra se move no tempo. Esse sistema possui espaco de fases do tipo misto, onde a
regiao acessivel para uma orbita cadtica se difundir é limitada por uma curva invariante.
Desta maneira, uma Orbita cadtica possui uma regiao finita para se difundir. Dependendo
da velocidade inicial, o tempo para a dinamica atingir a saturacao pode ser longo devido a
influéncia de stickiness. Uma andlise de transporte mostra como érbitas que se localizam
em altas energia preferem ficar perto da regidao da curva invariante por longos tempos.
Os decaimentos de p(n) sao tipicamente exponenciais, e se mostraram ser invariante de
escala.

2 Mapeamento e propriedades caoéticas

A dinamica do sistema é descrita por um mapeamento nao-linear bidimensional para
as variaveis velocidade v e tempo ¢, imediatamente apds a n-ésima colisao da particula com
a parede movel. O instante de tempo exato de cada colisao é obtido através da resolucao
de equacoes transcendentais, uma vez que consideramos a dindmica completa do modelo.

Para a obtencao do mapeamento, supomos que as condigoes inicias sao vy e tg = 0,
além da posicao da particula pertencer a parede mével, como € cos(wtp), onde € e w sado
respectivamente a amplitude e a frequéncia de oscilacdo da parede movel. Existem trés
parametros de controle no sistema, €, £ e w. E conveniente definir varidveis adimensionais e
assim definir alguns novos parametros, como: V,, = v, /wl, e = £/¢, além de medir o tempo
em funcao do numero de oscilagoes da parede moével como ¢, = wt,,. Assim, comecando
com uma condicao inicial (V},, ¢, ), onde a posicao inicial da particula é x,(¢y,) = €cos(¢y,),
a dindmica é evoluida por um mapa 7' que nos da o par (V,4+1,¢n+1) na (n + 1)-ésima
colisao com a parede mével (para mais detalhes do mapeamento veja Ref. [4]). Levando
isso em consideracao, obtemos:

| Va1 =V — 2esin(¢pn41)
r { Gny1 = [¢n + AT, mod(27) 7 (1)

onde as expressoes de V,* e AT, dependem do tipo de colisao que ocorre.

A Figura 1 mostra o espago de fases para trés valores diferentes do parametro €, para
50 distintas condicoes iniciais. Pode-se ver basicamente que o espago de fases apresenta a
mesma estrutura mista para todos os valores de €. Eles possuem um mar de caos na regiao
de baixa energia (velocidade), e cadeias de ilhas KAM aparecem conforme a velocidade
aumenta. Ainda, a quantidade de ilhas também aumenta conforme e diminui. O limite
de crescimento do mar de caos é dado pela primeira curva invariante do tipo spanning
(FISC). A posigao da FISC varia com € e pode ser aproximada como

€
Vrisc = 2 T~ 2Ve (2)

C

onde € é o parametro de controle, e K. é o parametro critico do mapa Stardard.



Figura 1: Espaco de fases para versio completa do modelo FUM. Em (a) e = 0.01, em (b)
e =0.001 e em (c) e =0.0001.

3 Analise estatistica e propriedades de transporte

Nesta subsegao faremos uma andlise estatistica para a dinamica do modelo FUM.
Considerando propriedades da velocidade média quadrética, podemos “prever” o compor-
tamento da dinamica e comparar com os resultados numéricos.

3.1 Velocidade quadratica média Vi)g

Comegaremos com a evolucao numérica do comportamento da velocidade média quadratica,
que é dada como Vzyrs = V V2, onde
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onde M é o ensemble de condigdes iniciais, e n é o nimero de colisoes (iteragoes). A média é
tomada ao longo da evolugao da érbita e ao longo do ensemble de condigoes iniciais. Ainda,
as condigoes inicias foram todas escolhidas no mar de caos, uniformemente distribuidas ao
longo da fase ¢ € [0, 2m).

A Figura 2 mostra as curvas de Vgzasg considerando 2000 condigdes iniciais para os
ensembles de alta e baixa energias, iteradas até 10° colisdes. Podemos perceber que para
ambos os ensembles, para o mesmo parametro de controle €, as curvas de Viyrg tendem a
um regime de saturagao para n — oo, nomeado Vgg (velocidade de estado estaciondrio).
E importante mencionar também, que os valores de Vgg sao aproximadamente metade do
dominio da porcao finita do espaco de fases. Essa porcao finita é delimitada pela FISC e
por —e, e como FISC > ¢, definimos Vgg como

_ Verse €
Vss = 5 K" Ve, (4)
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Figura 2: Curvas de Vgryrs para diferentes valores de e.

Fazendo uma analise analitica para as propriedades estatisticas para a velocidade, to-
mamos a expressao de recorréncia da velocidade do mapa dado na Eq.(1), elevamos ambos
os lados ao quadrado, e fazendo uma média, obtemos: (V;, 1) = (V;,)2 —4V,esin(dp41) +
4e? sin?(¢py1). Definindo (AV)2 = (Vi11)2 — (V,)2, e considerando a média na fase no
intervalo € [0, 27], encontramos

(AV)? =262 . (5)

Considerando o intervalo entre colisdes e a expressdao de (AV)?, podemos fazer uma

aproximagcao para uma derivada [4], onde % ~ %—?. Aqui, o intervalo (n+1)—

é o menor possivel na dinamica, uma vez que estamos evoluindo as iteracao em funcao
do ntmero de colisoes, e ndo em funcao do tempo. Integrando ambos os lados, temos
(V)2 = (Vo)? + 2¢2n [4]. Portanto

Vems = v/ (Vo)? + 2€2n . (6)

Com a expressao acima podemos “prever” o comportamento das curvas de Vgars
curves, como mostrado na Fig.2. Basicamente, as curvas do ensemble de baixas energias
apresentam um regime de crescimento para tempos curtos, dado por uma lei de poténcia
v/n, passando por um crossover (n,), e finalmente atingindo um regime de saturacao
(Vss) para tempos longos. Ao compararmos esse comportamento com a expressao dada
na Eq.(6), temos dentro do argumento da raiz quadrada 2¢2n >> €2, conforme o niimero
de colisoes evolui. Isso explica o porque do regime de crescimento em lei de poténcia para
tempos curtos.

Para as curvas do ensemble de altas energias, podemos observar um leve decaimento li-
near (quase um platd constante) para tempos curtos, e depois um decaimento para tempos
longos, seguindo pelo platd de estado estacionario em Vgg. Comparando esse comporta-
mento com a expressao da Eq.(6), com Vy =~ Vrrse, temos dentro do argumento da raiz



quadrada 4e >> 2e?n para tempos curtos. Isso explica o platd inicial quase constante,
com leve decaimento linear.
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Figura 3: (a) Histograma de distribuicio de velocidades h(V') para ¢ = 0.001; (b) com-
paragdo das ilhas de estabilidade com o histograma de h(V'); (c,d) evolugdo das condigoes
inicias até atingir o plato de saturacao, V = Vgg.

3.2 Transporte e Probabilidade de Sobrevivéncia

Inicialmente construimos um histograma de frequéncias para a velocidade, dito h(V')
para ambos os ensembles, como mostra a Fig.3(a). Consideramos 10000 diferentes condigdes
iniciais, evoluidas até 10 colisdes, para um valor de € = 0.001. Analisando a Fig.3(a) po-
demos ver que para ambos os ensembles, as 6rbitas tem acesso a todo o espaco de fases,
porém com algumas particularidades. Para o ensemble de baixa energia, as 6rbitas “prefe-
rem” ficar na regiao de velocidade intermedidria (perto de Vsg). Ja para as altas energias,
as Orbitas “preferem” regioes de velocidade alta, principalmente por causa da influéncia
de stickiness. Uma comparagao entre as Figs.3(a,b) mostra que os vales da distribuigao
estao relacionados com a posicao das ilhas de estabilidade no espaco de fases, indicadas
pelas setas.

A investigacao das propriedades de transporte for feita por meios de bacia de escape.
Uma vez que sabemos que as orbitas tendem ao regime estacionario para tempos longos
em Vsg, colocamos um “buraco” nessa regiao e contamos o nimero de colisdes necessarias
para uma Orbita atingir essa regido. Quando isso ocorre, marcamos em um vetor quantas
colisoes ocorreram e paramos a dindmica, e comegamos a simulagdo novamente com uma
nova condicao inicial. Criamos uma grade de 1000 x 1000 condigoes iniciais igualmente
distribuidas no espagco de fases acessivel, i.e., ¢g € [0,27] e Vj € [—¢€, Vprsc|. Desta forma



cada condicdo inicial foi evoluida até 10 iteracdes, ou até atingir o valor de Vgg

Podemos ver na Fig.3(c,d), para e = 0.01 e € = 0.001 respectivamente, que as condi¢oes
iniciais préximas a Vgg escapam rapidamente para ambos os ensembles. Olhando parti-
cularmente para o ensemble de baixa energia na Fig.3(c), vemos que em médias todas as
condigoes inicias escapam por volta de 200 colisoes, o que estd de acordo com o crossover
(ny) mostrada na Fig.2. Para o ensemble de alta energia, temos dois comportamentos a
serem destacados. O primeiro consiste de um caminho preferencial em vermelho, que é
muito similar ao comportamento das variedades do modelo FUM. O outro é o efeito de
stickiness, especialmente nas ilhas préximas a FISC, onde a escala de cor chega a marcar
exp(18), ou por volta de 6.4 x 107 colisdes até o escape, indicando um atraso considerdvel
na dinamica, e também corroborando para o longo platd observado nas curvas de Vyass
na Fig.2.
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Figura 4: (a) Curvas de p(v,n) para alguns valores de €; (b) comportamento de ¢ X €, e
em (c) invariancia de escala das curvas de p(v,n).

Uma vez que sabemos que a dindmica ira convergir para um estado estacionédrio Vgg
para tempos longos, introduzimos entao um buraco no espago de fases acessivel, defi-
nido como Vj4. = Vsg = v/e. A probabilidade de sobrevivéncia, descrita em termos do
formalismo de escape [1] é obtida da integragao da seguinte expressao abaixo

1 N
p(v,n) = NZNrec(j) y (7)
j=1

onde a somatéria é tomada ao longo do ensemble de N = 5 x 10% condicoes iniciais
escolhidas ao longo do mar de caos para ambos os ensembles, e v é a velocidade de
escape, ou posigao do buraco no espago de fases no eixo das velocidades. O termo Nye.(j)



representam o nimero de condicdes iniciais que nao escaparam pelo buraco até a j-ésima
colisao [2].
Basicamente os tipos de decaimentos podem ser equacionados da seguinte forma:

p(v,n) = Aexp(—(n) , (8)

onde A é uma constante nao negativa e ¢ é a taxa de decaimento.

p(’U,TL) =Bn"7, (9)

onde B também é uma constante nao negativa e v é a taxa de decaimento em lei de
poténcia, que, de acordo com a literatura [1], é encontrada na faixa entre v € [1, 3].

A Fig.4(a), mostra curvas de p(v,n) para alguns valores de ¢, onde a velocidade de
escape é Hy = Vgg Para tempos curtos e médios, um ajuste exponencial conforme Eq.(7)
é o que melhor descreve o comportamento de p(v,n), onde obtemos a taxa de decaimento
¢. Na Fig.4(b), mostramos o comportamento de ¢ em funcao de e. O melhor ajuste para
a Fig.4(b) é do tipo ¢ = C1€%, onde C7 = 2.9838(1) e z = 0.928(2). Fazendo um reajuste
no eixo horizontal conforme n — ne* mostramos na Fig.4(c) a invariancia de escala das
curvas de p(v,n) e seu colapso universal com relagdo ao expoente z.

4 Consideracoes Finais

Analisamos a dinadmica do modelo FUM que possui espago de fases do tipo misto.
Considerando propriedades estatisticas para as curvas de velocidade quadratica média em
diferentes regimes de energia inicial. Constatamos que o fendomeno de stickiness causa
transporte e difusdo anémalos no sistema, gerando assim atrasos na dinamica até atingir
o estado estacionario.
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