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Resumo. Nesse trabalho introduzimos uma abordagem de estabilidade para sistemas
dinamicos em escalas temporais. Para isso, generalizamos conceitos da literatura de sis-
temas dinamicos. Assim, utilizando fungoes de Lyapunov para sistemas dindmicos em esca-
las temporais, extendemos resultados de estabilidade de sistemas dinamicos continuos para
sistemas dinamicos em escalas temporais.
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1 Introducao

O estudo da estabilidade para equacoes dinamicas em escalas temporais pode ser en-
contrado em [2] e [3]. Uma escala temporal é um subconjunto fechado e nao-vazio de
nimeros reais. Aqui usamos uma escala temporal T tal que supT = 400 e 0 € T. No
presente trabalho generalizamos conceitos e resultados de sistemas dinamicos continuos
considerados em [4]. Assim, introduzimos os conceitos de estabilidade e de fungoes de
Lyapunov para sistemas dinamicos em escalas temporais. Entao extendemos resultados
de estabilidade em [4] para sistemas dinamicos em escalas temporais.

Consideramos aqui exemplos envolvendo equagoes dindmicas em escalas temporais. O
estudo de equagoes dindmicas em escalas temporais pode ser encontrado em [1] e [7].

2 Preliminares

Conceitos e resultados basicos da teoria de escalas temporais podem ser encontrados
em [5] e [6]. A seguir definimos a derivada delta.
Definimos a fungao ¢ : T — T como

o(t)=inf{s € T:s >t}

e a funcao p: T — T como
p(t) =sup{s € T:s < t}.
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Estamos supondo que sup ) = inf T.
Seja p: T — [0,400) dada por

u(t) = o(t) — t.

Considere uma funcéo f: T — R et € T. Se existe £ € R tal que, para todo € > 0 existe
0 > 0 de modo que

| f(o(t)) = fs) =&(o(t) —s) | < efo(t) — 5]

para todo s € (t — d,t +0) N'T, diz-se que £ é a derivada delta de f em ¢ e denota-se
£ = f2(0).

T* denotard o conjunto T N [0,+00). Se (X,d) é um espaco métrico e M C X,
denotamos o conjunto {x € X : d(x, M) < r} por B(M;r). C[X,Y] denotard o conjunto
das funcoes continuas com dominio X e contradominio Y. Se A C R, defina o conjunto
At como Ay = ANT.

Dizemos que uma funcao p : T — R é regressiva se 1 + u(t)p(t) # 0 para todo t € T.
Temos o seguinte resultado de existéncia de solugoes provado em [1].

Teorema 2.1. Sejap: T — R uma funcdo rd-continua e regressiva. Suponha que f : T —
R seja rd-continua, tg € T, e yg € R. Entdo a unica solu¢ao do problema de valor inicial

y2(t) = p()y(t) + f(t),  y(to) = vo
€ dada por

y(t) = ep(t, to)yo -I-/ ep(t,o(7)) f(T)AT.

to

A funcao e,(t,tp) considerada no teorema é a funcao exponencial na escala temporal.

2.1 Funcao exponencial

Definimos o conjunto das fungoes regressivas, R, por
R :={p € Crq(T;R) : 1+ pu(t)p(t) # 0,Vt € T}
e o conjunto das funcoes positivamente regressivas, R™, por
RY = {p € Crg(T;R) : 1 + u(t)p(t) > 0,Vt € T}.

Se p € R, a tnica solugao para o problema de valor inicial

¢ dada pela fungao exponencial ey(t,a) na escala temporal T, onde

ot e ([ t £u ()

com &p(z) = M se h#0e&,(z) =2zseh=0,elog é a fungao logaritmica principal.



3 Sistemas Dinamicos

A seguir definimos sistemas dindmicos em escalas temporais e introduzimos a estabi-
lidade de Lyapunov.

Definigao 3.1. Seja (X, d) um espago métrico, A C X e T(J{ C T*. Para cada a € A e
to € T§, a aplicagdo p(.,a,to) : ']I‘Ctt0 — X € chamada de uma tragetoria se p(to,a,ty) = a,
onde T}, ={te Tt :t>t}.

a,to

Definicao 3.2. Considere um conjunto de trajetorias S, ou seja,
S C {p("aato) eA: p(t()?aat()) = CL}

sendo A = U(a,to)e(Ang){‘P :Try, — X} A quintupla {T*, X, A, S, Tg} € chamada de
sistema dinamico em escala temporal.

Para introduzir a estabilidade de Lyapunov usaremos o conceito de conjunto invariante.

Definigao 3.3. Dado um sistema dinamico em escala temporal {T*, X, A, S, Tg}, dizemos
que o congunto M C A € invariante em relag¢do ao sistema S (isto é, (S, M) € invariante)
se a € M implica que p(t,a,ty) € M para todo t € sz_,to tal que p(.,a,tg) € S.

Definicao 3.4 (Estabilidade de Lyapunov). Seja {T*, X, A, S, Tg} um sistema dindmico
em escala temporal e M C A um conjunto invariante de S.

(1) Diz-se que (S, M) ¢ estdvel se para todo € > 0 existir um 6 = (e, tg) > 0 tal que,
d(p(t,a,to), M) < € para todo t € tho quando d(a, M) < 6 e p(.,a,ty) € S.

(ii) (S, M) € uniformemente estavel se 6 = 0(€).

(iii) Se (S, M) ¢é estdvel e para to € T existir um n = n(to) > 0 tal que, para todo
€ > 0 existe um te € T de modo que d(p(t,a,ty), M) < € para todo t € [t.,00)r, quando
d(a, M) <n ep(.,a,ty) €S, entio (S, M) € assintoticamente estdvel.

(iv) Dizemos que (S, M) é uniformemente assintoticamente estdvel se (S, M) for unifor-
memente estdvel e se existe § > 0 tal que, para qualquer € > 0 existe T = 7(e) > 0 de
modo que d(p(t,a,ty), M) < € para todo t € Tctto tal que t —tg > 7, quando d(a, M) < d e
p(., a,to) es.

(v) Chamamos (S, M) de exponencialmente estdvel se existe a > 0 tal que, para cada € > 0
existe 6 = 6(€) > 0 de modo que d(p(t,a,ty), M) < ee=*t=10) para todo t € ']I‘;to, quando
d(a,M) <6 ep(.,a,ty) €8S.

Definicao 3.5 (Instabilidade). Dizemos que (S, M) € instdvel se nao for estdvel.
Para a estabilidade de Lyapunov temos a seguinte proposicao.
Proposicao 3.1. Vale as sequintes implicagoes
(v) = (iv) = (i) = (4)

(v) = (iv) = (di7) = (7).



A seguir abordamos exemplos com equagoes dinamicas em escalas temporais.

Exemplo 1. Seja a < 0 e suponha que a fung¢ao constante p(t) = a seja regressiva.
Considere o sequinte problema de valor inicial

22 (t) = ax(t), @(to) =z (1)

onde z(t) € R. Seja A C RT tal que 0 € A o conjunto dos estados iniciais xo, Tg C T+
o conjunto dos instantes iniciais to e Sy = {p(.,xo,t0) : [to, +oo)r — RT} 0 conjunto
das trajetorias p(t,xo,to) = xoeq(t,to). Assim, obtemos o sistema dindmico em escala
temporal {T+,RT, A, Sy T[)F}. Temos os sequintes resultados:

(i) (S, {0}) € invariante, jd que p(t,0,to) = Oeq(t,to) = 0 € {0} para todo t € [tg, o0)T.
(73) Dado € > 0, se § =€ e d(xo,{0}) = z¢ < 9, entao

d(p(t, X0, to), {0}) = :Eoea(t, t()) < (5€a(t, to) = €€a(t, to) <e
para todo t € [tg,00)T. Portanto (S(1),{0}) € uniformemente estdvel.

Exemplo 2. Seja agora o problema de valor inicial
a2 (t) = x(t) + 1, x(to) = 20 (2)

onde x(t) € R. FEntao, seja A C RT tal que 0 € A o conjunto dos estados iniciais xo,
’]I'ar C T o conjunto dos instantes iniciais to e S(2) 0 conjunto das trajetorias p(.,zo,to) :
[to, +00)T — RT tais que

t
p(t, zo,to) = woe1(t, to) +/ e1(t,o(r))Ar.
to
Assim, obtemos o sistema dinamico em escala temporal {TT,RT, A, S(Q),']I‘Sr}.
Afirmamos que (S(2),{0}) € instdvel. De fato, para qualquer 6 > 0, seja xo # 0 tal que
d(wo,{0}) = 20 < § e seja p(.,w0,t0) € S(2) para algum to € T§ fizado arbitrariamente.
Entao, se ty € (tg,+00)r seque que

t1

p(ti, zo,to) = xoe1(t1,to) +/ e1(t1,o(7))AT
to

t1
2/ ei(ti,o(m)AT >0
t

0

isto é, d(p(ty, zo,t0), {0}) > [ e1(t1,0(7))AT.

4 Funcgoes de Lyapunov

Considere as trajetérias p(., g, tg) € S de um determinado sistema dindmico em escala
temporal. Se M é invariante em relagao a S e U = B(M;r) C A para algum r > 0, a
seguir definimos as fungoes de Lyapunov para sistemas dindmicos em escalas temporais.



Definicao 4.1. V : U x TT — R* € uma funcdo de Lyapunov se:

(i) para t € [0,400)r tem-se V(z,t) >0 sex & M e V(x,t) =0 sex € M;

(11) V(p(t, o, to), t) := Vp(t) € continuamente diferencidvel e V]'jA(t) <0 para todo xg € U
et € [ty, +00)T.

Usaremos fungoes de classe K e KR, como definidas abaixo.

Defini¢ao 4.2. Uma fungio ¢ € C[[0,r],RT] (respectivamente ¢ € C[RT,RT]) pertence
a classe classe K (¢ € K), se $(0) = 0 e se ¢ € estritamente crescente em [0,r] (res-
pectivamente em R ). Assim, a funcdo ¢ € K definida em RT pertence a classe KR se
lim, o0 @(1) = +00.

Observe que a condicao (i) da definigao de fungoes de Lyapunov é satisfeita se existirem
fungoes 11,19 € K definidas em [0, r] tais que

¢1(d(9€7M)) < V(.%',t) < Qﬁg(d({L‘,M))

5 Resultados de Estabilidade

A seguir enunciamos e provamos resultados que garantem condi¢Oes necessarias para
a estabilidade de Lyapunov. Denotaremos a funcao V(p(t, a, to),t) por V,(¢).

Teorema 5.1. Seja {TT,(X,d), A, S, T} um sistema dindmico em escala temporal e
M C A fechado. Suponha que existam uma funcdao continua V : U x Rt — RT e funcies
P1,%9 € K definidas em [0,r] tais que

Pu(d(z, M)) < V(x,t) < o(d(z, M))

para todo v € U et € TT.
(a) Suponha que para todo a € U = B(M;r) C A et € [tg,+00)T se tenha VI'JA(t) < 0.
Entao (S, M) € invariante e uniformemente estdvel.
(b) Em adicao as condigoes dadas em (a), suponha que exista uma funcao 3 € K definida
em [0, 7] tal que

‘/pA(t) < _w?)(d(p(tv a, tO)v M))
para todo a € U et € [tg, +00)r. Além disso, suponha que t +tg € T para todo t € TT e
to € TS‘. Entao (S, M) € uniformemente assintoticamente estdvel.

Demonstragao. (a) Como M C U, dado a € M temos que V(p(t,a,ty),t) é decrescente
para todo t € [tp, +00)r. Entéo

V(p(t,a,to),t) < V(p(to,a,to), to) = V(a, to) < ba(d(a, M)) = 12(0) =0

e assim

d(p(t, a,to), M) < ¢;1(0) = 0.

Como M é fechado segue que (S, M) é invariante.
Agora, dado € > 0 seja § = ¢y (11 (€)) tal que d(a, M) < § e a € U. Logo

Y1 (d(p(t,a,to), M)) < V(p(t,a,to), t) < V(p(to,a,to), to) =



V(a,to) < a(d(a, M)) < h2(0) = 91 (€)

e portanto d(p(t,a,tp), M) < € para todo t € [tg,+00)T, isto é, (S, M) é uniformemente
estavel.

(b) Fixe um 01 > 0, 51 < r, tal que ¥2(d1) < ¥1(r) e seja € > 0 de modo que 0 < e < 7.
Seja agora um dg = da(€) > 0 tal que d2 < 01 € ¥a(d2) < 11 (e).

Seja T € T tal que T' > 1 (1) /103(d2) e T +1to € T. Para algum a € U tal que d(a, M) < &
afirmamos que d(p(t*,a,ty), M) < o para algum t* € [to,to + T|. Realmente, pois do
contrario terfamos d(p(t, a,ty), M) > d2 para todo t € [to, to + T|T, logo

0< 1/)1(52) < u)l(d(p(tvavtO)vM)) < V(p(tvaatO)vt) =

t
V(p(t07a7t0)7t0) +/ ‘/pA(S)dS <

to

V(a,to) — tt1/13(d(p(s,a,t0),M))ds < 4po(d(a, M)) — t1/13((52)ds <

to
V2(61) — (t — to)3(d2).
Dessa forma, se t =ty + 1T temos

0 < 92(01) — Tp3(d2) < 9a(d1) — 1(r) <0

o que é uma contradicao e entao t* existe. Para ¢t > t* temos
Ibl(d(p(t, a, to), M)) < V(p(t, a, to), t) < V(p(t*, a, to), t*> <

P (d(p(t”, a,to), M)) < 1h2(d2) < ¢1(e)

e entdao d(p(t,a,tg), M) < e para todo t € [t*,400)T, logo para todo t € [ty + T, +o0)r.
Assim (S, M) é uniformemente assintoticamente estavel. O

6 Conclusoes

Esse trabalho contribui para a teoria de escalas temporais. Assim, sao introduzidos
conceitos de estabilidade para sistemas dinamicos em escalas temporais. Além disso, sao
obtidas generalizacoes de resultados de estabilidade para sistemas dinamicos continuos.
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