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Resumo. A questao da recorréncia em singularidades dobra-dobra esta ligada ao compor-
tamento do sistema dinamico ao cruzar a mesma. Neste trabalho consideraremos alguns
cendrios. A saber: hd ou nao dindmica no escape no futuro. Ao assumirmos a primeira
hipétese estamos interessados em saber quais as consequéncias sobre a recorréncia neste
tipo de singularidade.
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1 Introducao

Seja um campo vetorial continuo por partes em R? com um contato dobra-dobra hi-
perbdlico (Ver [4]).

f, (x) = (qz2 — o) Ei’axl + (25422 — qx1) aam +o (Htz) ;g =sgn(T2); 0g,64>0, ¢g <1

(1)
A subvariedade de descontinuidade é Hy = R x {0}, a regidao de deslize é SI = R x {0}
e a de escape ¢ E = R* x {0} (¢L¢,h(21,0) = —x1). 0 é uma dobra-dobra hiperbélica
(qLg,h (0) = g > 0).

Um importante questao surge: As érbitas entram em F por uma singularidade dobra-
dobra? Se sim, quais as caracteristicas de uma eventual medida de probabilidade invariante
de escape de E? Estas questoes foram sucitadas pelos trabalhos de [1], [3] e [5].

Pode-se mostrar que as singularidades em H, estdo em oy (254, q) e sao focos instéveis.
Assim todas as 6rbitas fora das singularidades chegam a Hy.

Na préxima secao discutimos algumas consequéncias de nao se permitir a entrada no
escape ( [2]).
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2 Restricao a F e Sl

Seja a seguinte hipétese: Seja S semi-grupo associado ao campo 1. Sejam STx a érbita
de S iniciadaem x e R2e S x={y € H: ¢(y) =%, ¢ € S}. Entao

(a) STx\{x}NE=0;
(b) S7x\ {x}NSlL=10.

Esta hipétese veda a possibilidade da érbita entrar em E e estd ligada, em um certo
sentido, ao Segundo Principio da Termodinamica na medidade em que estabelece uma
assimetria entre futuro (¢ > 0) e passado (¢t < 0).

Proposigao 2.1. O campo em Hy é f(x) = — (a‘;ro”’) 8%1.
Demonstragio. A subvariedade de descontinuidade é dada por Hy = h™1 (0) = R x {0}.
Nés temos que qLg,h(71,0) = —x1 e qﬁ%qh(O) = o > 0. Entao £ = R* x {0} e
Sl =R% x {0}. O campo f(x) € TixHo N (f- (x),f1 (x)) é tnico. f= M, +(1-\)f_ =
Mg h+(1—=A)Le h =0 em TxHy. Entao A\ = % em Hy para 7 # 0 e o campo é
determinado. O

Assim, adotando a hipétese anterior, tem-se uma érbita que segue a H, e outra a H_:
nao-unicidade em 0. Como todas as érbitas chegam em Hy (em SI) e o campo deslizante
¢é constante e negativo, este leva a orbita de volta a 0.

3 Medida de Probabilidade do Escape E

Nesta segao consideraremos um sistema dinamico que preserva medidade (X, A, u, S),
sendo A o—algebra de Borel completa em X e p medida preservada por S semi-grupo
(1 (¢ (A) = u(4) YA€ AVp e S).

Para estudar este caso faremos uso do Teorema da Recorréncia de Poincaré apresentado
a seguir.

Teorema 3.1. Seja o sistema dinamico que preserva medida (X, A, u, S). Entao VA € A
o-dlgebra completa 3Ag = A\ |J Cgy € A, Cp = A\ U (9o @)t (A), tal que Ag € A

bes oes
e 1 (A) = p(Ao).

O conjunto |J Cy4 é o conjunto dos estados tais que existe uma acdo em S que os
¢S
retira de A definitivamente.

Demonstragao. Seja A € A: p(A) =0. Como Ay C A e A é completa, entdao A € Ae
0<p(A) <p(A)=0= pn(do) =0.

Seja, agora, pu (A) > 0. Seja, ainda, Cyp = A\ U (pod) ' (A). U o " (A) C U (pod) H(A) =
peSs neN peSs



Cy C A\ U ¢ " (A) = Cy. Note que Vx € Cp tem-se que ¢" (x) ¢ A ¥n € N. Sejam
neN

n,m € N c§m n<m: ¢ " (Co)Ned ™ (Cy) #0. Sejax € d " (Co)Nep ™ (Ch) ey =

" (x) =y €eCh= " " (y) =™ (x) € Chp C A—+. Assim ¢ " (Cp) N~ ™ (Cop) = 0.

H <U ¢7n (CO)> = Z(Moéf)in) (CO) = ZM(C{)) = /L(Co) = 0. Entao C¢ € A,
n=0 n=0 n=0

pois A é completa e ;1 (Cy) = 0 Vo € S. Sejax € Cp = x ¢ (pod) H(A) Vo e
S, entdo x ¢ (Popod) T(A) Vo € § = x € Cepop = Cy C Cpop Yo,p € S.

Entao UC@\UC@OqﬁCC(b,e UC@\UCSOod)EAcom,u UC’SO\UCW@ <

peSs pEeS p€eS p€eS pEeS pEeS
u(Cy) =0Vep € S. Seja By, = U Co \ U Cpogpn , assim U C, C U B,,. Temos que
peS peS peS neN
M<U3n>§2,u(3n):0,entéo UCWGAGM U(Jgo —0. ]
neN neN p€eS pEeS

Este resultado estabelece que quase todo elemento do espaco de medida é recorrente.
A seguir consideraremos algumas consequéncias sobre densidades de probabilidade em E
sobre o comportamento do sistema.

3.1 Probabilidade y(E) =0

Consideramos, aqui, o sistema dinamico (X, A, u, S), sendo X o espago-ambiente em
questao, A o—4&lgebra de Borel completa, e 1 medida de probabilidade preservada por S
semi-grupo induzido por um campo vetorial continuo por partes com singularidade dobra-
dobra. Note que E € A, pois E é aberto. Nesta secido enfraquecemos a hipdtese anterior
na medida que a probabilidade do escape E é dada por u (E) = 0.

Proposicao 3.1. Um sistema dinamico como o representado por 1 com a medida de
probabilidade do escape p(E) = 0 € quase certamente similar ao sistema com a hipdtese
de restricdo anterior.

Demonstracao. A prova deste resultado é um coroldrio do Teorema da Recorréncia de
Poincaré acima. De fato, temos que u (E) = 0. Note que STx \ {x} N E € A, pois esta
o—é&lgebra de Borel é completa. Entao u (Stx \ {x} N FE) = 0. O

Assim, sob certos aspectos, um sistema com medidade de probabilidade invariante
satisfazendo p (E) = 0 é quase certamente similar a situacdo com as hipdteses restriti-
vas enunciadas anteriormente. Esta hipdtese também sugere uma assimetria no sistema
dindmico na medida em que a medida de probabilidade do deslize Sl é positiva.

Proposicao 3.2. p(Sl) > 0.

Demonstragdo. Sabe-se que p(Hy) > 0, ¢ = £1. Seja A C Hy : p(A) > 0. Seja
t>0:¢(A) € Sl. Como o sistema preserva medida u (¢ (A)) = p(A) > 0= pu(SI) >
p(A) > 0. O



3.2 Probabilidade p(E) >0

Nesta secao verifica-se algumas consequéncias de considerar positiva a probabilidade
de E. Assim, aqui levamos em consideracao a densidade de probabilidade no escape.

Proposigao 3.3. Seja um sistema dindamico como 1, com uma medida de probabilidade
que, no escape, € dada por du(A) =p dm(A), A€ E tal que p(FE) = / p (x)dx. Neste
caso p: E— Ry € uma densidade de probabilidade em E e m medida deELebesgue em E.
Se o suporte supp (p) ndao € limitado, entdo o conjunto de recorréncia também nao o é.

Demonstragao. Suponha que supp (p) nao é limitado. Entdao VA € A, A C E limitado
w(E\A) = /Ep(a:)da: > 0 tal que p(E\ A) = /E\Ap(x)dx > 0. Seja BC E\ A

mensuravel tal que p (B) > 0. Pelo teorema da Recorréncia 3By C B : p(By) = p(B) > 0
recorrente. Por outro lado Vx € B Jdp € S: x = ¢ (0). O

Note que, a partir da origem, é possivel atingir estados tao distantes quanto se queira.
Este resultado sugere que, para assegurar a estabilidade local, deve-se garantir que a
densidade de probabilidade tenha um suporte conveniente e compacto.

4 Conclusoes

A consideracao de um suporte compacto no escape é crucial para a estabilidade local
do sistema, na medida que evita conjuntos com medida de probabilidade positiva arbitra-
riamente distantes da origem.

Um outro aspecto fundamental é a assimetria entre o deslize e o escape com respeito
a medida de probabilidade: a medida no delize é positiva e no escape pode nao o ser.
Porém, mesmo que o for a densidade é concentrada préximo a singularidade, sugerindo
uma assimetria (Segundo Principio da Termodinamica).
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