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Resumo. Este trabalho utiliza a abordagem de Harris para calcular do valor esperado da
polarizacao do estimador plug-in da entropia, analisando o caso de linguagens naturais, onde
observa-se a presenca da lei de Zipf e da lei de Heaps. Nos exemplos analisados, o valor espe-
rado da polarizagao do estimador variou de 1,5 a 3,3% do valor da entropia estimada. Esta
polarizagao nao é desprezivel, devendo ser considerada, uma vez que usualmente lidamos
com dados empiricos que sofrem de mé estimacao, principalmente na cauda da distribuigao,
0 que acarreta em um maior desvio na entropia estimada.
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1 Introducao

A incerteza associada a palavras em uma lingua é um conceito teérico sobre a quan-
tidade de informacao produzida por uma fonte que utiliza um determinado arcabouco de
simbolos. Este conceito é central na drea da linguistica quantitativa e computacional,
com aplicagoes que vao desde andlise de diversidade lexical, grau de diversificagao do uso
de palavras em uma lingua, atribuicao de autoria de textos, processamento de lingua-
gem natural, dentre outras. O conceito de entropia foi introduzido por Shannon [1] como
uma forma de medir informagao ou incerteza. Para um alfabeto finito X = {a1,...,an},
com uma distribui¢ao subjacente {py}x=1,. n, a entropia de Shannon é definida na forma
H = -3, prlogpi, onde usualmente utiliza-se log =log, e, desta forma, a entropia é
medida em bits.

Desde a definicao formal da entropia, como uma forma de medir a incerteza ou a
‘escolha’ inerente a producgao de simbolos por uma fonte, Shannon e outros pesquisado-
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res buscaram estimar precisamente a entropia do inglés escrito [2H4]. Outros trabalhos
também foram desenvolvidos para estimar a entropia de outras linguas [5-8|.

Entretanto, para conhecer a entropia de uma fonte, subentende-se que a sua distri-
buicao é conhecida, o que, de forma geral, nao ocorre. Para estimar a entropia através
da simples contagem de ocorréncias, devemos assumir que a ocorréncia dos tokenﬁ se da
de forma independente, ou seja, no caso de um texto estaremos supondo que nao existe
dependéncia entre palavras subsequentes, o que claramente nao corresponde a realidade.
Apesar dos contrapontos, é usual a utilizacdo da estimativa de maxima verossimilhanga
para as probabilidades e a utilizagdo do estimador plug-in para a entropia [9]. Dada uma
amostra de comprimento M, x1.ps, a estimativa de méaxima verossimilhanca para a pro-
babilidade de ocorréncia do k-ésimo simbolo é dada por p = n(ag|zi.a)M ™' = /M,
onde np=n(ag|r1.a7) denota o nimero de ocorréncias do k-ésimo simbolo em uma dada
amostra de comprimento M. O estimador plug-in da entropia é aquele em que utiliza-
mos diretamente as estimativas das probabilidades dos simbolos, como se elas realmente
constitufssem a real distribuicdo da fonte, ou seja, H = — > Prlog pr [9].

O problema de estimacao é um problema antigo e dificil. A estimacao da entropia
lida inerentemente com ambos problemas de estimagao: da distribuicao e da entropia, em
si. A medida de entropia de Shannon é uma grandeza em que a contribuicao dos eventos
raros é preponderante, sendo mais sensivel a pertubacoes nas probabilidades da cauda da
distribui¢do. A entropia pode ser vista como o valor esperado da informacao associada
aos eventos. A variacao da informacao associada a um evento é inversamente proporcional
a sua probabilidade. Desta forma, pequenas pertubacgoes nas probabilidades dos eventos
menos provaveis podem acarretar grandes variacbes na medida final de entropia. Sao
justamente os eventos raros aqueles que possuem estimacao mais pobre, em alguns casos,
eventos extremamente raros sequer serao observados em nossa amostra.

Desde o século XVII ¢é notéria a preocupacao com a estimacao das probabilidades.
Laplace [10] introduziu a regra de sucessao, lidando com o problema da estimagao da pro-
babilidade de que o sol ird nascer amanha, tendo em vistas todas as observacoes passadas
de que ele, de fato, nasceu. Ele introduziu a primeira técnica de ajuste das probabilidades
das distribuigdes, técnicas estas que hoje sao conhecidas como métodos de suavizacao (smo-
othing). Um século depois, este problema também foi abordado por Alan Turing, sendo
sua proposta de ajuste sistematizada e publicada por seu colega, Irving John Good [11].

O estimador plug-in para a entropia, ¢ um estimador nao-paramétrico, pratico, intui-
tivo, e cuja convergéncia é a mais rapida, dentre os estimadores nao-paramétricos conhe-
cidos |12]. Antos e Kontoyiannis [13] mostraram que, para todas as distribuigdes com
entropia finita, a variancia da estimacao H possui um limite superior que decai com o
comprimento da amostra M, a uma taxa de O(In?*(M)M '), sendo o mesmo limite vélido
para todas distribuigoes em alfabetos infinito contaveis. Para alfabetos com cardinali-
dade conhecida, |X|=N, a variancia de H decai a uma taxa O(M~!), que nio pode ser
melhorada pois o estimador plug-in é o estimador de maxima verossimilhanga quando o
tamanho do alfabeto é conhecido. Entretanto, o estimador é polarizado, sendo a entropia

4 Tokens sao insténcias de um fenémeno ou tipo que ocorrem no corpus observado. Um tipo é uma
classe a qual os tokens do mesmo tipo pertencem.



comumente sub-estimada, visto que os eventos menos provéaveis sdo, de forma geral, su-
bestimados. Harris [14] propds a seguinte forma para o valor esperado da polarizagao da
entropia estimada:

N
E|H — H] = _z\;]\;l + 12}\42 (1 - Zpk1> +O(M™3). (1)
k=1

Em muitos problemas, o préprio valor de IV é desconhecido e também precisa ser estimado.
O termo de ordem 1/M2 na Equagao [l ainda depende das probabilidades py, as quais
usualmente nao podem ser estimadas de forma confidvel. Para valores grandes de N, em
relagdo & amostra, o primeiro termo da Equacéao [1| é consideravel. Harris ainda formulou
a variancia do estimador através da seguinte expressao:

A - 2 2| , V-1 -3
Var(H) = — Zpklog pr—H +W+O(M )- (2)

E importante observar que as expressoes obtidas por Harris fornecem o valor esperado e
variancia da estimagao da entropia em nats, devendo ser feita a conversao para bits quando
necessario for.

No presente trabalho iremos analisar a polarizacao da estimacao da entropia para o
caso em que a distribuicao subjacente segue a lei Zipf e, consequentemente, a lei de Heaps.
FEm seguida, analisaremos os resultados para alguns textos em inglés e verificaremos o
quao significativos sao os desvios na estimacao.

1.1 Lei de Zipf e Heaps

A lei de Zipf é uma regularidade controversa observada em diversas areas. George
Kingsley Zipf [15] fez suas observagoes analisando a frequéncia de ocorréncia de palavras
e constatou que existe uma relagao entre esta e o seu ranque, o produto de ambas é
aproximadamente uma constante. Desta forma, existe uma lei de poténcia que rege a
distribuicao de Zipf, pp = f(k;N,s) = Hysk™°, onde HK,IS = 22;1 n~% é a constante
de normalizacao, conhecida como nimero harmonico generalizado, k é o ranque associado
a cada sfmbolo e s o expoente caracteristico da distribuicdo. Esta regularidade ja foi
constatada em diversas linguas naturais e também em outros fenémenos naturais.

Uma outra relagao de escala frequentemente observada em linguagens naturais é a lei
de Heaps (também conhecida como lei de Herdan) [16,(17]. Ela aborda a forma como
o vocabuldrio de uma lingua cresce com uma funcao sublinear do tamanho da amostra
observada. Ao realizar um grafico logaritmico em ambas coordenadas, observamos aproxi-
madamente uma reta, sugerindo uma relagao de poténcia entre o tamanho do vocabulério,
N, e o comprimento da amostra M, ou seja, N(M) = aM B sendo 0<B<1 para conferir
o crescimento sublinear. A coexisténcia de ambas as leis foi verificada inicialmente no
Inglés, Russo e Espanhol por Gelbukh e Sidorov [18], sendo matematicamente verificada
por Leijenhorst et al. [19], para o caso em que s>1, levando a f=1/s. De fato, o expoente



de Zipf encontrado em linguagens naturais é maior do que lﬂ Desta forma, podemos
assumir que a lei de Heaps também estard presente nestes sistemas.

Aplicando o logaritmo a ambos os lados da relagao dada pela lei de Heaps, obtemos
log N = flog M + log o, onde 3 representa o coeficiente angular (expoente da relacao de
Herdan) e log « o coeficiente de intercepgao. Como, para uma amostra de comprimento
M=1, deveremos ter N=1 e assim deveremos ter a=1. O outro parametro pode ser
determinado por 8 = 108N /1og M. O parametro (3, entretanto, é dependente do tamanho
da amostra. Desta forma, ndo podemos confiar neste parametro como sendo uma constante
caracteristica, independente do comprimento da amostra [22]. Ao realizar uma regressao
linear para ajuste dos dados, frequentemente encontraremos valores de a##1 [17].

2 Zipf e Heaps na estimacao da entropia

Iremos aqui utilizar as relacoes dadas nas lei de Zipf e Heaps para efetuar o célculo da
polarizacao do estimador dado na Equacao[1l Utilizando o valor das probabilidades dadas
por Zipf, teremos que a polarizacao do estimador, EHy;,s, poderd ser escrita como

N -1 n 1
2M 12M2

B[f - H] = - (1 - HRAHRL,) +00179), (3)

e utilizando agora a relacao de Heaps teremos

N -1 1

EH, ias — — S +
b 2(NV/a)* " 12 (N/a

)23 (1 - HJ:[,lsH]?f,lfs) + O(Mig))? (4)

sendo esta agora uma expressao apenas de s, N e a.

A Figura [l apresenta o comportamento do desvio esperado relativo na estimagao da
entropia, em funcao do expoente de Zipf s e do tamanho do alfabeto IN. Este compor-
tamento apresentado através da razao entre o desvio esperado e a entropia, evidenciando
que o desvio é mais significativo quao menor for o expoente de Zipf. Linguagens naturais
apresentam s~1, desta forma podemos observar que a polariza¢ao do estimador nao deve
ser menosprezada, sendo esta crescente com o tamanho do alfabeto.

3 Resultados

Iremos analisar os resultados utilizando alguns textos obtidos no Projeto Gutenberg.
Os textos foram processados computacionalmente através de uma combinacao de scripts
para Bash, Python e GNU Octave.

Convencionamos como unidade bésica as palavras em uma lingua, ou seja, as palavras
serao consideradas como os simbolos produzidos pela nossa fonte. O expoente carac-
teristico s da lei de Zipf foi estimado para os textos, conforme descrito em [21]. A entropia
da fonte foi estimada através de trés métodos: 1) utilizando o estimador plug-in, onde

5 Valores encontrados para o expoente de Zipf menor do que 1, usualmente decorrem de erro na es-
timacao quando o comprimento da amostrada ndo é grande o suficiente. Este problema é amenizado
quando consideramos o modelo generalizado proposto por Mandelbrot [20421].
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Figura 1: Relacao entre a polarizacao da estimacao da entropia e a entropia na presenga
da lei de Zipf e Heaps.

foram utilizadas estimativas de méxima verossimilhanca das probabilidades [9]; 2) utili-
zando o estimador plug-in, com as probabilidades suavizadas através do método Simple
Good-Turing (SGT) [23]; 3) utilizando a corregao de Miller-Madow [14,24]; 4) utilizando
o método Jackknife |25]; 5) e a polarizagao dada na Equagao 4l Os resultados sdo apre-
sentados na Tabela [l

Tabela 1: Entropia estimada para textos (bits). A tabela apresenta o tamanho do alpha-
beto N (nimero de tipos); o tamanho da amostra M (ntmero de tokens); o valor do
expoente de Zipf estimado §; a entropia estimada utilizando o estimador de méaxima ve-
rossimilhanga (plug-in) Hyye; a entropia estimada com a corre¢ao de Miller-Madow; a en-
tropia estimada pelo método Jackknife; e a polarizagao da estimacao, dada pela Equacao
Para os campos onde hé a divisao entre ‘obs’ e ‘sgt’, utiliza-se, no primeiro, os niimeros
de observagoes na dada amostra e, no segundo, a suavizacao dada pelo método SGT.

fonte N M 2 Hrone Hinm Hje EHbpias
normal| sgt |normal| sgt |normal| sgt |normal| sgt

Alice 2860 | 27807 | 1,189 |1,356| 8,737 | 8,456 | 8,788 | 8,511 | 8,849 | 8,366 |-0,193

Hamlet 4827 | 32035 | 1,027 |1,185| 9,346 | 8,953 | 9,421 | 9,035 | 9,525 | 8,727 | -0,222

Macbeth 3546 | 17751 | 0,962 |1,117| 9,467 | 9,045 | 9,567 | 9,156 | 9,707 | 8,751 |-0,291
Shakespeare |26949|888113| 1,461 |1,632| 10,010 9,867 | 10,025 | 9,882 | 10,042 | 9,831 | -0,255
Ulysses 29845264626 | 1,033 |1,192] 10,624 {10,218 10,681 |10,278| 10,755 {10,024 -0,159

4 Conclusoes

A entropia de Shannon é uma funcdo da distribuicdo da fonte, desta forma, conhe-
cer a entropia implica em conhecer as caracteristicas estatisticas subjacentes da fonte.



Ao analisar sinais e fendomenos da natureza, estas informagbes ndo nos sao apraziveis.
Portanto, modelos e estimagoes devem ser utilizados, visando aproximar as caracteristicas
observaveis dos nossos dados. Por melhor que sejam, modelos e estimacoes estarao sempre
sujeitos imperfeicoes. Neste trabalho buscamos revisitar a abordagem de Harris para ave-
riguar a polarizacao do estimador plug-in para a entropia. Certos fendmenos da natureza
apresentam caracteristicas estatisticas que sdo bem descritas pela lei de Zipf. Em especial,
as linguagens naturais sao exemplos de fendomenos onde o comportamento descrito pela
lei de Zipf é evidenciado. A lei de Heaps também foi utilizada, aproveitando a relacgao
existente entre essas duas leis amplamente conhecidas na area da linguistica quantitativa.
Desta forma, foi realizada a andlise dos modelos e estimagoes para alguns dados textuais
obtidos livremente no Projeto Gutenberg. Aplicamos os resultados de Harris especifica-
mente na condicao em que a distribuicoes subjacente tem o comportamento dado pela lei
de Zipf, a fim de verificar a polarizacao do estimador neste modelo. O estimador plug-in
usualmente subestima a entropia, uma vez que a entropia é uma fungao na qual a cauda da
distribuicao exerce papel predominante e, em geral, as probabilidades associadas a eventos
de menor probabilidade sao mal estimadas. Para fontes com distribuicao de Zipf, o ex-
poente caracteristico e, principalmente, o tamanho do vocabuldrio exercem influéncia na
polarizacao do estimador, de forma que, quao maior forem estes parametros, menor sera
o erro cometido na estimagao da entropia. A polarizagdao do estimador é extremamente
sensivel ao expoente de Zipf, sendo desta forma preponderante utilizar um boa estimagao
de §. Como, em linguagens naturais, o expoente caracteristico é préximo de 1 e o tama-
nho do vocabuldrio, usualmente, menor que 10° (100 mil palavras)ﬂ teremos um erro na
estimagao da entropia menor que 2 bits. Um erro desta magnitude é significativo, uma
vez que a entropia estimada para linguagens naturais usualmente encontra-se entre 4 e 10
bits por palavra [8].
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