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Resumo. Neste trabalho desenvolve-se um procedimento computacional baseado em oti-
mizagao para estimar o conjunto atrator de sistemas chaveados afins sob chaveamento ” dwell-
time” arbitrario. Este procedimento explora, para esta classe de sistemas dinamicos, uma
extensao do principio de invaridncia de LaSalle de modo a sistematizar a obten¢ao de uma
boa estimativa do conjunto atrator. Neste intuito, propoe-se um resultado, que por meio
de um problema de otimizagao nao linear, que leva em conta a minimizagao do volume de
uma regiao elipsoidal, permite a obtencao de uma regiao para onde as trajetérias sao assin-
toticamente atraidas. Um exemplo de um sistema dinamico de terceira ordem é utilizado
para ilustrar o procedimento proposto e demonstrar a efetividade em encontrar estimativas
do conjunto atrator.

Palavras-chave. Sistemas Chaveados Afins, Conjunto Atrator, Principio de invaridncia de
LaSalle

1 Introducao

Embora o conceito de chaveamento nao seja novo em engenharia, nos dltimos anos
a analise de estabilidade de sistemas chaveados revelou-se um problema importante e
desafiador que vem recebendo atencao consideravel na literatura recente. Estes problemas
surgem em muitas aplicacoes de engenharia tais como: controle de sistemas mecéanicos,
controle de processos, sistemas de poténcia, controle de aeronaves, industria automotiva,
eletronica de poténcia e muitos outros campos [4].
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Os atratores de diversos sistemas chaveados podem nao ser um ponto de equilibrio [11].
Desse modo um dos problemas bésicos existentes na andlise de estabilidade de sistemas
chaveados é determinar o conjunto atrator desses sistemas, isto é, para essa classe de
problemas, o interesse nao é estudar a estabilidade de um ponto de equilibrio particular,
mas o comportamento assintético das solugoes.

Uma poderosa ferramenta para estudar o comportamento assintdtico das solugoes de
sistemas dindmicos é o Principio de Invaridancia de LaSalle. Este resultado foi primeira-
mente desenvolvido para equagoes diferenciais ordindrias autonomas definidas em espago
de dimensao finita [7] e depois o resultado foi estendido para outras classes de sistemas
dindmicos incluindo equagoes diferenciais funcionais [5], sistemas descontinuos [1] e siste-
mas chaveados [2,6,9,12].

O objetivo desse trabalho é explorar a extensao do principio de invariancia apresentada
em [10], de modo a sistematizar o processo de obtencao de boas estimativas do conjunto
atrator de sistemas chaveados afins sob chaveamento ”dwell-time” arbitrario. O resultado
aqui obtido permite, que por meio de um problema de otimizacao nao linear, que leva em
conta a minimizagao do volume de uma regiao elipsoidal, a obtencao de uma regiao para
onde as trajetérias sao assintoticamente atraidas.

A notacdo matemaética utilizada ao longo deste trabalho é usual. Sendo R™ usado para
denotar o Espago Euclidiano de dimensdo n e R™*™ o conjunto de matrizes reais n x n.
Além disso, para matrizes ou vetores, o simbolo ()’ indica transposto. Para qualquer
matriz P € R™", P > 0 (P < 0) denota uma matriz definida positiva (negativa). O
autovalor maximo (minimo) de uma matriz P é denotado por Apax(P) (Amin(P)).

2 Conceitos Fundamentais

Considere o sistema chaveado afim
(t) = Asy®(t) + boy,  2(0) = 20, (1)

em que o(t) : [0,00[— P é uma funcao constante por partes, chamada de lei de cha-
veamento dwell-time, P é um conjunto finito de numeros inteiros positivos, ou seja,
P={1,--- , N} e NV é o ntimero de subsistemas. Seja {7j}reny uma sequéncia de tempos
de chaveamento associada a lei de chaveamento dwell-time o, entao Vk € N tem se que
Thtr1—Tk = Laweil, com Tyyey > 0 chamado tempo de permanéncia do sinal de chaveamento
o(t). Considere I, = {t € [, Tk+1) : 0(7k) = p,k € N} sendo a unido dos intervalos em
que o subsistema p é ativo. Uma funcao continua, suave por partes, z(t) : Z — R™ é uma
solugao do sistema chaveado afim (1) no intervalo Z se x(t) satisfaz &(t) = Apz(t) + by,
Vt € I, N1 para todo p. O conjunto de todas as solucoes com chaveamento dwell-time
¢ denotada por Sgyey. Denota-se ¢, () (t, 7o), ou simplesmente (¢, o), a solugio de (1)
com condigao inicial zy no tempo t = 0 através da lei de chaveamento dwell-time o (¢).

A seguir algumas definigoes preliminares, as quais podem ser encontradas em [8] e [2],
sao apresentadas.

Definigao 2.1. Um conjunto compacto M € fracamente invariante com respeito ao sis-
tema chaveado (1) se para cada zo € M existe um indice p € P, uma solugao ¢(t,xo)



do campo vetorial fp(x(t)) e um nimero real ¢ > 0 tal que ¢(t,z9) € M para qualquer
t€[—c0] outel0,d.

A solugao ¢(t,zg) é atraida para o conjunto M, ou seja, ¢(t,zo) — M se, e somente
se, tlim d(p(t,z9), M) = 0, onde d ¢ a distancia de um ponto ao conjunto que pode ser
— 00
definida, se adotarmos a norma Euclidiana, por d(y, M) = in/f\/t |y —mls.
me

Na proxima secao, € apresentado o resultado principal, o qual permite obter estimativas
de conjuntos atratores de sistemas chaveados afins sob chaveamento arbitrario.

3 Estimativa de conjuntos atratores de sistemas chaveados
afins via extensao do principio de invariancia

Suponha a existéncia de uma funcao auxiliar comum V : R®™ — R para o sistema
chaveado (1) dada por

V(z) = (x —d)P(x —d), onde decR" (2)
e considere que
3 P>0 satisfazendo Q,= A,P+ PA, <0, VpeP. (3)

Defina os seguintes conjuntos: Cp, = {z € R" : VV(z)(Apz + b,) > 0} o conjunto dos
pontos onde a derivada da fungao V' ao longo da trajetéria do subsistema p é positiva ou
nula, C' = U CpeQ, ={reR":V(x) <wv, onde v € R} um conjunto de nivel da

peEP
fungao V.

O lema a seguir garante que C' é um conjunto limitado e oferece uma estimativa deste
conjunto na forma de um conjunto de nivel da funcao V.

Lema 3.1. Considere o sistema chaveado afim (1) e a funcao escalar (2) tal que (3) seja
satisfeita. Entao o conjunto C € limitado e existe um nidmero real

0> Amax(P)2%, (4)
_2][(by + Apd)'P||
Amax(Q)

Demonstragao. Inicialmente vamos adotar a funcao auxiliar comum definida em (2). Entao
sua derivada ao longo da solugao do subsistema p é dada por

onde z = max
peEP

}, que garante a inclusdo C C €.

: :

VV(z)(Apz +b,) = (z—d)P(x—d)+ (x—d)P(z—d)

(z —d)' (AP + PAy)(x — d) + (bp + Apd) P(x — d) + - --
oo+ [(bp + Apd) P(z — )]

= (z—d)Qp(x —d) +2(bp + Apd) P(x — d)
< (z—d)Qp(z—d)+2 H(bp + A,d) P(x — d)H
< Amax(Q) [lz — d||* + 2| (by + Apd) P| [lz — d]|



Desse modo, concluimos que
V() < Amax(@p) 2 = d|I” + 2| (by + Apd) P|| |z — d]] - (5)
Uma vez que (3) é satisfeita Vp € P, entdo Amax(Qp) < 0, logo de (5) pode-se concluir que a

21|(bp + Apd)' P
)\max(Qp)

}. Portanto, o conjunto C' é limitado,

| ) 2||(bp + Apd)'P|
pois, C = U,ep Cp C{z € R": 0 < |jz —d|| < 2}, onde z = ma {_ )\Pmax(cgp) .

Agora, analisando os valores numéricos que a fungao auxiliar comum V assume quando
x € C, obtém-se

derivada é negativa ou nula quando: ||z —d|| <Oou ||z —d| > — . Assim,

2||(bp + Apd)'P|
AmaLx(C?p)

CPC{$ERnZO<HZE—d”<—

V() < Amax(P) (# — d) (2 — d) = Anax(P) ||z — d||* < Amax(P)2%.

Portanto tomando £ € R tal que £ > Apax(P)22, conclui-se que C C €.

Observacgao 3.1. O Lema 3.2 é uma modificacdo do resultado apresentado em [10], obtida
pela maneira na qual € estimado o conjunto onde C' estd contido.

O lema a seguir, cuja demonstracao encontra-se em [10], garante a existéncia de um
conjunto positivamente invariante para sistemas chaveados afins sob chaveamentos dwell-
time arbitrarios.

Lema 3.2. Considere o sistema chaveado afim (1) e a fungao escalar (2) tal que (3) seja
satisfeita. Seja £ um nimero real satisfazendo (4). Se xg € Qp = {z € R" : V(z) < ¢}
entdo, toda solugao @(t, o) € Sqwen Permanece dentro de Qy para todo t > 0.

Explorando o Lema 3.1 e Lema 3.2, a seguinte extensao do principio de invariancia para
sistemas chaveados afins utilizando uma funcao auxiliar comum é estabelecida. Observa-
se que a demonstragao desse resultado é realizada de maneira andloga ao que foi descrito
em [10] e por este motivo omitimos sua demonstragao.

Teorema 3.1. Considere o sistema chaveado afim (1) e a fungao escalar (2) tal que (3)
seja satisfeita. Entao, toda solu¢ao o(t,xo) € Sqwen € atraida para um conjunto fracamente
invariante em g, onde £ dado por (4).

O teorema anterior garante que o conjunto de nivel €1y, associado a fungao auxiliar
comum dada por (2), seja uma estimativa do conjunto atrator do sistema chaveado afim
(1) sob chaveamento dwell-time arbitrario. Entretanto é evidente, a partir do Lema 3.1,
que o tamanho de €2, estd relacionado com a matriz P > 0 e o vetor d € R", ou seja,
a estimativa do conjunto atrator depende do valor escolhido para o nimero real £ que
satisfaz (4).

Desse modo, como estamos interessados em determinar uma estimativa de £, tao pe-
quena quanto possivel, a ideia é pesquisar entre todas matrizes P > 0 e vetores d € R"
aquela combinacao que minimiza o tamanho do conjunto §2,, considerando algum critério
de tamanho. Visto que §2, é um conjunto elipsoidal, um dos seguintes critérios classicos de



tamanho pode ser usado: maximizagao do volume, maximizacao do eixo secundario, maxi-
mizagao do trago de P e também a maximizacao em determinadas direc¢oes [3]. Optamos,
neste trabalho, pelo critério de tamanho dado pela maximizacao de volume.

O préximo teorema permite encontrar uma estimativa de volume minimo do conjunto
atrator do sistemas chaveado afim (1).

Teorema 3.2. Suponha que P > 0 e d € R" sejam solu¢do do problema de otimizacdo
nao linear
minimize — In(det(P))
sujeito a P >0 (6)
Ap'P+ PA, <0, VpeP
Amax(P)z5 —1<0 VpeP

_2|l(bp + Apd)' P
)\max(Qp)

atrator do sistema chaveado afim (1) sob chaveamento arbitrdrio, ou mais precisamente
toda solugdo @(t, ) € Sqwen tende para o maior conjunto fracamente invariante contido

em €.

onde zp = . Entdao Q1 € uma estimativa de volume minimo do conjunto

Demonstragdo. Observa-se que fixando a solugao do problema de otimizagao (6), ou seja,
fixando P > 0 e d € R™, é possivel escrever

Q={zeR":(z—d/Plz—d) <} ={zeR": (z—d)Plz—d) <1} =

onde P = 1P. Além disso, as restricdes do problema de otimizacao sdo equivalentes a (3)
e (4). Assim, devido ao Teorema 3.1, tem-se que toda solucao ¢(t,xg) € Sqwen ¢ atraida
para um conjunto fracamente invariante em €2;. A demonstragao é finalizada levando em
conta que o volume de ) é proporcional a (det(P))'/? e minimizar este determinante é o
mesmo que minimizar — In(det(P)).

4 Exemplo Numérico

Nesta secao, o Teorema 3.2 é aplicado para estimar o conjunto atrator de um sis-
tema chaveado afim tridimensional sob um chaveamento arbitrario. Observa-se que as
simulacoes numéricas foram realizadas com auxilio do software Matlab 20016a em um in-
tel(R) Core(TM) i5-2450M @ 2.50GHz. Além disso, como o foco deste trabalho nao foi
desenvolver algoritmos que resolvam problemas de otimizagao, na resolu¢ao do Exemplo 1
foi utilizado a funcao ga, pertencente ao software Matlab e presente na Global Optization
Toobox, que é uma um Algoritmo Genético que explora a técnica de otimizagao heuristica
inspirada pela evolucao bioldgica.

Ezemplo 1. Considere o sistema chaveado afim (1) em R3 consistindo de dois subsis-
temas & = A,r + by, p=1,2, em que
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Resolvendo o problema de otimizacao (6) do Teorema 3.2, obtemos a solugao étima local

0,1180 0,0003  0,0011
P=10,0003 0,0759 —0,0093 | e d=[-0,1986 0,6922 —0,0408],
0,0011 —0,0093 0,1149

que define a regiao elipsoidal €; centrada em d com volume minimo vol(2;) = 131, 20.
Assim, pelo Teorema 3.2, toda solugao ¢(t,zg) € Sgwey ¢ atraida para um conjunto fra-
camente invariante em €)1, isto é, o conjunto atrator deste sistema chaveado afim sob
chaveamento dwell-time arbitrdrio esté contido no elipsoide Q1. A Figura 1 ilustra a si-
mulagido no dominio do tempo para a condigao inicial 2o = [6 5 7] e 7p11 = T + 1,
k=1,...,50 arbitrario.

A Figura 1 mostra, na parte superior, o espago de estado com a regiao C e as trajetérias
do sistema chaveado partindo de x( e, na parte inferior, o comportamento do funcional V'
no tempo.

T
-- N w
e
T3
o o o

=]
=]

o

V(a(t)
)

i
Lo 2w ow a0 e N D oo

=]
m

o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 10 15 20 25 30 35 40 45 50

(c) (@)

Figura 1: (a) Solucdo chaveada com condigao inicial zo = [6 5 7], (b) plano de fase, (c)
grafico da derivada da funcao derivada V'(z(t)) e (d) grafico da funcao auxiliar V' (x(t))

5 Conclusao

Neste trabalho, obtivemos estimativas do conjunto atrator de sistemas chaveados afins
sob chaveamento dwell-time arbitrarios. Uma abordagem baseada em otimizagao nao



linear foi proposta para calcular, garantindo o volume minimo, estimativas do conjunto
atrator. O conservadorismo da estimativa fornecida recai na dificuldade de se resolver
problemas de otimizagao nao linear quando o nimero de subsistemas é grande.
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