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Resumo. No presente trabalho, obtém-se analiticamente a SAC e a DEP das érbitas de
um mapa linear por partes que é uma generalizacao de diversos casos apresentados recente-
mente na literatura. Esse mapa é constituido por um nitimero arbitrario de segmentos com
inclinagoes positivas ou negativas.
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1 Introducao

Nas ultimas décadas, diversas aplicacoes praticas para sinais caéticos e os sistemas que
os geram tém sido propostas. Dentre essas aplicagoes destacam-se comunicagoes digitais
[5,10], criptografia [2] entre outras [11].

Em algumas dessas aplicagoes, como em Telecomunicagoes e processamento de sinais,
¢é de fundamental importancia conhecer as caracteristicas temporais e espectrais desses
sinais. E necessério determinar e possivelmente controlar a Sequéncia de Autocorrelacao
(SAC), a densidade espectral de poténcia (DEP) e a banda ocupada pelos sinais a serem
utilizados.

Recentemente, alguns progressos foram obtidos na determinacdo analitica da SAC e
da DEP de sinais caéticos gerados por mapas unidimensionais. No artigo [6], obteve-
se expressoes analiticas para SAC e DEP do mapa tenda inclinada. Feltekh et al. [7]
deduziram expressoes analiticas para SAC e DEP para uma familia de mapas com trés
segmentos.

Em [3,4] obtiveram-se resultados gerais para mapas lineares com um nimero arbitrario
de segmentos, todos com inclinagao positiva. Note-se porém que, os resultados obtidos
nao se aplicam, por exemplo, aos mapas estudados em [6] e [7].

Lrcosta@Ics.poli.usp.br, marcio@lcs.poli.usp.br



Nesse contexto, o objetivo desse artigo é obter a SAC e a DEP das érbitas de um mapa
para o qual os apresentados em [3,4,6,7] sao casos particulares. Esse mapa é constituido
por r segmentos e cada um deles pode ter inclinagao positiva ou negativa.

O artigo ¢é estruturado da seguinte forma: na Secao 2 define-se o mapa estudado e na
Secao 3 deduzem-se sua SAC e DEP. Na Secao 4, mostram-se resultados numéricos para
alguns casos particulares. Por fim, na Segdo 5 tecem-se as conclusoes.

2 Mapa tenda generalizado

Seja r um ndmero inteiro com r > 2 e ag, aq,..., @ nimeros reais com oy = —1 <
a; <az<---<a=1. A cada o, 1 <j <rassocia-se um ; € {—1,1}. O mapa tenda
generalizado f : [—1,1[— [—1,1] é definido por s(n+ 1) = f(s(n)), em que, para um ponto
ENS [Oéj_l,Oéj], 1<53<r,

2s — (aj + aj—1)
s) =P, , 1
Flay = | (1)
neNes(0) e [-11].
Na Figura 1(a) exemplifica-se o mapa f(s) para r = 6 e parametros a3 = —0,3,
ag = =01, a3 = 0,3, ay = 05 eas =08 com 1 = -1, B =1, 3 =1, gy = —1,
Bs = —1 e Bg = —1. Na Figura 1(b) sao mostradas duas dérbitas geradas por esse mapa

com condigdes inicias s(0) = 0,6 (linha continua) e s(0) = 0,600000001 (linha tracejada)
deixando-se explicita a dependéncia sensivel com as condicOes iniciais, caracteristica dos
sinais cadticos [1].

Figura 1: (a) Exemplo de mapa f(s) com r = 6 inclinagoes; (b) drbitas para duas condigbes
iniciais diferentes.

Usando argumentos similares aos apresentados em [4,6] pode-se mostrar que a densi-
dade invariante desse mapa é

1
p*(s):§7 _1SS<17 (2)



independente dos parametros o e §;. Assim, a poténcia média de quase todas as érbitas

geradas por f(-) é
1 1

1 1
P, = / $%p.(s)ds = / sids = . (3)
1 2J) 3

Usando argumentos andlogos aos apresentados em [4,6] pode-se mostrar que quase
todas as drbitas geradas por f(-) sdo cadticas.

3 Sequéncia de autocorrelagao e densidade espectral de po-
téncia
Para um processo aleatério estacionario, a SAC é definida por
R(k) = E[s(n)s(n+ k)], (4)

em que s(n) é uma fungdo amostra do processo e F || é a esperanga matemédtica tomada
sobre todas as fun¢bes amostras.

Sinais caoticos gerados por mapas ergddicos podem ser considerados como fungoes
amostras de um processo estocastico [8]. A partir dessa interpretacao, deduz-se a SAC
utilizando-se uma técnica andloga a empregada em [4,6].

Sejam z = s(n), ey = s(n+k) = f¥(x). Assim, como y é completamente determinado
por z, a fungao densidade invariante conjunta de = e y, p(x,y), pode ser escrita como

p(.y) = p(@)p(y | 2) = p-(2)6 (y = f*(@)) (5)

em que p(-) é dada por (2) e §(-) representa a fungao delta de Dirac. Dessa forma, como
U = [-1,1], usando (5) e (2) em (4), tem-se para o mapa f(-)

Rt = [ 11 / 11wyp<x,y>dxdy= / 11 / 11xyp*<x)5(y—f’f<x>>dmdy=; / llwf’“(x)dw- (6)

O desenvolvimento de (6) depende da obtencio da expressio para f*(z), isto é, a k-
ésima iteragao de f(-). O mapa f(-) é composto por r segmentos lineares com inclinagoes
positivas ou negativas. A imagem de cada um desses segmentos é o dominio U = [—1,1].
Dessa maneira, quando se itera f(-), o nimero de segmentos lineares é multiplicado por
r, i.e., f¥(-) é formado por r* segmentos. A m-ésima extremidade dos segmentos de f*(-)
¢ representada por ay ., e o sinal que representa a inclinacao desse segmento ¢ dada por
bk,m, para 1 <m<rkek=12,...

O m-ésimo segmento que forma f*(-) tem entdo equacio

(@) = b

20 — Qm — Akan—1

(ak — ax 1) y Ak m—1 <z < Qk.m s (7)
;1M ,m—

com by, € {—1,1}. Substituindo-se (7) em (6) obtém-se

rk

1 @k m 9T — A — Qe
Rk)=5Y / x(bk,m T~ Fhim — Gk, 1)dx. (8)

kym—1 Qk.m — Ak m—1

m=1

I



Solucionando a integral I,

I = 2x3bk,m . (ak,m + ak,mfl) x2bk,m Fe,m
3 (ak,m - ak,m—l) 2 (ak,m - CLk,m—l) Ak m—1
az,m - 3a%,makvm*1 + 3ak’mai,m—1 - az,m—l (ak,m - ak,m—l)z
= Okm = bk,m : (9)
6 (akym - akym_l) 6
Substituindo (9) em (8),
1
R(k) = 7 > b (@ — akm-1)” (10)
m=1
Calculando-se R(k + 1) a partir de (10), obtém-se
1 ,r,k:+1
2
R(k+1) = 2 mzl bk+1,m (At 1,m — Qht1,m—1)" - (11)

Ao iterar uma vez o mapa, cada segmento é transformado em r novos segmentos. Por
exemplo, o segmento no intervalo [aj m—1; ak,m[ associado a inclinagao by, mostrado na
Figura 2(a) é transformado nos r segmentos com os limites e inclinagoes mostrados na
Figura 2(b).

Definem-se wy, j, 0 < j < r tais que fk(wm,j) = «a; no intervalo [ay m—1; ag,m[. Usando

(7),

b a — Akm—1) i + @ Ak ym—
W — km (Qhem — Gk 1; j + W+ W1 12)

As abscissas w, j sio os pontos extremos dos r segmentos que compdem f*+1(x) no
intervalo [ag m—1; Gk m[. Assim, da Figura 2(b),

Ak41,r(m—1)+j = Wm,j- (13)

A inclinacao do j-ésimo segmento gerado a partir do segmento no intervalo [ag m—1; G m|
¢ dado pelo produto da inclinacao do segmento original by ,, por 3;, como mostrado na
Figura 2. Ou seja,

bk+1,rm+j = bk,mij 1< .7 <. (14)

Reescrevendo-se (11) como uma somatéria de r* somas de r parcelas tem-se

’I"k s

1 2
R(kf + 1) = ﬁ Z Z bk—i—l,rm-i-j (ak+1,r(m—1)+j - ak+1,r(m—1)+j—1) : (15)
m=1 j=1
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Figura 2: (a) f¥(x) e (b) f**!(2) no intervalo [ay(m — 1); azx(m)].

Usando-se (12), (13) e (14) em (15),

rk
1
R(k' + 1) = E Z Zbk,mﬁj (wm,j - wm,jfl)2

m—lj—l
Doy (@hm — A1) (0 — aj—1) )
722 kmﬁj 2
m= 13 1
o — i 2
Zzbkmﬁjbkm Qk.m — Ak m— 1) (‘72‘7>
m=1 j=1

1 rk r U — va 2
-5 Z Bresm (O — Qkgn—1)” Z Bj (J2J1> : (16)
m=1 j=1

Entao R(k + 1) pode ser escrito como

rk

Rk +1) = Z Ok (o — Q1) (17)
em que

Zﬂy —a;1)%. (18)

Comparando (10) e (17), observa-se que R(k + 1) = ¢)R(k). Resolvendo-se essa equacao
de diferengas com a condicao inicial dada em (3), obtém-se

R(K) = 30l¥. (19)

A DEP P(w) é obtida calculando-se a Transformada de Fourier de Tempo Discreto
(TFTD) de R(k), considerando-se k a varidvel temporal [9]. Assim a DEP de f(-), é dada



por

1—?
3(1+¢? —2¢cos (w))’
Essa equagao generaliza resultados apresentados para o mapa tenda inclinada em [6], mapa
com 3 inclinagdes de [7] e o mapa apenas com inclinagoes positivas apresentado em [3,4].
Porém o mapa (1) é mais geral e o espectro associado pode apresentar comportamentos
diversos, como ilustrado na préxima segao.

Pw) =

(20)

4 Resultados numéricos para alguns casos particulares

Nessa segao analisam-se numericamente alguns casos particulares da expressao (20).
Em particular, considera-se » = 2 com a; = a.

Na Figura 3 sao apresentadas, de forma normalizada, os comportamentos gerais das
DEPs para os valores de «, para as quatro diferentes combinacoes de 81 e o possiveis. Na
Figura 3(a) confirma-se a caracteristica de baixa frequéncia dos sinais gerados pelo mapa
dente-de-serra estudado em [4]. J4 na Figura 3(b) a poténcia esta concentrada nas altas
ou baixas frequéncias de acordo com o estudado em [6]. Na Figura 3(c) o espectro possui
semelhante diversidade de Figura 3(b) mas para diferentes valores de o. E por fim, na
Figura 3(d) os sinais gerados possuem caracteristicas da alta frequéncia.

B;=1eB,=1 DEP By= 1932— -1 DEP
‘ 1

! H |
O 5 0

0)/7[ o/t

—1e[32—1 DEP = =
% 0

05 1
0)/7[ ol

Figura 3: Comportamento geral da DEP normalizada para os valores admissiveis de o €
(=1,1) para f(-) com r =2, (a) 1 =1efo=1,(b) fr=1ePo=—1(c) B =—1e
Bo=1le(d)fr=-1lefpr=—

5 Conclusoes

Para aplicagoes praticas na drea de Telecomunicagoes é fundamental conhecer e contro-
lar as caracteristicas temporais e espectrais dos sinais envolvidos. Nesse artigo, deduziram-



se a SAC e a DEP para as érbitas do mapa tenda generalizado. Diversos mapas apresen-
tados na literatura sao casos particulares do apresentado aqui. Esses resultados podem

ser

lteis em projetos de sistemas de comunicagao baseados em caos.
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