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Escola Politécnica da Universidade de São Paulo, São Paulo, SP

Resumo. No presente trabalho, obtém-se analiticamente a SAC e a DEP das órbitas de
um mapa linear por partes que é uma generalização de diversos casos apresentados recente-
mente na literatura. Esse mapa é constitúıdo por um número arbitrário de segmentos com
inclinações positivas ou negativas.
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1 Introdução

Nas últimas décadas, diversas aplicações práticas para sinais caóticos e os sistemas que
os geram têm sido propostas. Dentre essas aplicações destacam-se comunicações digitais
[5, 10], criptografia [2] entre outras [11].

Em algumas dessas aplicações, como em Telecomunicações e processamento de sinais,
é de fundamental importância conhecer as caracteŕısticas temporais e espectrais desses
sinais. É necessário determinar e possivelmente controlar a Sequência de Autocorrelação
(SAC), a densidade espectral de potência (DEP) e a banda ocupada pelos sinais a serem
utilizados.

Recentemente, alguns progressos foram obtidos na determinação anaĺıtica da SAC e
da DEP de sinais caóticos gerados por mapas unidimensionais. No artigo [6], obteve-
se expressões anaĺıticas para SAC e DEP do mapa tenda inclinada. Feltekh et al. [7]
deduziram expressões anaĺıticas para SAC e DEP para uma famı́lia de mapas com três
segmentos.

Em [3,4] obtiveram-se resultados gerais para mapas lineares com um número arbitrário
de segmentos, todos com inclinação positiva. Note-se porém que, os resultados obtidos
não se aplicam, por exemplo, aos mapas estudados em [6] e [7].
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Nesse contexto, o objetivo desse artigo é obter a SAC e a DEP das órbitas de um mapa
para o qual os apresentados em [3, 4, 6, 7] são casos particulares. Esse mapa é constitúıdo
por r segmentos e cada um deles pode ter inclinação positiva ou negativa.

O artigo é estruturado da seguinte forma: na Seção 2 define-se o mapa estudado e na
Seção 3 deduzem-se sua SAC e DEP. Na Seção 4, mostram-se resultados numéricos para
alguns casos particulares. Por fim, na Seção 5 tecem-se as conclusões.

2 Mapa tenda generalizado

Seja r um número inteiro com r ≥ 2 e α0, α1,. . ., αr números reais com α0 = −1 <
α1 < α2 < · · · < αr = 1. A cada αj , 1 ≤ j ≤ r associa-se um βj ∈ {−1,1}. O mapa tenda
generalizado f : [−1,1[→ [−1,1[ é definido por s(n+ 1) = f(s(n)), em que, para um ponto
s ∈ [αj−1,αj ], 1 ≤ j ≤ r,

f (s) = βj

[
2s− (αj + αj−1)

αj − αj−1

]
, (1)

n ∈ N e s(0) ∈ [−1,1[.

Na Figura 1(a) exemplifica-se o mapa f(s) para r = 6 e parâmetros α1 = −0,3,
α2 = −0,1, α3 = 0,3, α4 = 0,5 e α5 = 0,8 com β1 = −1, β2 = 1, β3 = 1, β4 = −1,
β5 = −1 e β6 = −1. Na Figura 1(b) são mostradas duas órbitas geradas por esse mapa
com condições inicias s(0) = 0,6 (linha continua) e s(0) = 0,600000001 (linha tracejada)
deixando-se expĺıcita a dependência senśıvel com as condições iniciais, caracteŕıstica dos
sinais caóticos [1].

Figura 1: (a) Exemplo de mapa f(s) com r = 6 inclinações; (b) órbitas para duas condições

iniciais diferentes.

Usando argumentos similares aos apresentados em [4, 6] pode-se mostrar que a densi-
dade invariante desse mapa é

p∗(s) =
1

2
, − 1 ≤ s < 1, (2)
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independente dos parâmetros αj e βj . Assim, a potência média de quase todas as órbitas
geradas por f(·) é

Ps =

∫ 1

−1
s2p∗(s)ds =

1

2

∫ 1

−1
s2ds =

1

3
. (3)

Usando argumentos análogos aos apresentados em [4, 6] pode-se mostrar que quase
todas as órbitas geradas por f(·) são caóticas.

3 Sequência de autocorrelação e densidade espectral de po-
tência

Para um processo aleatório estacionário, a SAC é definida por

R(k) ≡ E [s(n)s(n+ k)] , (4)

em que s(n) é uma função amostra do processo e E [·] é a esperança matemática tomada
sobre todas as funções amostras.

Sinais caóticos gerados por mapas ergódicos podem ser considerados como funções
amostras de um processo estocástico [8]. A partir dessa interpretação, deduz-se a SAC
utilizando-se uma técnica análoga à empregada em [4,6].

Sejam x = s(n), e y = s(n+k) = fk(x). Assim, como y é completamente determinado
por x, a função densidade invariante conjunta de x e y, p(x,y), pode ser escrita como

p(x,y) = p∗(x)p(y | x) = p∗(x)δ
(
y − fk(x)

)
, (5)

em que p∗(·) é dada por (2) e δ(·) representa a função delta de Dirac. Dessa forma, como
U = [−1,1[, usando (5) e (2) em (4), tem-se para o mapa f(·)

R(k) =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

xyp(x,y)dxdy =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

xyp∗(x)δ
(
y − fk(x)

)
dxdy =

1

2

∫ 1

−1

xfk(x)dx. (6)

O desenvolvimento de (6) depende da obtenção da expressão para fk(x), isto é, a k-
ésima iteração de f(·). O mapa f(·) é composto por r segmentos lineares com inclinações
positivas ou negativas. A imagem de cada um desses segmentos é o domı́nio U = [−1,1[.
Dessa maneira, quando se itera f(·), o número de segmentos lineares é multiplicado por
r, i.e., fk(·) é formado por rk segmentos. A m-ésima extremidade dos segmentos de fk(·)
é representada por ak,m e o sinal que representa a inclinação desse segmento é dada por
bk,m, para 1 ≤ m ≤ rk e k = 1,2, . . ..

O m-ésimo segmento que forma fk(·) tem então equação

fk(x) = bk,m
2x− ak,m − ak,m−1

(ak,m − ak,m−1)
, ak,m−1 ≤ x < ak,m, (7)

com bk,m ∈ {−1,1}. Substituindo-se (7) em (6) obtém-se

R(k) =
1

2

rk∑
m=1

∫ ak,m

ak,m−1

x

(
bk,m

2x− ak,m − ak,m−1
ak,m − ak,m−1

)
dx︸ ︷︷ ︸

I

. (8)
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Solucionando a integral I,

I =

[
2x3bk,m

3 (ak,m − ak,m−1)
−

(ak,m + ak,m−1)x
2bk,m

2 (ak,m − ak,m−1)

]ak,m
ak,m−1

= bk,m
a3k,m − 3a2k,mak,m−1 + 3ak,ma

2
k,m−1 − a3k,m−1

6 (ak,m − ak,m−1)
= bk,m

(ak,m − ak,m−1)2

6
. (9)

Substituindo (9) em (8),

R(k) =
1

12

rk∑
m=1

bk,m (ak,m − ak,m−1)2 . (10)

Calculando-se R(k + 1) a partir de (10), obtém-se

R(k + 1) =
1

12

rk+1∑
m=1

bk+1,m (ak+1,m − ak+1,m−1)
2 . (11)

Ao iterar uma vez o mapa, cada segmento é transformado em r novos segmentos. Por
exemplo, o segmento no intervalo [ak,m−1; ak,m[ associado à inclinação bk,m mostrado na
Figura 2(a) é transformado nos r segmentos com os limites e inclinações mostrados na
Figura 2(b).

Definem-se wm,j , 0 ≤ j ≤ r tais que fk(wm,j) = αj no intervalo [ak,m−1; ak,m[. Usando
(7),

wm,j =
bk,m (ak,m − ak,m−1)αj + ak,m + ak,m−1

2
. (12)

As abscissas wm,j são os pontos extremos dos r segmentos que compõem fk+1(x) no
intervalo [ak,m−1; ak,m[. Assim, da Figura 2(b),

ak+1,r(m−1)+j = wm,j . (13)

A inclinação do j-ésimo segmento gerado a partir do segmento no intervalo [ak,m−1; ak,m[
é dado pelo produto da inclinação do segmento original bk,m por βj , como mostrado na
Figura 2. Ou seja,

bk+1,rm+j = bk,mβj , 1 ≤ j ≤ r. (14)

Reescrevendo-se (11) como uma somatória de rk somas de r parcelas tem-se

R(k + 1) =
1

12

rk∑
m=1

r∑
j=1

bk+1,rm+j

(
ak+1,r(m−1)+j − ak+1,r(m−1)+j−1

)2
. (15)
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Figura 2: (a) fk(x) e (b) fk+1(x) no intervalo [ak(m− 1); ak(m)[.

Usando-se (12), (13) e (14) em (15),

R(k + 1) =
1

12

rk∑
m=1

r∑
j=1

bk,mβj (wm,j − wm,j−1)
2

=
1

12

rk∑
m=1

r∑
j=1

bk,mβj

(
bk,m (ak,m − ak,m−1) (αj − αj−1)

2

)2

=
1

12

rk∑
m=1

r∑
j=1

bk,mβj b
2
k,m︸︷︷︸
=1

(ak,m − ak,m−1)2
(
αj − αj−1

2

)2

=
1

12

rk∑
m=1

bk,m (ak,m − ak,m−1)2
r∑

j=1

βj

(
αj − αj−1

2

)2

. (16)

Então R(k + 1) pode ser escrito como

R(k + 1) =
ψ

12

rk∑
m=1

bk,m (ak,m − ak,m−1)2 (17)

em que

ψ =
1

4

r∑
j=1

βj (αj − αj−1)
2 . (18)

Comparando (10) e (17), observa-se que R(k + 1) = ψR(k). Resolvendo-se essa equação
de diferenças com a condição inicial dada em (3), obtêm-se

R(k) =
1

3
ψ|k|. (19)

A DEP P (ω) é obtida calculando-se a Transformada de Fourier de Tempo Discreto
(TFTD) de R(k), considerando-se k a variável temporal [9]. Assim a DEP de f(·), é dada
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por

P (ω) =
1− ψ2

3 (1 + ψ2 − 2ψ cos (ω))
. (20)

Essa equação generaliza resultados apresentados para o mapa tenda inclinada em [6], mapa
com 3 inclinações de [7] e o mapa apenas com inclinações positivas apresentado em [3,4].
Porém o mapa (1) é mais geral e o espectro associado pode apresentar comportamentos
diversos, como ilustrado na próxima seção.

4 Resultados numéricos para alguns casos particulares

Nessa seção analisam-se numericamente alguns casos particulares da expressão (20).
Em particular, considera-se r = 2 com α1 = α.

Na Figura 3 são apresentadas, de forma normalizada, os comportamentos gerais das
DEPs para os valores de α, para as quatro diferentes combinações de β1 e β2 posśıveis. Na
Figura 3(a) confirma-se a caracteŕıstica de baixa frequência dos sinais gerados pelo mapa
dente-de-serra estudado em [4]. Já na Figura 3(b) a potência esta concentrada nas altas
ou baixas frequências de acordo com o estudado em [6]. Na Figura 3(c) o espectro possui
semelhante diversidade de Figura 3(b) mas para diferentes valores de α. E por fim, na
Figura 3(d) os sinais gerados possuem caracteŕısticas da alta frequência.

Figura 3: Comportamento geral da DEP normalizada para os valores admisśıveis de α ∈
(−1,1) para f(·) com r = 2, (a) β1 = 1 e β2 = 1, (b) β1 = 1 e β2 = −1, (c) β1 = −1 e
β2 = 1 e (d) β1 = −1 e β2 = −1.

5 Conclusões

Para aplicações práticas na área de Telecomunicações é fundamental conhecer e contro-
lar as caracteŕısticas temporais e espectrais dos sinais envolvidos. Nesse artigo, deduziram-
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se a SAC e a DEP para as órbitas do mapa tenda generalizado. Diversos mapas apresen-
tados na literatura são casos particulares do apresentado aqui. Esses resultados podem
ser úteis em projetos de sistemas de comunicação baseados em caos.
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