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Resumo. Neste trabalho sao propostas novas condigoes de estabilidade para sistemas lin-
eares chaveados incertos com acesso a saida. Utiliza-se a saida como sendo uma nova variavel
de estado. Deste modo, a regra de chaveamento pode ser generalizada através da insercao de
novas variaveis de decisdo. As formulagoes sdo baseadas em LMIs, do inglés Linear Matriz
Inequalities. Um exemplo numérico mostra que, quando as condigoes propostas sao factiveis,
os teoremas apresentados neste trabalho generalizam resultados publicados na literatura.
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1 Introducao

Sistemas chaveados representam uma subclasse dos sistemas hibridos. Deste modo,
pode-se dizer que sistemas chaveados sao sistemas dindmicos compostos por um nimero
finito de subsistemas que comutam entre si, respeitando uma regra de chaveamento. Os
subsistemas nao precisam apresentar as mesmas caracteristicas, ou seja, caso o sistema
global seja estavel, ndo necessariamente, cada subsistema sera estavel [1]. Recentemente,
tépicos de pesquisa relacionados aos sistemas chaveados apresentaram um crescimento
considerdavel [2,3]. Este fato associa-se & uma vasta possibilidade de descrever sistemas
fisicos. Pode-se citar algumas aplicagoes praticas, tais como: controle de trafego urbano [4],
controle de conversores CC-CC [6, 7], dentre outros.

Muitas vezes, em implementacgoes de sistemas de controle com alocacao de polos, o
vetor de estado pode nao estar completamente disponivel. Deste modo, é importante
desenvolver estratégias de chaveamento que dependam da saida medida da planta [?].
Inicialmente serao propostas condigoes de estabilidade para sistemas lineares chaveados
incertos. Em seguida, variaveis de folga serao consideradas visando flexibilizar as condicoes
de estabilidade.

Em sequéncia, definindo um sistema aumentado interpretando-se a saida medida da
planta como uma nova varidvel de estado do sistema, sao propostas condicoes originais
para a estabilidade que podem reduzir o conservadorismo de técnicas conhecidas. Todas
as formulagoes sao baseadas em LMIs, (do inglés Linear Matrix Inequalities). O artigo
¢é organizado como segue: na secao 2 sao apresentados conceitos iniciais para o controle
de sistemas lineares chaveados incertos. Na secao 3 sao apresentadas novas condigoes de
estabilidade. Na secao 4 um exemplo numérico mostra que as condicoes desenvolvidas sao
factiveis e generalizam resultados da literatura. Finalmente, na se¢do 5 apresentam-se as
conclusoes.

2 Sistemas Lineares Chaveados Incertos

Considere o sistema linear chaveado incerto com a seguinte realizacao em espaco de
estados [5]:
{ z(t) = A(o,a)z(t), =z(0)=uxzo (1)
y(t) = Cu(t),

sendo z(t) € R™ o vetor de estados, y(t) € RP a saida controlada, zp é a condigao inicial e
C € RP*™ a matriz de saida do sistema, constante para todo ¢t > 0 e o(t) a regra ou lei de
chaveamento, que seleciona em cada instante de tempo ¢ > 0, um subsistema disponivel
A(i,a), i € IKy. Na matriz A(o,«), o vetor & = [ag g ... «,] representa as incertezas
politépicas da planta. A matriz A(o, ) € R™*"™ pode ser descrita por meio da combinagao
convexa de seus vértices, como mostrado abaixo:



sendo 7 o numero de vértices do politopo. Os resultados apresentados a seguir, servirao
de base para o desenvolvimento tedrico deste trabalho. Deste modo, tem-se o seguinte
problema de controle:

Problema 2.1. Determine uma fungio u(.) : RP — {1,2,...., N} tal que a regra de
chaveamento

o(t) = u(y(t)), (3)
torne o ponto de equilibrio x = 0 do sistema linear chaveado definido em (1) globalmente
assintoticamente estavel.

Em [5] os autor prop6s uma soluc¢ao para o problema de controle supracitado.

Teorema 2.1. [5] Se existirem A € A, um escalar p > 0, matrizes X1, € R"*", Xy, €
R™ ™, matrizes simétricas Qo € R"*", Q; € RP*P e matrizes simétricas positiva definidas
Py, € R™ ™, tais que

1. X1, Aij + X1, Aik + (%) (*)
2 ij — Xilk + XQikAij + ij — X{i], + XQiink X9, — le.j — (%)

e 420 C 0
< % X QOJk QOM “ ] ) (4)
0 0
Qo,, +C'QNC <0, (5)

para todo i € Ky, j € K, e k € IK,., entdo a regra de chaveamento
o(y) = arg min (y'Qsy), (6)
i€lK N
torna a origem x = 0 do sistema linear chaveado incerto (1) e (2) um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Para mais detalhes, veja [5]. O

3 Novas condicoes para estabilidade e custo garantido para
sistemas lineares chaveados

A seguir propoe-se contemplar a saida como uma nova varidvel de estado. Tal abor-
dagem visa aumentar a ordem do sistema. Ao fazé-lo, a regra de chaveamento pode ser
generalizada através da insercao de outras variaveis de decisao. Sendo assim, o novo vetor
de varidveis de estado, serd composto por x(t) € R" e y(t) € RP. Considere que o sistema
linear chaveado incerto (1) possa ser reescrito como:

{ i(t) = A(a,;ox(t), z(0) = o (7)



Deste modo, a expressao (7) pode ser reescrita como:

£(t) = An(o, )€, £(0) = &, (8)

A(o,a) 0
CA(o,a) 0O
A partir de (2) e (8) propde-se o seguinte teorema:

sendo £ = [”y“"] e Ay(0, ) = [

Teorema 3.1. Considere o sistema linear chaveado incerto (7) e (8) e suponha que a saida

y(t) € RP estd disponivel para realimentacao. Se existirem, A\ € A, matrizes simétricas
Py, € R P € RPXP Z; € RPXPQ; € RPXP e Qg € R, tais que:

|:P0jk OnXp:| > O, (9)
Opxn Pljk

[A;jpojk + P, A A;‘jclpljk‘] < [Qoﬂc C,Zi] (10)

PljkCAij Opxp ZiC Qi
Qo + C'(22, + Q\)C <0, (11)

para todo i € Ky, j e k € IK,, entao a estratégia de chaveamento
o(y) = arg min [y'(2Z; + Qi)y] , (12)

'LE]I{N

torna o ponto de equilibrio (x = 0) do sistema representado por (2) e (8) globalmente
assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Considere que (9), (10) e (11) sao factiveis e uma fungao candidata quadratica

de Lyapunov:
IRt [Py, O
VO =3 we [T ) Je 13
j= =

sendo k=1,2,...,rej=1,2,...,r
A partir de (7), (8), (10), (11), (12) e (13), tém-se que:

B r | T -.CE- Al C/ 0 Pojk 0 Ao" 0 x

GRS 3L R i i o o B o 1 s
:ZajZak j; |:

_;p_ ) .

< jz;ajzak Y |:ZOJC Qo’ :| |: :|

= [#(Qo)z + ¥ (225 + Qo))
_Za: 0,1)T +m1ny(2Z—|—Q)

< Qo+ C'(225 + QN)C] < 0. (14)

P(]Jk -+ P()JkAU] A C P1 x
Py, C Ay 0 y




Note que, a primeira desigualdade é obtida considerando (10).. A partir de (2) e (13),

verifique que V(§) > 0, para § = £(0) # 0 e a partir de (14), V() < 0. Deste modo, a
prova estd concluida. [

Observagao 3.1. Comparando-se as condi¢oes dispostas nos Teoremas 2.1 e 3.1 destacam-
se algumas generalizagoes. Por exemplo, no Teorema 2.1, as matrizes Py, > 0, para todo
i,k € IK,., ou seja, todas as matrizes devem ser positivas definida. Jd no Teorema 3.1,
nao existe nenhuma condi¢ao que obrigue Py, > 0 e P, > 0, apenas que a condi¢ao
(9) seja satisfeita. Isto flexibiliza as condigoes LM1Is, pois, ocasionalmente pode-se ter
que Po,,, < 0 ou P, < 0. Oulro fato interessante relaciona-se ao aumento do nimero
de varidveis de decisdo na regra de chaveamento (12). Note que, na estratégia de chavea-
mento do Teorema 2.1, a unica varidvel de decisdo € Q;, para todo i € Ky, conforme
mostrado em (6). Porém, note que em (12) tem-se duas varidveis de decisio, neste caso,
Q; e Z;, para todo i € IK .

4 Exemplo Numérico

Considere o sistema linear incerto (1) e (2), sendor =2, N = 3,i € {1,2,3}, j € {1, 2},
e as seguintes matrizes que representam as dinamicas dos subsistemas:

2 1 0 hi 1 0 -5 -3 1
An=13 =5 0|, Ap=1|3 -2 0|, An=1]-3 -2 0],
2 0 -2 2 0 -2 0 2 -2
-5 —6 1 01 0 0 1 -3
Agp=1-3 hy O, As1=1[1 =2 0], Ap=[1 -2 0. (15
0 2 -2 3 0 -3 3 hy -3

As matrizes Aqo, Aoy e A3o dependem de parametros incertos, hi, ho e hg respecti-
vamente. Desta maneira, é possivel verificar que Ao e Azo ndo sdao Hurwitz para todos
valores de h; € [—5, 5] e hg € [-2,5, 27,5], respectivamente. Além disso, note que
a matriz Age é Hurwitz para todos valores de hy € [—50, 0]. Outrossim, observe que
as matrizes A1 e A3; nao sdo Hurwitz e a matriz Aoy é Hurwitz. A matriz de saida do
sistema linear chaveado é dada por:

c:[g é ﬂ (16)

Neste exemplo adotou-se Ay = 0,1, Ay = 0,7 e A3 = 0, 2. Este valores foram retirados
do exemplo 2 apresentado em [5]. A partir da Figura 1 note que, as novas condigoes
propostas no Teorema 3.1 apresentaram maiores regices de factibilidade quando compara-
das com as condigbes previamente publicadas em [5]. Justifica-se este ganho a partir da
generalizagao obtida na regra de chaveamento através da insercao de novas variaveis de
decisao, conforme mostrado em (12). Na Figura 2 apresenta-se a resposta temporal obtida
através das condigdes propostas no Teorema 3.1, considerando-se 29 = z(0) = [-1 3 2/,
hy = 5 e hy = —26. Note que, o sistema é estdvel e a trajetoria das varidveis de estado
convergem para o ponto de equilibrio, neste caso, x = 0.
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Figura 1: Regioes de factibilidade obtidas com os Teoremas 2.1 e 3.1, sendo que a regido factivel

obtida através do Teorema 2.1 é representada por (e)

3.1 é representada por (e) e (x).
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Figura 2: Resposta temporal das varidveis de estado.



5 Conclusoes

Neste trabalho foram propostas novas condicoes para estabilidade para sistemas lin-
eares chaveados incertos com chaveamento dependente da saida medida da planta. Através
do sistema aumentado, ou seja, considerando a saida medida como sendo uma nova variavel
de estado, novas condicoes mais flexiveis para estabilidade foram propostas. Um exem-
plo numérico mostra que, o teorema proposto aumenta a regiao de factibilidade quando
comparados com resultados previamente publicados na literatura.
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