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Resumo. O conhecimento de simetrias de Lie em equacoes diferenciais pode gerar trans-
formacoes nas varidveis dependentes e independentes e obter novas equagoes que podem ser
mais faceis de se integrar. Em especial, em algumas situacées pode-se reduzir a ordem e
obter integrais primeiras. Neste sentido, este artigo apresenta a aplicacdo do teorema de
Lie para obtencao da solugao completa de um problema nao linear cldssico da dindmica de
sistemas mecéanicos: o péndulo oscilando em um aro rotativo. A partir da obtengdo das
integrais primeiras obtidas com os geradores de simetria a solugao exata é encontrada com
o auxilio das funcoes elipticas de Jacobi.
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1 Introducao

Muitos problemas encontrados em engenharia podem ser modelados através de equagcoes
diferenciais [1]. Esse tipo de equac@o fornece informagoes detalhadas a respeito das dis-
tribuigbes ou mudangas da varidvel dependente em funcao de varidveis independentes [8].
Diversos métodos podem ser usados para obtencao de solucoes destas equacoes, tanto de
maneira numérica, quanto com aproximacoes analiticas.

Dentre as formas analiticas para se resolver equacoes diferenciais, o método de Lie é um
dos mais poderosos e consolidados na literatura [3,5,6,9,19]. O método foi criado pelo ma-
tematico Sophus Lie no século XIX com base na ideia de transformagao de simetrias [17].
Uma simetria de um sistema de equacoes diferenciais é uma transformacéo que mapeia
qualquer solugao para outra solugdo do sistema [17,20]. Tais transformacoes sdo grupos

! cbasquerotto@ymail.com
2afonso_willian@hotmail.com
3samuel@dem.feis.unesp.br
4edisonrighetto72@gmail.com



que dependem de parametros continuos e consistem em transformagoes pontuais (sime-
trias pontuais), atuando no espago do sistema de varidveis independentes e dependentes,
bem como em todas as primeiras derivadas das varidveis dependentes [11,15]. Exemplos
elementares de grupos de Lie incluem: translacoes, rotagoes e escalonamento [4].

Neste sentido, este artigo busca ajudar na popularizacao do método de Lie através
da proposta de solugao completa de um problema nao linear classico da dinadmica de
sistemas mecanicos. O problema em questao envolve um péndulo oscilando em um aro
rotativo [2,7,14]. A partir da equagao de movimento, pode-se obter as simetrias de Lie
e associar os invariantes correspondentes. Com a aplicacao do teorema de Lie, a integral
primeira é invertida para obtencao da solugao analitica da equacao de movimento usando o
auxilio de fungoes elipticas de Jacobi. O exemplo apresentado mostra a alta aplicabilidade
que as simetrias de Lie podem ter em problemas praticos de dinamica de rotacoes e em
robdtica, por exemplo.

2 Péndulo Oscilando em um Aro Rotativo

A figura 1 mostra um péndulo de massa m deslizando livremente sem friccdo em um
aro de raio ¢ girando com velocidade angular constante w em um campo gravitacional
constante com aceleracao g. Assim, o péndulo se move em uma superficie esférica de raio
¢. O sistema de referéncia {z, y, z} utilizado é soliddrio ao aro. A coordenada generalizada
utilizada para descrever o movimento é dada por 6 (medido a partir do eixo z negativo).
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Figura 1: Representacao do péndulo se movendo no aro circular.

A equagdo do movimento que descreve esta dindmica é dada por:
é—i—(%—chos@)sinQ:O (1)

A solugao analitica desta equagao diferencial nao linear é conhecida e descrita na literatura
[2]. No entanto, algumas transformacoes podem ser aplicadas para manter a equagao
invariante como, por exemplo, a utilizacao de simetrias de Lie para reducao de ordem e
obtencao da solucao analitica.



3 Simetrias de Lie

Um grupo de transformacao envolvendo 8 e ¢ a um parametro continuo € € R pode ser
feita da seguinte maneira [3,5,19]:

f=(t,0,e), 0= o(t,0,e) 2)

Pode-se expandir t e # com séries de MacLaurin em torno de um infinitesimal € através

de: 5 5
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Definindo-se novas funcoes infinitesimais:
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pode-se reescrever a eq. (2) como:

t~t+e(t,0), 0~ 0 +en(t,0) (5)

Contudo, além de mudancas nas varidveis ¢ e 6, um prolongamento para as derivadas de
alta ordem 6 e 6 devem ser obtidas, conhecidas como prolongamento de ordem superior.

3.1 Prolongamento das Transformacgoes e seus Geradores

A secdo anterior concentrou-se em transformar as varidveis dependentes e indepen-
dentes, considerando transformacoes a um parametro e encontrando seus geradores infi-
nitesimais. No entanto, se for necessario aplicar uma transformacgao para uma equagao
diferencial, as transformagoes das derivadas também devem ser conhecidas [6]. Com isso,
é preciso estender os geradores infinitesimais, a partir de:

0~ 6+epW (6)
sendo: 3 5 o o
50 = Dutn) ~ 00106 = 57 + (50— 5 ) 0 502 )

o prolongamento de primeira ordem.
Em sistemas de equagoes diferenciais com termos de alta ordem, deve-se realizar o

prolongamento para estas varidaveis. Pode-se escrever # com relacdo ao campo de vetor
T .
v={¢ n} ee, obtendo-se assim:

0~ b+ep® (8)

sendo:
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o prolongamento de segunda ordem.
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3.2 Teorema de Lie

O conhecimento das fungoes £ e 7, formando um vetor v = {£ n}T, permite a cons-
trucao de um gerador infinitesimal de simetrias, descrito por X a partir do seguinte calculo:

(Y

Lie demonstrou que uma equagao diferencial admite um grupo de simetrias se, e so-
mente se, a chamada condicao de Lie for satisfeita. Por exemplo, em uma equacao dife-
rencial ordindria de segunda ordem, pode-se aplicar um operador " como [3,5,12]:

0 0
Uu" = 5(1)% + 5(2)£ (11)

Reescrevendo a eq. (1) na forma:
F(t,@,&,&) = f+ (Z—w cos@) sinf =0 (12)

Para a condicao de Lie ser satisfeita deve valer a relacao:

OF

U +X)F=0 = (u”+x)f:§%f+ —+ Y 5@)8F

(13)

O critério de invariancia infinitesimal, descrito pela eq. (13), envolve t e 6, e as deri-
vadas de 6 com respeito a t, assim como & e 7 e suas derivadas parciais com respeito a t e
f. Depois de eliminar todas as dependéncias através das derivadas envolvendo 6, pode-se
equacionar os coeficientes das derivadas parciais remanescentes de 6 até zero. Com isso,
pode-se ter um resultado com um grande nimero de equagoes diferenciais parciais para
determinar as fungoes £ e . Estas equagbes sao conhecidas como equagoes determinan-
tes para um grupo de simetrias de um determinado sistema. Encontrar as solucgoes das
equacoes determinantes podem ser feitas através da utilizagao de alguns pacotes compu-
tacionais de manipulacao simbdlica, como por exemplo, wxMaxima, Mathematica, Maple
(DETools e/ou PDETools), MathLie [3], Sym [10], entre outros.

4 Aplicagao das Simetrias de Lie na Equacao do Movimento

Aplicando-se a condicao de Lie (13) na eq. (1), pode-se obter as seguintes equagoes
determinantes:

92

555 =" (14)
0%n 0%¢
a2 Zaeor Y (15)

0¢ 0’n 0% B
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(16)



n (—w2 sin? 60— <% — w? cos 0) cos 9) + 8—;27 =0

Resolvendo as egs. (14)-(17) pode-se obter o seguinte gerador infinitesimal: X} = %
sendo £ = 1 e n = 0. Este gerador infinitesimal corresponde & translagao temporal, e
corresponde ao classico invariante que mostra a conservagao da energia, uma vez que nao
se assume dissipacao.

Deve-se ressaltar que neste exemplo, apenas um gerador é obtido, e com isto uma
integral primeira. Uma vez que o sistema tem um grau de liberdade, isto indica que o
sistema é completamente integravel. Nota-se que em algumas equagoes de movimento é
possivel ter mais de um gerador de simetrias, por exemplo, no oscilador harmoénico [13,21].

4.1 Reducao da Ordem da EDO

Supondo que X é um campo vetorial que nao se anula nos pontos de origem, pode-se
introduzir novas coordenadas {(¢,6), t(t,0)}. A mudanca de varidveis é feita usando os
métodos para encontrar invariantes de grupo. Isto implica que X pode ser transformada
na seguinte forma 9/t fornecendo assim f e 6 que satisfacam as seguintes condicdes [19]:

X1 (0) = @—Fn@ =0
T ()
() = €0 4 =1
! ot " oo

Para satisfazer a condigao expressa pela eq. (18), deve-se escolher = 0 e t = t.
Expandindo esta condicao para t e t, obtém-se:

-odE1 - dt 0
db 6 db 03 (19)

Reescrevendo a eq. (1) usando as novas coordenadas:

L (9 2 eosd) sind —
f3+<€ wcos@)sm@-() (20)

Fazendo uma nova projecao z = tei=ta eq. (20) pode ser reescrita como:
z g 2 7\ win O
——+ (f—w COSG) sinf =0 21

Resolvendo a eq. (21), pode-se obter:

B Vw22 sin? 0 + 2g0 cos 0+C12
© w2lsin® 0 + 2g cos 0+CL

(22)

sendo C uma constante de integragao.



Retornando as coordenadas anteriores:

(N

B Vw22 sin? 0 + 290 cos 6 + CL2
~ w2lsin®0 + 2gcosf + CL

(23)

S

entao:

_ do
t= = = (24)
\/w281n29—|— 2% cos +C

Utiliza-se aqui as integrais elipticas de Jacobi para resolver esta integral, a partir da
seguinte equivaléncia: sn(u,k) = sinf = sin(am u), cn(u,k) = cosf = cos(am u) e

dn(u, k) = V1 —k?sn?u = d(admu) [2,16]. A partir das definigoes, pode-se obter as
u

seguintes identidades: sn?u + cn?u = 1, dn?u + k%sn?u = 1 e cn’u + (1 — k?)sn’u = dn’u.
Cuidadosamente considerando o argumento (u, k) na transformacoes, obtém-se finalmente
a equacao de movimento do péndulo oscilando em um aro rotativo:

0(t) = 2 arctan {ﬁdn [;wt\/ plany/ ¢ ; b] } (25)

d 1—cosf b 1+ cosf —2cosb
sendo a =
1+ cosf’ 1—cosf+2cosf

ep=C—1+£2cosh.

5 Consideracoes Finais

Pode-se observar que a aplicagao das simetrias de Lie para reducao de ordem de uma
equacao diferencial pode ser muito util, desde que esta, seja invariante sob um grupo a
um parametro de simetria. Pode-se ver que através da aplicacdao das simetrias de Lie a
ordem ¢ reduzida e obtém-se integrais primeira que podem ser resolvidas usando algumas
classes de funcoes especiais, como as funcoes elipticas de Jacobi. O método apresentado
aqui pode ser estendido para diversas equacoes de movimento.
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