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Resumo. O conhecimento de simetrias de Lie em equações diferenciais pode gerar trans-
formações nas variáveis dependentes e independentes e obter novas equações que podem ser
mais fáceis de se integrar. Em especial, em algumas situações pode-se reduzir a ordem e
obter integrais primeiras. Neste sentido, este artigo apresenta a aplicação do teorema de
Lie para obtenção da solução completa de um problema não linear clássico da dinâmica de
sistemas mecânicos: o pêndulo oscilando em um aro rotativo. A partir da obtenção das
integrais primeiras obtidas com os geradores de simetria a solução exata é encontrada com
o aux́ılio das funções eĺıpticas de Jacobi.
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1 Introdução

Muitos problemas encontrados em engenharia podem ser modelados através de equações
diferenciais [1]. Esse tipo de equação fornece informações detalhadas a respeito das dis-
tribuições ou mudanças da variável dependente em função de variáveis independentes [8].
Diversos métodos podem ser usados para obtenção de soluções destas equações, tanto de
maneira numérica, quanto com aproximações anaĺıticas.

Dentre as formas anaĺıticas para se resolver equações diferenciais, o método de Lie é um
dos mais poderosos e consolidados na literatura [3,5,6,9,19]. O método foi criado pelo ma-
temático Sophus Lie no século XIX com base na ideia de transformação de simetrias [17].
Uma simetria de um sistema de equações diferenciais é uma transformação que mapeia
qualquer solução para outra solução do sistema [17, 20]. Tais transformações são grupos
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que dependem de parâmetros cont́ınuos e consistem em transformações pontuais (sime-
trias pontuais), atuando no espaço do sistema de variáveis independentes e dependentes,
bem como em todas as primeiras derivadas das variáveis dependentes [11, 15]. Exemplos
elementares de grupos de Lie incluem: translações, rotações e escalonamento [4].

Neste sentido, este artigo busca ajudar na popularização do método de Lie através
da proposta de solução completa de um problema não linear clássico da dinâmica de
sistemas mecânicos. O problema em questão envolve um pêndulo oscilando em um aro
rotativo [2, 7, 14]. A partir da equação de movimento, pode-se obter as simetrias de Lie
e associar os invariantes correspondentes. Com a aplicação do teorema de Lie, a integral
primeira é invertida para obtenção da solução anaĺıtica da equação de movimento usando o
aux́ılio de funções eĺıpticas de Jacobi. O exemplo apresentado mostra a alta aplicabilidade
que as simetrias de Lie podem ter em problemas práticos de dinâmica de rotações e em
robótica, por exemplo.

2 Pêndulo Oscilando em um Aro Rotativo

A figura 1 mostra um pêndulo de massa m deslizando livremente sem fricção em um
aro de raio ` girando com velocidade angular constante ω em um campo gravitacional
constante com aceleração g. Assim, o pêndulo se move em uma superf́ıcie esférica de raio
`. O sistema de referência {x, y, z} utilizado é solidário ao aro. A coordenada generalizada
utilizada para descrever o movimento é dada por θ (medido a partir do eixo z negativo).
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Figura 1: Representação do pêndulo se movendo no aro circular.

A equação do movimento que descreve esta dinâmica é dada por:

θ̈ +
(g
`
− ω2 cos θ

)
sin θ = 0 (1)

A solução anaĺıtica desta equação diferencial não linear é conhecida e descrita na literatura
[2]. No entanto, algumas transformações podem ser aplicadas para manter a equação
invariante como, por exemplo, a utilização de simetrias de Lie para redução de ordem e
obtenção da solução anaĺıtica.
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3 Simetrias de Lie

Um grupo de transformação envolvendo θ e t a um parâmetro cont́ınuo ε ∈ R pode ser
feita da seguinte maneira [3, 5, 19]:

t̄ = ψ(t, θ, ε), θ̄ = φ(t, θ, ε) (2)

Pode-se expandir t̄ e θ̄ com séries de MacLaurin em torno de um infinitesimal ε através
de:

t̄ ≈ t+ ε

(
∂ψ

∂ε

∣∣∣∣
ε→0

)
, θ̄ ≈ θ + ε

(
∂φ

∂ε

∣∣∣∣
ε→0

)
(3)

Definindo-se novas funções infinitesimais:

ξ(t, θ) =
∂ψ

∂ε

∣∣∣∣
ε→0

, η(t, θ) =
∂φ

∂ε

∣∣∣∣
ε→0

(4)

pode-se reescrever a eq. (2) como:

t̄ ≈ t+ εξ(t, θ), θ̄ ≈ θ + εη(t, θ) (5)

Contudo, além de mudanças nas variáveis t e θ, um prolongamento para as derivadas de
alta ordem θ̇ e θ̈ devem ser obtidas, conhecidas como prolongamento de ordem superior.

3.1 Prolongamento das Transformações e seus Geradores

A seção anterior concentrou-se em transformar as variáveis dependentes e indepen-
dentes, considerando transformações a um parâmetro e encontrando seus geradores infi-
nitesimais. No entanto, se for necessário aplicar uma transformação para uma equação
diferencial, as transformações das derivadas também devem ser conhecidas [6]. Com isso,
é preciso estender os geradores infinitesimais, a partir de:

˙̄θ ≈ θ̇ + εβ(1) (6)

sendo:

β(1) = Dt(η)− θ̇Dt(ξ) =
∂η

∂t
+

(
∂η

∂θ
− ∂ξ

∂t

)
θ̇ − ∂ξ

∂θ
(θ̇)2 (7)

o prolongamento de primeira ordem.
Em sistemas de equações diferenciais com termos de alta ordem, deve-se realizar o

prolongamento para estas variáveis. Pode-se escrever ¨̄θ com relação ao campo de vetor
γ = {ξ η}T e ε, obtendo-se assim:

¨̄θ ≈ θ̈ + εβ(2) (8)

sendo:

β(2) =Dt
(
β(1)

)
− θ̈Dt (ξ) =

∂2η

∂t2
+

(
2
∂2η

∂t∂θ
− ∂2ξ

∂t2

)
θ̇+(

∂2η

∂θ2
− 2

∂2ξ

∂t∂θ

)
(θ̇)2 − ∂2ξ

∂θ2
(θ̇)3 +

(
∂η

∂θ
− 2

∂ξ

∂t

)
θ̈ − 3

∂ξ

∂θ
θ̇θ̈

(9)

o prolongamento de segunda ordem.
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3.2 Teorema de Lie

O conhecimento das funções ξ e η, formando um vetor γ = {ξ η}T , permite a cons-
trução de um gerador infinitesimal de simetrias, descrito por X a partir do seguinte cálculo:

X =

{
ξ
η

}
·
{

∂
∂t
∂
∂θ

}
= ξ

∂

∂t
+ η

∂

∂θ
(10)

Lie demonstrou que uma equação diferencial admite um grupo de simetrias se, e so-
mente se, a chamada condição de Lie for satisfeita. Por exemplo, em uma equação dife-
rencial ordinária de segunda ordem, pode-se aplicar um operador U ′′ como [3,5, 12]:

U ′′ = β(1)
∂

∂θ̇
+ β(2)

∂

∂θ̈
(11)

Reescrevendo a eq. (1) na forma:

F
(
t, θ, θ̇, θ̈

)
≡ θ̈+

(g
`
− ω2 cos θ

)
sin θ = 0 (12)

Para a condição de Lie ser satisfeita deve valer a relação:

(
U ′′ + X

)
F = 0 ⇒

(
U ′′ + X

)
F = ξ

∂F
∂t

+ η
∂F
∂θ

+ β(1)
∂F
∂θ̇

+ β(2)
∂F
∂θ̈

= 0 (13)

O critério de invariância infinitesimal, descrito pela eq. (13), envolve t e θ, e as deri-
vadas de θ com respeito a t, assim como ξ e η e suas derivadas parciais com respeito a t e
θ. Depois de eliminar todas as dependências através das derivadas envolvendo θ, pode-se
equacionar os coeficientes das derivadas parciais remanescentes de θ até zero. Com isso,
pode-se ter um resultado com um grande número de equações diferenciais parciais para
determinar as funções ξ e η. Estas equações são conhecidas como equações determinan-
tes para um grupo de simetrias de um determinado sistema. Encontrar as soluções das
equações determinantes podem ser feitas através da utilização de alguns pacotes compu-
tacionais de manipulação simbólica, como por exemplo, wxMaxima, Mathematica, Maple
(DETools e/ou PDETools), MathLie [3], Sym [10], entre outros.

4 Aplicação das Simetrias de Lie na Equação do Movimento

Aplicando-se a condição de Lie (13) na eq. (1), pode-se obter as seguintes equações
determinantes:

∂2ξ

∂θ2
= 0 (14)

∂2η

∂θ2
− 2

∂2ξ

∂θ∂t
= 0 (15)

3 sin θ
(g
`
− ω2 cos θ

) ∂ξ
∂θ

+ 2
∂2η

∂θ∂t
− ∂2ξ

∂t2
= 0 (16)
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2 sin θ
∂ξ

∂t

(g
`
− ω2 cos θ

)
− sin θ

(g
`
− ω2 cos θ

) ∂η
∂θ
−

η
(
−ω2 sin2 θ−

(g
`
− ω2 cos θ

)
cos θ

)
+
∂2η

∂t2
= 0

(17)

Resolvendo as eqs. (14)-(17) pode-se obter o seguinte gerador infinitesimal: X1 = ∂
∂t

sendo ξ = 1 e η = 0. Este gerador infinitesimal corresponde à translação temporal, e
corresponde ao clássico invariante que mostra a conservação da energia, uma vez que não
se assume dissipação.

Deve-se ressaltar que neste exemplo, apenas um gerador é obtido, e com isto uma
integral primeira. Uma vez que o sistema tem um grau de liberdade, isto indica que o
sistema é completamente integrável. Nota-se que em algumas equações de movimento é
posśıvel ter mais de um gerador de simetrias, por exemplo, no oscilador harmônico [13,21].

4.1 Redução da Ordem da EDO

Supondo que X é um campo vetorial que não se anula nos pontos de origem, pode-se
introduzir novas coordenadas {θ̄(t, θ), t̄(t, θ)}. A mudança de variáveis é feita usando os
métodos para encontrar invariantes de grupo. Isto implica que X pode ser transformada
na seguinte forma ∂/∂t̄ fornecendo assim t̄ e θ̄ que satisfaçam as seguintes condições [19]:

X1(θ̄) = ξ
∂θ̄

∂t
+ η

∂θ̄

∂θ
= 0

X1(t̄) = ξ
∂t̄

∂t
+ η

∂t̄

∂θ
= 1

(18)

Para satisfazer a condição expressa pela eq. (18), deve-se escolher θ̄ = θ e t̄ = t.
Expandindo esta condição para ˙̄t e ¨̄t, obtém-se:

˙̄t =
dt̄

dθ̄
=

1

θ̇
=⇒ ¨̄t =

d ˙̄t

dθ̄
= − θ̈

θ̇3
(19)

Reescrevendo a eq. (1) usando as novas coordenadas:

−
¨̄t
˙̄t3

+
(g
`
− ω2 cos θ̄

)
sin θ̄ = 0 (20)

Fazendo uma nova projeção z = ˙̄t e ż = ¨̄t a eq. (20) pode ser reescrita como:

− ż

z3
+
(g
`
− ω2 cos θ̄

)
sin θ̄ = 0 (21)

Resolvendo a eq. (21), pode-se obter:

z =

√
ω2`2 sin2 θ̄ + 2g` cos θ̄+C`2
ω2` sin2 θ̄ + 2g cos θ̄+C`

(22)

sendo C uma constante de integração.
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Retornando às coordenadas anteriores:

˙̄t =
dt̄

dθ̄
=

√
ω2`2 sin2 θ̄ + 2g` cos θ̄ + C`2
ω2` sin2 θ̄ + 2g cos θ̄ + C`

(23)

então:

t̄ =

∫
dθ̄√

ω2 sin2 θ̄ + 2g` cos θ̄ + C
(24)

Utiliza-se aqui as integrais eĺıpticas de Jacobi para resolver esta integral, a partir da
seguinte equivalência: sn(u, k) ≡ sin θ̄ = sin(am u), cn(u, k) ≡ cos θ̄ = cos(am u) e

dn(u, k) ≡
√

1− k2sn2u =
d(am u)

du
[2, 16]. A partir das definições, pode-se obter as

seguintes identidades: sn2u+ cn2u = 1, dn2u+ k2sn2u = 1 e cn2u+ (1− k2)sn2u = dn2u.
Cuidadosamente considerando o argumento (u, k) na transformações, obtém-se finalmente
a equação de movimento do pêndulo oscilando em um aro rotativo:

θ(t) = 2 arctan

{
√
adn

[
1

2
ωt
√
| p | a,

√
a− b
a

]}
(25)

sendo a ≡ 1− cos θ

1 + cos θ
, b ≡ 1 + cos θ − 2 cos θ

1− cos θ + 2 cos θ
e p ≡ C − 1± 2 cos θ.

5 Considerações Finais
Pode-se observar que a aplicação das simetrias de Lie para redução de ordem de uma

equação diferencial pode ser muito útil, desde que esta, seja invariante sob um grupo a
um parâmetro de simetria. Pode-se ver que através da aplicação das simetrias de Lie a
ordem é reduzida e obtém-se integrais primeira que podem ser resolvidas usando algumas
classes de funções especiais, como as funções eĺıpticas de Jacobi. O método apresentado
aqui pode ser estendido para diversas equações de movimento.
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