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Resumo: A equagdo de Poisson é muito utilizada em problemas de engenharia, desde a transferéncia de calor até a
tor¢do de barras retangulares. Existem uma vasta quantidade de métodos numéricos para a implementa¢do
computacional desse tipo de problema. O Método dos Elementos Finitos é um dos principais, devido a sua eficiéncia e
estabilidade até em superficies irregulares. O presente trabalho mostra a solugdo de equacgées diferenciais parciais
através do Método dos Elementos Finitos utilizando o software livre FEniCS. Para tanto, foi analisado um problema
de valor inicial referente a propagagdo de calor em um dominio retangular. A malha foi criada pelo proprio sofiware e
a para a visualizac¢do dos resultados utilizou-se o ParaView. A parte temporal da equagdo foi implementada de duas
maneiras: utilizando o Método das Diferengas Finitas e utilizando o Método de Newmark. Os resultados obtidos foram
analisados e comparados com a soluc¢do analitica do problema. O codigo foi implementado em linguagem Python e os
métodos descritos sdo gerais o suficiente para lidar com problemas tridimensionais.

Palavras-chave: Transferéncia de Calor, FENICS, Equacdo de Poisson.
1. INTRODUCAO

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) consiste em um método numérico aproximado para analise de diversos
fenémenos fisicos que ocorrem em meios continuos, e que sdo descritos através de equagdes diferenciais parciais, com
determinadas condi¢des de contorno (Problemas de Valor de Contorno), ¢ possivelmente com condigdes iniciais (para
problemas variaveis no tempo). O MEF ¢ bastante genérico, e pode ser aplicado na solugdo de inimeros problemas da
engenharia.

A ideia principal do Método dos Elementos Finitos consiste em se dividir o dominio (meio continuo) do problema
em sub-regides de geometria simples (formato triangular, quadrilateral, ctbico, etc.). Esta ideia ¢ bastante utilizada na
engenharia, onde usualmente tenta-se resolver um problema complexo, subdividindo-o em uma série de problemas mais
simples. Logo, trata-se de um procedimento intuitivo para os engenheiros (LEWIS, 2004).

Devido ao fato das sub-regides apresentarem dimensdes finitas, estas sub-regides sdo chamadas “elementos
finitos”, em contraste com os elementos infinitesimais utilizados no calculo diferencial e integral. Advém dai, o nome
“Método dos Elementos Finitos” (PATANKAR, 1980).

O numero de areas de aplicagdo para o MEF tem crescido de forma consideravel recentemente. Dentre os inimeros
campos de aplicagdo possiveis, podem se citar: Construgdo Civil, Industria Automobilistica, Naval, Aeronautica e
Aecroespacial, Exploracdo de Petroleo, Setor Energético, Meio ambiente, Recursos Hidricos, etc.

O problema de condugdo de calor ¢ estudado nesse trabalho como campo de aplicacdo do MEF. Escolheu-se este
problema pela facil interpretagéo fisica das equagdes, e da sua relevancia pratica para diversos setores da engenharia.

1.1. Mecanismos de Transferéncia de Calor
Sao trés os mecanismos de transferéncia de calor: Condugdo, governada pela Lei de Fourier e largamente aplicada

no estudo de propagacdo de calor em solidos; Convecgdo, que ¢ a soma dos efeitos de transferéncia de calor devido a
agitagdo de particulas fluidas mais o movimento aleatério das mesmas (advecgdo) e ¢ formulada matematicamente pela
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Lei do Resfriamento de Newton e por ultimo a Radiagdo, que ndo necessita de um meio para se propagar, apenas
relacionando-se com as caracteristicas do corpo que a absorve (um bom absorvedor de radiacdo térmica ¢ denominado
corpo negro) (VESTEEG; MALALASEKERA, 2007).

Neste trabalho serd dada énfase a Conducdo, e consequentemente a Lei de Fourier, porém de uma forma mais
completa, de forma a desenvolver a distribuicdo de temperaturas em um meio, gerando assim uma equagdo geral,
denominada Equagdo da Difusdo do Calor.

1.2. Lei de Fourier
A Lei de Fourier foi desenvolvida, assim como varias outras equacdes fisicas, a partir do método experimental. A
seguir, sera ilustrado como se chegou ao resultado da equagdo:

Observando a figura, nota-se que T,>T,, logo o gradiente de temperatura V T aponta para a esquerda.

O Fluxo de Calor q tém a dire¢do da maior temperatura para a menor, logo tém dire¢do contraria ao gradiente
como pode ser visto na Fig. 1 de temperatura, mas cresce com o aumento do seu modulo.

Se aumentarmos a area cujo calor estd atacando, maior sera a absorgdo de calor por parte do corpo, logo maior sera

o fluxo q.
O Fluxo tém um decréscimo ao chegar no final corpo se a espessura L aumentar.

VT

Figura 1: Ilustracdo do experimento de Fourier.

A Equacao ¢ formulada entdo:

- AT
o A X 1
Para se obter uma igualdade, ¢ necessaria a inser¢do de uma constante de proporcionalidade:
AT
qQ=k X A x =77~ )
Onde k ¢ acondutividade térmica, e esta associada ao tipo de material que sofre
transferéncia de calor. (HOLMAN, 1986). Diferencialmente, € adotando a dire¢do de L a
mesma do eixo X:
oT oT dT
=-kAS=—kA L =-kaS 3)
0L 0x dx

Que ¢ a Lei de Fourier unidirecional. (HOLMAN, 1986). Caso seja analisada no espago tridimensional, e com a
inser¢do de vetores unitarios:

—wal0T. 0T . 0T, | __
= kA axl+8yl+6zk =—kAVT @)
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* Considerando que a condutividade térmica Kk € uma s6 nas trés diregdes no corpo. Caso ndo seja, deve ser
considerada uma condutividade em cada orientagdo espacial: k X k y Ekz .
Em termos do fluxo:

g

=3 _ _r
=14

(5)
1.3. Primeira Lei da Termodinimica

Para seguir adiante, ¢ necessaria a adaptagdo da primeira lei da termodinamica ao sistema de transferéncia de calor
em estudo. (VESTEEG; MALALASEKERA, 2007).
Seja a Primeira Lei da Termodinamica:

AU=Q+W 6)

Onde:

AU :  Variagio da energia interna do volume de controle;
Q: Calor aplicado sobre o volume;
W : Trabalho exercido pelo sistema.

De forma a trabalhar com taxas de energia num volume de controle, serd admitido que:

e A variagdo da energia interna seja a diferenga entre a uma taxa de energia acumulada E,. | que pode ser
positiva ou negativa, dependendo da entrada e saida de energia no sistema, ¢ uma taxa de energia E g - gerada no
interior do volume de controle;

e O calor adicionado ao sistema ser4 igual a uma taxa de energia [E, positiva, pois entra no sistema e,

e O trabalho que é a energia de saida sera igual a uma taxa de energia E | negativa, pois sai do sistema.

asaf et ST SO L GG O

Figura 2: Formulacio da 1* Lei da Termodinimica aplicada 2 um volume de controle (Balanco de Energia).

Logo:

Ee_Es :Eac_Eg (7)
Organizando:

Ee+Eg_Es:Eac (8)

Que ¢ a primeira lei aplicada a um volume de controle.
1.4. Equacao do calor

Finalmente serd demonstrado como ¢ montada a equacdo do calor, tendo como base um volume de controle
diferencial e infinitesimalmente pequeno sujeito a condug@o. Nado serdo considerados efeitos convectivos, apenas
condutivos. Posteriormente, apos feita a analise de trafego de taxas de conducdo através de um volume de controle, sera
aplicada a primeira lei da termodindmica ao volume, definida acima, mais comumente chamada de “Balango de
Energia” em problemas de transferéncia de calor (VESTEEG; MALALASEKERA, 2007).

Seja um volume nas seguintes condigdes:
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Figura 3: Volume de Controle Sofrendo Transferéncia de Calor Multidirecional.

Analisemos as taxas de calor nas trés diregdes cartesianas (PATANKAR, 1980):
A poténcia térmica de entrada no volume de controle sera dada por:

qx ’qy eqz (9)

Agora vejamos a poténcia térmica ou taxa de condugdo que sai do volume no eixo X . Esta ¢ dada pela taxa
inicial de entrada mais um incremento  dX . A parte incremental pode ser escrita como:

24, d (10)
qu_AX X

Ou seja, ¢ a variacdo da condug@o em cada unidade de comprimento ao longo da espessura, multiplicado pelo
incremento. A taxa de saida da conducdo é entao:

Aq, 0q,
qx+dx:qx+§dxqu+ ax dX (11)

A relagdo acima ¢ facilmente verificada através de uma expansao em Série de Taylor.
De forma analoga, a taxa de saida na dire¢do dos outros eixos cartesianos ¢€:

aq

Qyray =0y + 57 yy dy (12)
2q,

qz+dz:qz+ aZ dZ (13)

Foi definida taxa de entrada e saida de condugo. O proximo passo ¢ definir a geragdo de energia dentro do volume
de controle e posteriormente, o acimulo no decorrer do tempo.

A geragdo de energia para o elemento confinado pela fronteira controlada ¢ funcéo da poténcia térmica e do volume
em questdo. Podemos entdo escrevé-la da seguinte forma:

E ,=qdV=qdxdydz (14)

Onde @ ¢ ataxa volumétrica de calor (W/m?).

A poténcia térmica acumulada é fung¢do além de volume e calor, da massa que remete ao volume de controle, do
calor especifico a pressdo constante (consideramos que ao sofrer aplicacdo de calor, o volume em questdo tém dilatagdo
positiva), de uma diferenca de temperatura e, ¢ claro, do tempo (PATANKAR, 1980). Escrevamos entdo
matematicamente:

E _Am AT

_Am AT 4y
“T AV P At

(15)

Aﬂ:
AV

Diferencialmente e fazendo

P
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Ex=pcpélgdxdydz (16)

Aplicando os conceitos acima descritos e reescrevendo (8), temos:

+q,+q, +qdxdydz — 94, 9, dy+ 6T 1
q,7q,7q,Tqdxdydz —| q, ox +6 yqza (17)
Realizando as adi¢des de entrada e saida:
0 0 0
qdxdydz — x g+ T dy+ % 47 =pC a—dedydz (18)
0x oy 0z Pot

Recordemos agora da lei de Fourier. Observando cada area onde ocorrer incidéncia do fluxo de calor no cubo que
ilustra o volume de controle, temos o que se segue:

q.=—k dAg—T K dydzg—z (19)
Analogamente:

q,=—k dXdzg—Z: (20)

q,= -k, dxdy gT @1

Inserindo as trés equagdes acima definidas em (17), temos:

o, ar), o, er) o, or), _ or .
ox\ *0x ay Yoy 6z ‘0z TP 22)

Que ¢ a Equagdo do Calor, como queriamos demonstrar.

A equagio acima esti em na forma cartesiana. E possivel adpta-la para corpos cilindricos e esféricos, com as
devidas conversodes de coordenadas retangulares para cilindricas e esféricas.

Caso a condutividade térmica Kk  seja uma s6 ao longo do volume, podemos ainda simplificar:

T, 0T &' q_PS, 0T 10T
ox> 0y° 07 k k ot a ot

(23)

Onde O= T ¢ a difusividade térmica do corpo.

p
No caso de ndo haver geragdo de energia interna, ¢ o processo de transferéncia de calor se encontrar em regime

permanente, e equagao do calor se reduz a:

2 2 2
21;4-2 1;+21;:O (24)
X y z
Ou simplesmente:
V *T=AT=0 25)

Onde o operador A  para este caso (V 2) ¢ chamado Laplaciano, sendo assim AT=0 chamada
Equagdo de Laplace aplicada a um campo de temperatura.
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1.4.1. A equacio do calor bidimensional

Foi estudado a distribuig@o de temperatura em uma placa retangular delgada, homogénea e isotropica de dimensdes
80 cm x 60 cm, na auséncia de fontes de calor (Fig. 4).

60 cm

80 cm

Figura 4: Ilustracao da placa retangular a ser simulada.

O problema foi descrito matematicamente da seguinte forma (LEWIS, 2004)

% =Au+fparat>0 (26)

onde U ( X,y,t) éatemperaturae [ o termo fonte.
Adotou-se as condigdes iniciais

u(x,0)=u(x,60]=u(80, y|]=0;u(0, y)=100 27)

A discretizagao do tempo pode ser feita utilizando o método de Euler regressivo

n_ n-1
%(t“)%zt—“ (28)
ult")~u” (29)
fraflu) (30)

Sendo assim, a semi-discretizacad da equagdo do calor fica da seguinte forma

n-1

n
u-—u

=Au"+f" 31
At “ (31)
ou ainda
u" = AtA" =u"" A" (32)

Multiplicando essa equacdo pela funcdo de teste vV e realizando integrag@o por partes, chega-se a forma fraca do
problema

f(uv+AtV u.V v)dXZJ'(u”_lv+Atf"v dx (33)

Q Q
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Em termos das formas linear e bilinear, temos
a (u" ,V) =L"(v)

a(u,v):f (uv+AtV u.V v)dx

Q

L"(V)ZI (u"f1 V+Atf"v)dx
Q

(34)

(35)

(36)

Note que a forma bilinear ¢ constante no tempo enquanto a forma linear possui dependéncia temporal.

2. RESULTADOS

A seguir esta a implementagdo do problema em linguagem de programagéo Python

from dolfin import *

# Importa malha
mesh = Mesh("malha.xml.gz"™)
¥V = FuncticnSpace (mesh,

# Define o dominio
def left(x):

return near(x[0], O
def right (x):

return near(x[0],
def top(x):

return near(x[1].,
def bottom(x):

return near({x[1], 0)

——

20)

&0}

# Parametros da simulacac
T = 1000

# Condicoes de contorno de Dirichlet

uld = interpolate (Constant{0.0), V)
ul = Constant (100.0

u2 = Conatant (0.0)

u3 = Conatant (0.0)

ud = Conatant (0.0)

bcl = DirichletBC(V, ul, left)

bc2 = DirichletBC(V, u2, right)
bc3d = DirichletBC(V, u3, top)

bcd = DirichletBC(V, ud, bottom)

bocs = [bel, ko2, bc3, bcd]

Define problema wariacional
= TrialFunction (V)
TestFuncticn (V)

Constant (0.0)

< B e
1

# Condicoes de contorno de Dirichlet

uld = interpclate (Constant (0.0}, V)
ul = Conatant(100.0

u2 = Consatant(0.0)

u3d = Constant(0.0)

ud = Consatant(0.0)

kel = DirichletBC(V, ul, left)
bc2 = DirichletBC(V, u2, right)
bc3 = DirichletBC(V, u3, top)
bcd = DirichletBC(V, ud, bottom)
becs = [bel, ko2, bo3, bcd]

# Define problema variacional

u = TrialFuncticn (V)

v = TestFunctiocn (V)

Constant (0.0)

= uryvkdx + dt*inner{gradu) .,
ud*yedy + doeiwyedx
= assemble (a)

grad(v)) *dx

Hom
[

n=
|

Calcula sclucac
Function (V)

£
o

# Salva solucac no format
file = File("sclucaci/x
while t <= T:

b = assemble (L)

[bc.applv (R, B) for bc in bcsa]

solve (L, u.vector(), b)

print "Tims: ", t

t =1t + dt

ul.assign(u)

file << 1

# Plota 3sclucac
plot{u, interactive=True)

Figura 5: Implementa¢io Computacional do Problema em Python.

Malhas com geometria simples, como a presente neste trabalho, podem ser criadas no proprio FEniCS; no caso
contrario ¢ possivel importar malhas geradas por outros softwares como GMSH, Gambit, etc, fazendo apenas uma

conversdo no tipo de arquivo de .msh para .xml.

A figura a seguir mostra a distribui¢@o de temperatura ao longo da placa para o instante de tempo

t=200s
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ulx.y)
1,000e+02

Figura 6: Distribuicio de Temperatura (K) ao longo da placa retangular simulada pelo software FENICS.

Como ¢ possivel observar, havera uma propagacdo de calor da esquerda para direita e as temperaturas de maior
valor estardo presentes no centro da placa.
Os resultados apresentam conformidade com os resultados analiticos encontrados na literatura.

3. CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi desenvolver um modelo numérico para ser aplicado a um problema de transferéncia de
calor. O modelo matematico foi baseado na equag@o de Poisson. O problema direto foi resolvido a partir de uma malha
regular por meio do Método de Elementos Finitos.

Comparando os valores obtidos pelo método analitico e numérico, conclui-se que os resultados foram satisfatorios.
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Abstract. Poisson's equation is widely used in engineering problems, since the heat transfer to the torsional
rectangular bar. There are a vast amount of numerical methods for computational implementation of this problem. The
Finite Element Method is one of the main, because of its efficiency and stability even on uneven surfaces. This study
shows the solution of partial differential equations by the Finite Element Method using free software FEniCS.
Therefore, it was considered an initial value problem related to heat propagation in a rectangular area. The network
was set up by the sofiware and for viewing the results used the ParaView. The temporal part of the equation is
implemented in two ways: using the Finite Difference Method and Newmark using the method. The results were
analyzed and compared with analytical solution of the problem. The code was implemented in Python and the methods
described are general enough to handle three-dimensional problems.

Keywords: Heat Transfer, FENICS, Poissons equation.
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