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Resumo: Este artigo tem o objetivo de implementar formulagdes ndo convencionais do método dos elementos finitos
(MEF) aplicado a analise estrutural em regime elastico linear, especificamente, ao método dos elementos finitos
generalizados (MEFG). FuncGes de enriquecimento, como as fungBes polinomiais e de interface, foram implementadas
a fim de melhorar a aproximagdo dos problemas de valor de contorno com solugdes suaves e descontinuas devido a
diferentes interfaces de materiais. Uma técnica foi formulada e implementada levando em consideracao a interface do
material em compdsitos sem a correspondéncia da malha de elementos finitos com o contorno dos diferentes materiais
nos membros estruturais como em vigas laminadas. Assim, os resultados foram comparados com soluces analiticas e
solucdes pelo MEF, mostrando a eficiéncia do modelo proposto. A estratégia demonstrou potencial para resolver
problemas com gradiente descontinuo causado pela interface material.
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1. INTRODUCAO

O surgimento de formulacdes com abordagens mais flexiveis para se conseguir uma modelagem de materiais e
estruturas mais complexas é de grande importancia para as inddstrias de varios segmentos como o automobilistico,
aerondutico, aeroespacial, da construcéo civil, do petréleo. Essas industrias exigem cada vez mais projetos audaciosos
com grandes dimensdes e elevado grau de complexidade nos materiais desenvolvidos e empregados.

Métodos ndo convencionais vém ganhando importancia e sendo cada vez mais difundidos para resolucdo de
problemas especificos e complexos da mecanica computacional. Dentre esses métodos destaca-se 0 Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG), que oferece condicbes bastante favoraveis as limitagBes encontradas nos
métodos convencionais como o Método dos Elementos Finitos (MEF). O MEFG é uma combinag&o entre as fun¢des de
interpolacdo do MEF, com conceitos e técnicas dos métodos sem malha na utilizacdo de fungdes enriquecedoras
definido nos nos (Babuska et al., 1994). O MEFG trabalha com diversas familias de funcbes de enriquecimento,
citando-se: os enriquecimentos polinomiais e de interface utilizados nesse trabalho que visam melhorar a qualidade da
aproximacdo e flexibilizar os aspectos de modelagem.

Entre materiais compositos, por exemplo, que sdo formados por duas ou mais fases com diferentes propriedades
mecanicas, a modelagem pelo MEFG pode possibilitar que a malha gerada ndo esteja em conformidade com a interface
fisica entre materiais, como acontece na modelagem no MEF, onde é necessario que a malha adeque aos contornos das
diversas fases do material aumentando demasiadamente os custos computacionais de modelagem. O MEFG possibilita a
modelagem e simulacdo de problemas com geometrias complexas, com um menor custo computacional.

Mdes et al. (2003) implementaram para problemas de interface material, funcdes de enriquecimento que
caracterizem essa interface sobre as fungbes Parti¢do da Unidade (PU) chamada level — set,. de forma que a malha de
elementos finitos utilizada n&o precise estar em conformidade com a superficie material. Além disso, como em todos 0s
enriquecimentos do MEFG, a aplicacdo das condicfes de contorno essenciais necessita de um tratamento especial nos
nos enriquecidos.

Simone et al. (2006) formularam o MEFG para utilizagdo em andlises envolvendo policristais com contorno de
graos. A abordagem utiliza fungdes descontinuas no campo dos deslocamentos para simular a interface e ndo funces de
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gradiente descontinuo que é a caracteristica da interface e também necessita de um tratamento especial na aplicacdo das
condicBes de contorno essenciais.

Soghrati et al. (2012) e Soghrati e Geubelle (2012),, apresentaram um método para resolver problemas com campos
de gradiente descontinuo, envolvendo problemas de transferéncia de calor para analise em dominios bidimensionais e
tridimensionais, respectivamente. O método foi chamado Método dos Elementos Finitos Generalizados com
enriquecimento de Interface (MEFGI). As fungdes de enriquecimento sdo criadas a partir de n6s na intersec¢éo da
interface de fase com as arestas do elemento. Os autores abordaram varias vantagens desse método em comparagdo com
0 MEFG convencional, entre elas a facil implementacéo e 0 manuseio simples das condicdes de contorno essenciais.

Plews et al. (2012) utilizaram uma estratégia global local para resolver problemas de gradientes de temperatura,
onde funcbes de enriquecimentos sdo construidas no dominio local para serem aplicadas no dominio global. Plews e
Duarte (2015) aplicaram essa estratégia global local em um problema com madltiplas escalas locais para um Unico
problema global, resolvendo os problemas locais em processamento paralelo para construcdo das funcbes de
enriquecimento, para resolver problemas de transferéncia de calor.

No presente trabalho estudam-se a formulacdo e implementacdo do método dos elementos finitos generalizados
adicionando func6es de enriquecimento polinomiais e de interface para a analise de estruturas em regime elastico linear.
Valida uma técnica eficiente para a simulacgdo de interface entre materiais, de modo a flexibilizar a geracdo de malhas
para analises de materiais compdsitos.

2. FORMULAGCAO DO MEFG

O MEFG utiliza a estrutura do MEF e os conceitos dos métodos sem malha. Esta se¢do faz-se uma abordagem geral
do MEFG. Na sequéncia é descrito uma formulacdo do MEFG que se aplica para o estudo da interface entre materiais
com as respectivas funcdes de enriquecimento mais conhecido como MEFGI.

2.1. Aproximacéo no MEFG

O MEFG foi proposto a partir dos trabalhos de Babuska et al. (1994), Melenk e Babuska (1996) e Babuska e
Melenk (1997) com as denominagfes: Método dos Elementos Finitos Especiais; e Método dos Elementos Finitos
Particdo da Unidade. Uma estratégia similar foi também proposta por Duarte e Oden (1995), Duarte e Oden (1996) e
Oden et al. (1998), com as denominacdes Nuvens hp e Método dos Elementos Finitos baseado nas Nuvens hp. Outra
abordagem foi proposta por Belytschko e Black (1999) e Mdes et al. (1999) coma denominacdo de Método dos
Elementos Finitos Estendido.

O MEFG abrange o conceito de nuvens de influéncia (suporte) entre os elementos, no qual se utiliza uma malha de
elementos finitos para o posicionamento dos nos e as nuvens de influéncia w; sdo formadas pelo conjunto de elementos
finitos que compartilham o mesmo nd x;, similarmente como ocorre no método das nuvens hp de Duarte e Oden (1996).
Para cada nuvem, a PU fica determinada pelo conjunto das func@es de forma dos elementos finitos que compartilham o
no base e devem respeitar as mesmas propriedades que sdo estabelecidas pelo MEF para se formar a PU. Maiores
detalhes sobre as propriedades da PU podem ser encontrados em (Bathe, 1996; Reddy, 2006 e Zienkiewicz et al.2005).

Para obtencdo de uma melhor qualidade nas aproximacdes, amplia-se 0 espaco da aproximacdo multiplicando as
fungBes PU ja estabelecidas, por funcbes de aproximacdo local, conhecidas como fungdes de enriquecimento como
apresentados na Eq. (1):

def

Ry :{le(x), sz(x),...,qu(X)} com le(x):l 1)

em que L; séo as funcgdes de enriquecimento definidas em cada no x; da nuvem ;. O produto entre a PU pelas fung@es
da Eq. (1) resulta nas funcbes de forma do MEFG, representado na Eq. (2):

{¢ i (X)}?:lz N; (X)-{L ji (X)} )

em que N; sdo as fungBes PU também conhecido como funcdes de interpolacéo ou funcgdes de forma e ¢; séo as fungdes
de forma do MEFG.

Na Figura 1, pode ser visualizado uma representacdo para a construgdo da funcdo de forma do MEFG mostrado
pela Eq. (2). Na parte superior da Fig. 1 séo representadas as fung@es PU (N;) de uma determinada nuvem de elementos.
Essas fungdes sdo as fungdes de forma tradicionais do MEF. Na parte central, encontram-se as funcbes de
enriquecimento (L;) para caracterizagdo do problema local sendo definidas a partir de um conhecimento a priori do
comportamento da solugdo. Na parte inferior, mostra-se a funcéo de forma do MEFG (¢;i) resultado do produto entre a
PU e a fun¢do de enriquecimento, essas fungdes possuem caracteristicas locais em decorréncia das caracteristicas da
funcdo de enriquecimento escolhida e herdam o suporte compacto da PU, ou seja, as fun¢des de forma valem zero fora
dos elementos que contém o seu nd associado (Strouboulis et al., 2000).
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Figura 1. Construcao das funcdes de forma do MEFG (Evangelista Jr. et al., 2013).

Segundo Duarte et al. (2006), as fungBes de enriquecimento polinomiais podem ser representadas de acordo com o
dominio dimensional do problema. O enriquecimento é estabelecido de forma hierarquica, obedecendo ao triangulo ou
pirdmide de Pascal.

A medida que se aumenta a ordem polinomial do enriquecimento melhora-se a qualidade da solugdo e,
consequentemente, aumenta-se 0 nimero de graus de liberdade em cada direcdo a medida que mondmios representados
na pirdmide de pascal s&o adicionados.

2.2. Aproximacdo no MEFGI

O Método dos Elementos Finitos Generalizados com enriquecimento de Interface (MEFGI) utiliza uma estratégia
similar ao MEFG convencional visto anteriormente, a diferenca crucial entre ambos estd na escolha das funcgdes de
enriquecimento. No MEFG convencional se escolnem as funcBes a partir de um conhecimento inicial do
comportamento da solucdo e no MEFGI as fun¢des de enriquecimentos sdo escolhidas a partir das funcbes de forma do
préprio dominio. A Figura 2 melhor se compreende essa definicdo do MEFGI num dominio com dois materiais.

I
uj+4' uj+4

Figura 2. Aproximagdes em um dominio com 2 materiais em uma interpolacdo do MEFGI.

Para um dominio com dois materiais sendo discretizado por dois elementos quadrilaterais, cada um em
conformidade com cada material é realizada uma interpolagdo pelo MEF, utilizando fun¢des de forma Lagrangeanas

como funcdes de interpolagdo. A aproximacgao genérica U(X) pelo MEF é mostrada na Eq. (3):

a<x>=jzf;wj<x>u,- @

No entanto, se os dois elementos forem agrupados e transformados em apenas um elemento em ndo conformidade,
ter-se-4 um dominio com dois materiais pertencente ao mesmo elemento. A aproximacao pelo MEF calculado pela Eq.
(3) desse elemento, ndo reconstréi o gradiente de descontinuidade na regido da interface do material (Soghrati et al.,
2012).

A parte que falta na interpolagdo do campo de deslocamento pode ser recuperada, conforme observado na Fig. 2,
por meio da utilizacdo da estratégia do MEFGI. A estratégia consiste em utilizar em um dominio com dois materiais,

apenas um elemento, no qual se extrai as funcdes de forma Lagrangeanas N J(p) desse elemento chamado de pai. Na



IX Congresso Nacional de Engenharia Mecanica, 21 a 25 de agosto de 2016, Fortaleza - Ceara

interseccdo da aresta do elemento com a interface, criam-se nos e, consequentemente, aumenta-se 0 ndmero de graus de
liberdade, porém esses nos ndo sdo pertencentes a malha original (Soghrati et al., 2012).

Com os nés inseridos na interseccdo da interface com a aresta do elemento, criam-se novos elementos, chamados
elementos crianca, como se observa na Fig. 2, em que cada elemento crianga pertence a cada material, possuindo
fungbes de forma Lagrangeanas associadas a cada ponto nodal dos mesmos e que sdo responsaveis pelo calculo da
integracdo em cada material separadamente.

Ao final, junta-se cada elemento crianca ao elemento pai, para a montagem da matriz de rigidez do elemento. A

aproximacéo U(X) pelo MEFGI é apresentada na Eq. (4):

nen

J(X)ZgNE‘p)(X)Uj +iZ:l:S'//i (X)ai (4)

emque N J(p) sdo as fungBes de forma Lagrangeanas do elemento pai em cada no j, u;j séo os deslocamentos em cada

ponto nodal j do elemento pai, y; e o; so funcdes de enriquecimento de interface e graus de liberdade generalizados
para cada no i de interface, respectivamente e s é um fator de escala relacionado a relacéo de aspecto entre o elemento
crianga e o pai, maiores detalhes podem ser encontrados em Soghrati et al., (2012).

As funcdes de enriquecimento do MEFGI sdo construidas, a partir da obtencdo dos valores das funcdes de forma
Lagrangeanas dos elementos crianca relativos a cada né que intercepta a interface e no final sdo somados os valores
dessas fungdes de forma correspondentes a cada né dessa interface (Soghrati e Geubelle, 2012). Na Figura 2, como
foram inseridos dois nos na interface, duas funces de enriquecimento sdo adicionadas.

Segundo Soghrati e Geubelle (2012), os subelementos quadrilaterais sdo criados apenas para se avaliar as funcles
de enriquecimento de interface. As funcdes de forma sdo selecionadas do elemento como um todo, equivalente a
primeira parte da Eq. (4), ou seja, do elemento pai.

3. MODELAGEM COMPUTACIONAL DE MATERIAIS COMPOSITOS

Séo apresentados nesta secdo os resultados das simulagfes numeéricas, usando todo o estudo apresentado nas se¢des
precedentes em relacdo ao MEFGI com o objeto de validagdo do MEFGI para estruturas com comportamento elastico
linear, em um dominio de anélise composto por dois materiais. Como modelo de validagdo, tem-se uma viga submetida
a flexdo simples composta por dois materiais distintos, discretizadas por elementos quadrilaterais.
3.1. Aplicacdo em Vigas Laminadas

Neste modelo, é analisada uma viga engastada e livre composta por dois materiais diferentes, com comprimento a =

10 m, altura b = 2 m e espessura unitaria submetida a flexdo simples, em que € submetida a uma tensdo na aresta livre,
conforme pode ser visualizado na Fig. 3.

—1,’ }?
iv b/2
T
° y Ll b2
e

e

Figura 3. Geometria e carregamento da viga composta de dois materiais submetido a flexdo simples.

Como propriedades mecanicas essa viga possui um Modulo de Elasticidade de Referéncia, Er = 30 MPa,
coeficiente de Poisson » = 0,25. Para qualquer Valor de y em x = 0, tem-se uma tensdo z, = 150 N/m2 como uma forca
uniformemente distribuida f,= - 300 N/m .

O Eg é um valor de base para comparacéo, em que os valores de E; e E, sdo relacionados a esse valor. Nessa viga, 0
objetivo é analisar a convergéncia para os valores dos deslocamentos, utilizando o MEFGI com as funcdes de
enriquecimento de interface implementadas em conjunto com as fun¢des de enriquecimento polinomiais. Para se
calcular a solucdo analitica para os deslocamentos, u, da viga composita é necessario fazer uma relagéo entre os
modulos de elasticidade dos materiais E; e E,, transformar em apenas um material e através de um coeficiente de
homogeneizagdo se forma uma nova se¢do transversal equivalente para o calculo da inércia com valor de médulo de
elasticidade do material que se deseja transformar, como é mostrado na Eq. (5):
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em que E;, é o modulo de elasticidade longitudinal do material que se deseja transformar e 1,, é a inércia da secdo
transversal transformada por um coeficiente de homogeneizacao entre os médulos E; e E.

E apresentada a relagdo entre materiais para simulagdo numérica, no qual os mddulos de elasticidade possuem
valores iguais a E; = 10Eg para o material 1, E, = Eg para o material 2. O valor de referéncia calculado para a relacdo
entre médulos de elasticidade E;/E, = 10, para o deslocamento no ponto determinado é u,(0,1) = 0,0018941 m.

Nesse modelo, 0 método MEFGI é implementado para elementos quadrilaterais, adicionando as fungdes de
enriquecimento polinomiais. Foram simuladas seis diferentes malhas para se realizar as analises para a viga. Na Tabela
1 é apresentado o nimero de elementos e de nés de cada malha.

Tabela 1. NUmero de elementos e nimero de nés para cada malha para o MEFGI.

Malhas MEFGI

n° elementos n° nds
| 1 4
| 2 6
i 12 20
v 56 72
\Y 240 272
VI 992 1056

No MEFGI, as malhas ndo estdo em conformidade com a interface e cortam todos os elementos que a abrigam.

As simulacGes sdo realizadas para a relagdo E;/E; = 10. Os nés situados na aresta engastada nédo tiveram seus
deslocamentos enriquecidos para se respeitar as condi¢cdes de contorno do problema. A integracdo numeérica, utilizando
enriquecimentos polinomiais, é realizada para todas as analises dessa viga pela regra de integracdo de Gauss - Legendre
minima para cada elemento, porém no MEFGI os elementos que abrigam a interface dividem-se em dois elementos de
integracdo e em cada um deles aplica-se a regra acima.

3.1.1. Analise da convergéncia do refinamento de malha

A primeira anélise foi obter uma aproximacao do campo dos deslocamentos considerando o refinamento da malha,
iniciando da malha | (mais grosseira) até a malha VI (mais refinada) sem qualquer combinagdo de fungdo de
enriquecimento sobre a PU, isso resultou em uma aproximacdo final de ordem PO. Repetiu-se 0 mesmo refinamento de
malha anterior, porém adicionou-se & PU linear das func¢Bes de aproximacdo do MEF, fun¢Bes de enriquecimento
polinomiais com aproximacdo local de ordem um, dois e trés, resultando em aproximacdes finais P1, P2 e P3,
respectivamente.

Na Figura 4, é apresentado um gréfico correspondente ao &, com relagdo ao NGL, por meio do refinamento da
malha para cada ordem de aproximacéo enriquecida separadamente, analisado para os deslocamentos para 0 MEFGI.
No gréafico o aumento do NGL é devido ao aumento no nimero de elementos para cada ordem polinomial utilizada.

100 ¢

10 ©-P3

log (er %)

1 10 100 1000 10000
log (NGL)

Figura 4. Erro relativo, g, com relacdo ao NGL para os deslocamentos para diferentes ordens de funcdes de
enriquecimento para a relacao E;/E; = 10.
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Na Figura 4, analisa-se que para a simulacdo do MEFGI, obteve-se uma reducdo no ¢, a medida que se refina a
malha. Porém, no MEFGI, as aproximacfes resultantes P1 a P3, fornecidas pelo enriquecimento polinomial, ndo
potencializam a melhora na qualidade da solu¢do da maneira desejada. No entanto, com o refinamento da malha, o
método alcanca resultados satisfatorios, chegando-se ; ~ 1 % para a relagdo entre mddulos de elasticidade estabelecida.

3.1.2. Analise da convergéncia da ordem polinomial do enriquecimento

Outra analise estabelecida para o método e relagdo entre material na viga foram utilizar para cada malha quatro
casos de analises. O primeiro caso foi a aproximacédo da PU linear das func¢@es de aproximacdo do MEF, sem adicionar
enriquecimentos, obtendo a uma aproximacdo final PO e os demais casos a aproximacgdo da PU com a adig¢do de
enriquecimentos lineares, quadraticos e cubicos, resultando em aproximacdes finais P1, P2 e P3, respectivamente.

Na Figura 5, apresenta-se um grafico correspondente ao ¢, com relacdo ao NGL para cada caso de malha mostrado
na Tab. 1, adicionando a cada uma dessas malhas func¢@es de enriquecimento de ordem zero até trés, analisadas para os
deslocamentos, utilizando uma simulacdo pelo MEFGI. O aumento do NGL nesse grafico é devido ao aumento da
ordem de aproximacao para cada malha.

100

10 ¢ © IV

log (er %)

1 10 100 1000 10000 100000
log (NGL)

Figura 5. Erro relativo, € , com relacdo ao NGL para cada malha adicionando diferentes ordens de fungdes
de enriguecimento sobre cada malha para a determinacéo do deslocamento.

Na Figura 5, analisa-se para a simulacdo do MEFGI, uma reducdo no g, em cada configuracdo de malha a medida
que se adicionaram ordens polinomiais de enriquecimento sobre as mesmas. Da Figura 5 observa-se uma melhora na
qualidade das aproximacfes a medida que se utiliza malhas com muitos elementos. Essas malhas mais refinadas,
adicionadas as ordens polinomiais de enriquecimentos, alcangaram, g, ~ 1 %. Os resultados finais ndo tiveram uma
maior aproximacdo devido as condicdes de contorno impostas no MEFGI, em que se utilizaram os dois nds mais
préximos ao no central para a restri¢do na direcéo vertical.

No entanto, como comentado anteriormente, 0 MEFGI é vantajoso, pois a interface corta alguns elementos e,
mesmo assim, com o refinamento da malha e adicionando enriquecimentos polinomiais, alcancam resultados muito
préximos do valor de aproximacdo pretendido, sem a preocupacgdo de gerar malhas com elementos em conformidade
com 0s materiais como seria na aproximagdo pelo MEF, o que é bastante Gtil em problemas envolvendo mudanga no
formato de materiais, pois sé gera a malha apenas uma vez, com a mudanca apenas das coordenadas da interface.

O MEFGI abordado nesta pesquisa foi simulado para se¢Bes transversais retangulares, bem como interfaces com
cortes planos, como foi visto nas simulacdes para a viga. No entanto, esse método pode também ser aplicado para
outros tipos de secdes transversais como, por exemplo, se¢des circulares, assim como para interfaces com cortes ndo
planos, como no caso de materiais soldados, interfaces curvas. Porém esses estudos estdo em desenvolvimento para
futuros trabalhos.

4, CONCLUSOES

Essa pesquisa abordou a formulacdo e implementagdo de métodos ndo convencionais do MEF, especificamente, o
MEFG, utilizando fun¢des de enriquecimento polinomiais e de interface para aplicacdes em estruturas bidimensionais
de materiais compdsitos. Foram realizadas simulacdes numéricas de um modelo para validar as formulacdes e
implementacOes propostas. Os métodos apresentaram um sucesso na implementacdo de funcgbes de enriguecimentos
polinomiais e de interface.

Para a metodologia para materiais compdsitos, a estratégia de enriquecimento proposta, denominada MEFGI,
demonstrou grande potencialidade para a resolugdo de problemas com gradiente descontinuo originado pela diferenca
de rigidez entre os diferentes materiais sem usar uma malha de conformidade nas bordas da interface. A principal
caracteristica do método proposto é que os graus de liberdade do enriquecimento sdo atribuidos somente nos nos
ficticios da interface. Esta variacdo na formulagdo elimina os problemas encontrados em algumas fungdes de
enriquecimento no MEFG convencional para a atribui¢do de condi¢des de contorno essenciais dos nés enriquecidos.
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Além disso, as fun¢des de enriquecimento sdo simplesmente construidas através da combinacéo linear de funcdes de
forma Lagrangeanas nos elementos de integracdo, o que reduz o custo e facilita a aplicacdo deste método.

O método foi validado para materiais compositos laminados. A convergéncia do MEFGI pela ordem polinomial de
enriquecimento nado ¢ satisfatoria, no entanto, a convergéncia com relacdo ao refinamento da malha é semelhante a do
MEF. A vantagem do MEFGI est& no alcance de bons resultados para a aproximacdo com a utilizacéo de elementos que
abrigam a interface, ou seja, a mesma corta alguns elementos sem precisar se preocupar com a geracdo da malha, como
no MEF.

Finalizando, conclui-se que a utilizacdo do MEFG traz uma grande capacidade na qualidade da aproximacéo final
com a utilizacdo racional de funcBes de enriquecimento melhorando a eficiéncia computacional. A aplicacdo das
funcdes de interface propostas flexibilizam significantemente a modelagem de problemas com campos de gradiente
descontinuos, em que se geram malhas sem a preocupagao de estar em conformidade com cada material.
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Abstract. This article aims to implement non-conventional formulations of Finite Element Method (FEM) applied to
structural analysis on linear elastic regime, specifically, Generalized Finite Element Method (GFEM). Enrichment
functions, such as polynomial and interface functions, were implemented in order to improve the approximation of
boundary value problems with smooth and discontinuous solutions due to different materials interfaces. A technique
was formulated and implemented considering the interface of material on composites without the finite element mesh
correspond to the contour of different materials in structural members such as laminated beams. Thus, the results were
compared with analytical and FEM solutions, showing the efficiency of proposed model. The strategy has shown
potential to solve problems with discontinuous gradient due to material interface.
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