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Resumo: Neste artigo, estudam-se os fenomenos de propagacdo de ondas eldsticas em vigas com trinca, com o
objetivo de identificar como as vibragdes se propagam através dessas estruturas em médias e altas frequéncias. Para
isso, utilizou-se de métodos de energia originados da Andlise de Fluxo de Energia (EFA) e que tém como varidveis
primdrias a densidade de energia e o fluxo de energia aproximada. Para a investigagdo dessa trinca tem sido proposto
um novo método, chamado Método do Elemento Espectral de Energia. Este método consiste em uma solugcdo analitica
da equagdo diferencial do EFA no dominio da frequéncia utilizando-se técnicas matriciais similares ao método dos
elementos finitos. De forma geral, avalia-se um elemento espectral de energia de viga com uma trinca em termos da
propagagdo de sua energia aproximada. A variagcdo da densidade e do fluxo de energia em funcdo da profundidade da
trinca e da sua posi¢do ao longo do comprimento da viga é observada com a viga danificada e ndo danificada.

Palavras-chave: Fluxo de Energia, Propagagdo de Ondas, Elemento Espectral de Energia, Viga, Trinca, Relagdes de
Acoplamentos.

1. INTRODUCAO

Uma questdo critica no campo da detec¢dio de danos estruturais estd em identificar os caminhos de transmissdo da
vibrag@o. Identificando-se corretamente estes caminhos, podemos localizar e quantificar danos com maior precisdo. No
que diz respeito a andlise dindmica de estruturas com trincas, a avaliagdo do comportamento da vibracdo pode ser uma
ferramenta para identificar esses defeitos. Sabe-se que a presenca de uma trinca em uma estrutura introduz uma
variacdo da flexibilidade local que altera a sua resposta vibracional (Dimarogonas,1996) . Sendo assim, novas pesquisas
abordando descontinuidades (trincas) em estruturas, principalmente a deteccio de danos, t€ém se concentrado em
métodos que utilizam propagacdo de ondas em estruturas eldsticas nas faixas de médias e altas frequéncias (Krawczuk,
2002; Krawczuk et al 2003).

Alguns métodos deterministicos, tais como o Método dos Elementos Finitos (FEM), tornaram-se ferramentas
numéricas bem estabelecidas na previsdo de vibracdes para andlise de baixas e médias frequéncias (Dimarogonas,1996).
Para uma andlise em altas frequéncias, onde o comprimento de onda é pequeno, a previsdo de vibracdo em estruturas
torna-se mais complicada. Assim, métodos que expressam a vibragdo em termos de varidveis de energias como Andlise
Estatistica de Energia (SEA), Método do Elemento Espectral de Energia (ESEM), vém sendo investigados para prever o
comportamento vibracional de estruturas em altas frequéncias. Porém, com relag@o a estruturas que apresentam trincas,
ainda se faz necessdrios a formulagdao de modelos de energia que expressam os efeitos dessa descontinuidade (trinca),
de forma clara e objetiva, os modelos que possuem como varidveis primdrias, a densidade de energia e fluxo de energia
vem demonstrando uma grande facilidade de interpretacao de resultados obtidos.

Neste trabalho é apresentado o método de deteccdo danos em estruturas tipo viga utilizando o método dos
elementos finitos, tendo com base, a inser¢dio da trinca proposta por Krawczuk (2002), € estendido para a obtengdo de
uma solucdo em termos do fluxo de energia aproximada (EFA) em vez de deslocamento como proposto em sua
formulag@o inicial. Visto que para altas frequéncias o deslocamento é relativamente pequeno, este ndo se apresenta
como a melhor alternativa para detec¢@o da trinca. Assim, neste trabalho realiza-se uma avaliagdo alternativa do método
para a detec¢do do dano através do modelo de fluxo de energia mecanica em um elemento de viga com trinca.
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2. TEORIA BASICA
2.1. Elemento Espectral de Viga Trincado

A teoria da viga de Euler-Bernoulli pode ser obtida através da simplificagdao da teoria de Timoshenko. Para isto, é
necessdrio desprezar a rigidez ao cisalhamento e desconsiderar a inércia de rotacdo da secdo transversal da viga. Com
base nessas consideracdes, a equacdo diferencial do movimento na sua forma espectral pode ser representada como
(Doyle, 1997):

d*v
d_4_k , (0

)

onde v é o deslocamento transversal, F é a forca externa aplicada e k? = \Icosz / EI ¢é o nimero de onda. Temos

que, o é a frequéncia angular, E € o médulo de Young, S ¢ a drea da se¢@o transversal, p € a densidade do material, / € o
momento de inércia.

Para um elemento de viga trincado como mostrado na Fig. (1), tendo como caracteristicas uma trinca aberta que nao
se propaga ao longo da secdo transversal (Pereira et al. 2009; Krawczuk, 2002). A trinca € substituida por uma mola
adimensional, que proporciona uma flexibilidade local (8). Esse coeficiente de flexibilidade local é calculado usando o
teorema Castiglianos juntamente com as leis da mecénica da fratura (Tada, 1973).

Figura 1. Esforcos e deslocamentos nodais para um elemento de viga trincado.

A solucdo geral da Eq. (1), aplicado no elemento de viga trincado pode ser escrito por duas partes (Krawczuk,
2002):

ﬁ(d):Al etk + B, e o +Cie (L) +Dye talla=) [0=<x<L], @
ﬁ(e) = A, e—ikl(L1+x) +B, e—kz(Ll+x) +C, e—ik1(L—(L1+X)) +D, e—kz(L—(Lﬁ'x)) [0<x<L-L], 3)

onde 7 ¢ $) s30 os deslocamentos do lado direito (d) e esquerdo (e) da trinca, respectivamente. As constantes, Ay,
By, Cy, Dy e Ay, By, Cy, D, sdo determinadas pelas condi¢des de contorno da viga.

Krawczuk (2002) define que as condi¢cdes de compatibilidade de deslocamento na posicdo da trinca sdo
representadas da seguinte forma:

e . d
#(L,)=5)(0), 6(0)- 6 (z,)=0 52— (4)

onde, &)(d) e (f)(e) sdo as rotacdes nodais do lado direito (d) e esquerdo (e) da trinca, respectivamente. O coeficiente de
flexibilidade de acordo com a profundidade da trinca pode ser definido como 6 = ¢ EI/L temos,

_ 72T
 Ebh?

I a f*(o/h)da )

onde, ¢ é a variagio da flexibilidade da viga de acordo com a profundidade da trinca (a), @ =a/h e @ =a/h sio

variaveis normalizadas, £ é o médulo de Elasticidade, & e b sdo as dimensdes da secdo transversal, o é a variacdo da
profundidade e f{a/h) é a funcdo correcdo expressa por,
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tan(moy/2k) 0.752 + 2.02(ct/ i) + 0.37[1 - sin(may/2h)]
7o/ 2h cos(moy/2h) ’

fla/h)= ©6)

Aplicando as condicdes de deslocamento e o equilibrio de forca e momento no elemento espectral de comprimento
L, obtém-se a seguinte expressdo (Pereira et al. 2009) ,

Vl v]
M| EIT, 16
s (T Kc] -, %)
V2 L V2
M, & |0,

onde, Q. é a matriz de rigidez dindmica de uma viga trincada.
Para excitacdes harmoOnicas a média temporal da densidade de energia e do fluxo de energia sdo dadas pelas
seguintes equagdes, respectivamente,

TN
<e>:lEI avdw +lm2pS{ﬁ\3*}’ 8)
4 dx? dx? 4
c
3A DA Ak
<q>=l9( Elﬂﬁ* +l9( —ia)EIﬂdL ) )
dx3 2 dxz dx

2.2. Analise do Fluxo de Energia

Analisar problemas em termos de energia e fluxo de energia tem como motivacdo o fato desses conceitos serem
simples e facilmente interpretados fisicamente. Através das equacdes do fluxo de energia em estruturas é possivel
identificar os caminhos da propagac@o de energia e assim fazer mudangas apropriadas nos projetos para minimizar o
nivel de energia vibracional (Noiseux, 1970).

Segundo Cho (1993) a equagdo diferencial de energia que descreve a propagacdo de ondas de flexdo em uma viga
Bernoulli-Euler vibrando transversalmente ¢ dada por

d*(e)

dx? -

y?(e)=0, (10)

sendo que, ¥ = 77(()/ ¢, ,onde " e < > representa a média espacial e temporal, respectivamente. ® € a frequéncia de

¢ € a velocidade de grupo dado por ¢, = 2w4l(1)2EI / pS . A média temporal

do fluxo de energia (q) ¢ relacionada com a densidade de energia(e) da seguinte forma,

excitagdo, n € o fator de perda estrutural e ¢

2 —
oy @)
(7)= o (11)

A solucgdo geral da Eq. (10) é:
<E>=He‘"x +Ge™¥, (12)
onde as constantes H e G sdo obtidas através das condi¢des de contorno de densidade de energia e fluxo de energia.

2.3. Elemento Espectral de Energia para Viga
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A metodologia do Método Elemento Espectral de Energia (ESEM) € a mesma utilizada pelo Método Elemento
Espectral (SEM) (Doyle, 1997), as matrizes dindmicas sdo obtidas através das fungdes de forma, estabelecidas pela
solucdo exata da equagdo diferencial de energia, Eq. (12), as quais sdo utilizadas para determinar as energias em
quaisquer posicdes ao longo da estrutura. A Fig. (2) mostra um elemento de viga eldstico de dois nds, com secdo
transversal uniforme sujeito a uma densidade e fluxo de energia em ambas extremidades.

Y
L»x o _
€ <&
2

vl 4| —
<q1> E, P, T], L <q2>

Figura 2. Densidade de energia e fluxo de energia nodal para um elemento de viga de energia.

Aplicando as condi¢des de contorno de densidade de energia e fluxo de energia no elemento mostrado na Fig. (2),
obtemos uma relagdo dinamica entre o fluxo de energia e densidade de energia dada da seguinte forma (Santos et al.
2008)
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onde K € a matriz dindmica de fluxo de energia para uma elemento de viga.
2.4. Matriz de Conexao
A matriz de conexao serve para quantificar todas as ondas que sdo refletidas e transmitidas em ambos os lados da
trinca, devido a uma onda incidente. Para isso, sdo utilizados coeficientes que quantificam essa troca de energia na

trinca, chamados de coeficiente de reflexdo (r) e transmissio (7).

Poténcia injetada

bA P(x)

=X

Y
. <\~ 5 -

S efleti onda transmitida
onda incidente onda refletida

Figura 3. Relacdo entre a onda incidente e as ondas transmissao e reflexdo na trinca (modelo ideal).

A matriz de equagdes de conexdo do elemento (C°) para propagagio de ondas de flexdo em vigas € representada por
(@) :tcg{l —1} (&) "
@) 2r|-1 1]|(c))"

%/—/
CE
onde

. onda transmitida _ <§2>mm e onda refletida <§2>ref
onda incidente <c_]1>mc ’ onda incidente <§1>

; 5)

inc

somando a matriz de conexdo do elemento Eq.(12) a Eq.(1), obtém-se o seguinte sistema de equacdes,

{g?)} - ke +C){g} ’ (16)
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3. RESULTADOS NUMERICOS

Com o intuito do observar o comportamento da energia vibracional para uma viga trincada e sem trinca, foram
realizados alguns testes numéricos com uma viga sujeita as condi¢cdes de contorno engastada-livre. A viga é de aluminio
(E = 71,0 GPa, p = 2700,0 kg/m’ e 1 = 0,01) com comprimento L = 3,0 m e se¢do transversal retangular (b = 0,002 m e
h =0,02 m). A viga foi excitada na extremidade direita por uma forca impulsiva de amplitude de 1000 N, representado
por um delta de Dirac constituido por uma frequéncia central (f,) de 40 kHz.

A Figura 4 exibe os graficos do comportamento das varidveis de energia e fluxo de energia tanto para o método do
elemento especial (SEM) quanto para o ESEM. Observa-se que o comportamento oscilatério do modelo SEM nio ¢é
mostrado no ESEM. Isso se deve ao fato de que as varidveis de energia calculadas pelo SEM sdo derivadas do
deslocamento (teoria de viga Bernoulli-Euler), que é uma varidvel oscilatéria. Os valores das densidades de energia e
fluxo de energia gerada pelo ESEM sdo valores médios quando comparados com o SEM. O decréscimo na densidade e
no fluxo de energia deve-se ao amortecimento interno da estrutura, considerado no modelo.
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Figura 4. (a) Densidade de energia e (b) fluxo de energia para uma viga sem trinca.

A Figura 5 mostra o comportamento das médias temporais das densidades de energia e dos fluxos de energia, para
uma viga trincada na posi¢do x = 1,2 m e profundidade adimensional da trinca a/h = 0,1. Neste exemplo a andlise é
realizada com um elemento espectral de viga com trinca de dois nds para o SEMt e para ESEMt, dois elementos sdo
utilizados, ligados pela matriz de conexao, os valores de densidade e fluxo de energia sdo interpolados no espago com
uma incremento de 0,01 m. Os resultados obtidos mostram que a densidade e o fluxo de energia, decrescem ao longo do
comprimento da viga devido ao amortecimento interno do material. Além disso, apresentam uma indicacio clara da
posi¢do e da intensidade da trinca, para ambos os métodos.
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Figura 5. (a) Densidade de energia e (b) fluxo de energia para uma viga com trinca.

4. CONCLUSAO

Neste trabalho, o método de deteccdo falhas em estrutura do tipo viga, utilizando o método do elemento espectral
de energia foi complementado para a obteng@o de uma solucdo em termos da densidade e do fluxo de energia em vez de
deslocamento. Um elemento de viga com trinca foi implementado computacionalmente e as andlises em termos da
propagacgdo de sua energia mecanica ao longo do comprimento do elemento foram avaliadas. A variacdo da densidade e
do fluxo de energia mecanica em fun¢do da profundidade da trinca e da sua posi¢do ao longo do comprimento da viga,
até o momento, ndo foi avaliada. Os resultados simulados de densidade e fluxo de energia em relacdo a profundidade da
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trinca demonstram que o modelo apresenta uma boa sensibilidade para valores de 10% da altura da secc¢do transversal
da estrutura. Entretanto, desde que a profundidade da trinca seja superior a estes valores, a variacdo da densidade e do
fluxo de energia em fung@o da posicdo da trinca ao longo da estrutura sempre localizard a trinca. Os resultados
apresentados através da densidade e fluxo de energia € uma forma alternativa de se analisar e interpretar problemas com
descontinuidades estruturais do tipo trinca.
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Abstract. In this article, we study the phenomena of propagation of elastic waves in beams with crack, in order to
identify how the vibrations propagate through these structures in medium and high frequencies. For this, used is
derived from the energy methods Energy Flow Analysis (EFA) and having as primary variables the energy density and
the approximate energy flow. For the investigation of this crack it has been proposed a new method, called Element
Method Power Spectral. This method consists of an analytical solution of the EFA differential equation in the
frequency domain using matrix techniques similar to the finite element method. In general, evaluates a spectral energy
beam element with crack propagation in terms of their approximate energy. The variation of density and flow of energy
to the depth of the crack and its position along the length of the beam is observed with damaged and undamaged beam.

Keywords: Energy flow, Wave propagation, Energy spectral element, Beam, Crack, Couplings relations.



