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Resumo: O péndulo invertido é um sistema muito estudado e abordado nos livros diddticos da drea de sistemas de
controle. Ele consiste basicamente de uma haste acoplada em um carro livre para se movimentar horizontalmente. O
péndulo invertido é um sistema instdvel e é muito utilizado para avaliar o desempenho de diferentes técnicas de controle.
Este sistema tem sido muito explorado atualmente como uma plataforma diddtica utilizada para o ensino na drea de
sistemas de controle. No entanto, esta ferramenta diddtica ainda apresenta um alto custo, tornando inacessivel para
algumas instituicoes de ensino. Neste trabalho, o objetivo é a construgdo, modelagem e controle de um péndulo invertido
de baixo custo, utilizando a plataforma Arduino. Para a verificacdo da validade da modelagem proposta, considerando a
linearizagdo das equagdes de movimento ao redor da posicdo de equilibrio estdtico na posigcdo invertida, aplicou-se um
controlador PID para o qual avaliou-se a eficiéncia em manter o péndulo em sua posicdo de equilibrio para pequenas
perturbagoes.
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1. INTRODUCAO

Com o intuito de proporcionar uma formac¢fo académica ampla nas principais dreas da engenharia para os futuros
profissionais, as instituicdes de ensino superior tém buscado implementar ferramentas diddticas que permitem aos estu-
dantes aplicar teoria e prética de forma conjunta, potencializando o aprendizado. No entanto, os custos de algumas dessas
ferramentas didaticas sdo extremamente altos, dificultando o acesso a tais recursos.

Uma interessante plataforma didética existente no mercado atualmente para aplicacio dos conceitos de sistemas de
controle é o péndulo invertido, que no entanto, apresenta um custo elevado no mercado. Considerando a importancia da
aplicacdo da teoria e pratica no estudo de sistemas de controle, a dificuldade econdmica para aquisi¢ao de plataformas
didéticas comerciais e o interesse das instituicdes de ensino na utilizacdo desses recursos, tem-se como proposta neste
a apresenta¢do do projeto desenvolvido de constru¢do de um péndulo invertido de baixo custo com implementagdo do
sistema de controle utilizando a plataforma Arduino.

O péndulo invertido é considerado um sistema instavel pelo fato de que ele tende a se afastar da sua posigdo vertical
a uma minima perturbacdo, sendo necessdrio assim que seja aplicada uma forca de controle adequada para restabelecer
o equilibrio(Ogata, 2010). Devido a sua simplicidade mecanica e a esta caracteristica de ser dinamicamente instdvel, o
sistema do péndulo invertido é muito explorado para se avaliar o desempenho de diferentes técnicas de controle.

Sultan et al. (2003) comparam o sistema de controle da posi¢do do péndulo invertido a uma brincadeira realizada pelas
criancgas, na qual estas tentam equilibrar um cabo de vassoura na palma da méao ou no dedo.

A modelagem matemadtica deste sistema envolve equagdes diferenciais ndo-lineares, que, no entanto, podem ser li-
nearizadas para a condicao de uma pequena variacdo angular da haste. Esta abordagem linearizada do sistema é muito
utilizada nas técnicas de controle cldssico, como o controlador PID (Proporcional-Integrativo-Derivativo) que serd abor-
dado neste trabalho e tem se mostrado eficiente na solu¢do do problema conforme apresentado nos trabalhos de Ribeiro
(2007), Silva (2013) e Tripathy (2013).

2. CONSTRUCAO DO PENDULO INVERTIDO

O péndulo invertido apresenta uma estrutura mecanica simples, constituido basicamente por um trilho e um carro com
uma haste acoplada. A Figura 1 apresenta o péndulo invertido construido, detalhando algum de seus componentes.

A estrutura do carro e trilho é muito semelhante a encontrada em impressoras. Sendo assim, aproveitando-se deste
fato e visando uma reducdo de custos da plataforma com a utilizacido de pegas acessiveis, foram reaproveitadas algumas
pecas de impressoras descartadas na prépria institui¢do, entre as quais estdo: o trilho do carro, o encoder linear acoplado
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Figura 1: Protétipo final do péndulo invertido

Tabela 1: Estimativa de orcamento para a construcao do péndulo invertido.

Componente Preco
Haste de aluminio R$ 8,60

Carro R$ 20,00
Potencidmetro de precisdo R$ 95,11
Arduino Uno R$ 59,90
Driver motor ponte H L298N  R$ 26,90
Encoder 6ptico R$ 19,90
Fonte CC 15v R$ 39,90
Motor CC R$ 49,90
Trilho e base R$ 50,00
Total R$370,21

embaixo do carro, utilizado para fazer a medi¢c@o da posi¢do do carro no trilho e o motor de corrente continua.

A haste acoplada no carro foi construida com um tubo de aluminio. Esta haste foi fixada no potencidmetro de precisao
utilizado, modelo Vishay 534. A utilizagdo do potencidometro de precisdo para medi¢do angular da posicdo da haste foi
uma alternativa que causou uma grande reducdo de custos em comparagdo com plataformas deste tipo comercializadas
atualmente, que utilizam encoder rotativo absoluto, um sensor de alto custo. Apesar de menor precisio, o potencidmetro
utilizado atendeu as necessidades do projeto de forma satisfatéria com baixo nivel de ruidos e precisdo adequada.

Para a fabricacdo do carro foi utilizado um processo de impressdo 3D devido a necessidade de uma geometria mais
complexa. Apesar do equipamento utilizado para impressao ser de alto custo, o custo de fabricacdo é baixo. Foi utilizado
para o processo uma Impressora 3D - Cliever CL1 presente na instituicdo que tem como material base o filamento plastico
PLA (Poliacido Latico).

O sistema eletrdonico foi montado utilizando a plataforma Arduino, responsdvel pela aquisi¢do/envio de dados e a
implementagdo do controlador PID utilizado no péndulo invertido.

Para o controle do motor CC, foi necessério a utilizagdo do mdédulo L298N conectado ao Arduino. Este médulo € um
circuito comercial pronto, de baixo custo, que permite ao Arduino controlar a velocidade e o sentido de giro do motor de
corrente continua, que € alimentado externamente por uma fonte ajustdvel conectada ao L298N. A alimentacdo utilizada
para motor foi de 15 V.

O custo total estimado para a construcdo do péndulo invertido € apresentado na Tab. 1, baseado nos valores dos
equipamento adquiridos e estimativas de valores das pecas reaproveitadas.

3. MODELAGEM DO PENDULO INVERTIDO

Para a modelagem do péndulo invertido optou-se por dividi-lo em dois sistemas acoplados. O primeiro da haste com
o carro e o segundo do carro com motor de corrente continua. O modelo proposto se baseou na modelagem desenvolvida
por Silva (2013). A Figura 2 ilustra o sistema do péndulo invertido e as vardveis consideradas na modelagem do sistema:
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Figura 2: Esquema representativo do sistema do péndulo invertido utilizado na modelagem.

3.1 Modelagem do sistema haste e carro

Para a modelagem do sistema composto pela haste e o carro aplicou-se a segunda lei de Newton, considerando o

diagrama de corpo livre apresentado na Fig. 2. O vetor posi¢do do centro de massa da haste em relacéo a base inercial
pode ser escrito da seguinte forma:

xp + lsen(6)
Tem =3 Yp + lcos()) (1)
0

sendo z,, a posi¢do horizontal do carro no trilho, y, a posi¢do vertical do carro no trilho e 6 o dngulo da haste em
relacdo e o eixo x.

Derivando a Eq. 1, obtém-se a velocidade do centro de massa da haste:

i, + 10cos ()
I.‘c’rn - yp — 198671(9) (2)
0

Derivando a Eq. 2, obtém-se a aceleracdo do centro de massa da haste:

Zp —&—..19'605(9) - '19-287;’)1(9)
Fop = —10sen(0) — 102cos(6) 3)
0

mg

H

Figura 3: Diagrama de corpo livre da haste.

Do diagrama de corpo livre da Fig. 3 e aplicando-se o somatorio de forcas tem-se:

Z F.,=miu, =< V —myg “4)
0

sendo m a massa da haste, g a aceleracdo da gravidade, H e V for¢as de reacdo nas direcdes horizontal e vertical
respectivamente.

{ H }: { mX, +mlfcos(0) — mif>sen(6) }

14 —mlfsen(0) — mlf? + mg )
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Aplicando-se o somatério de momentos em relagdo ao centro de massa da haste, causados pelas forgas representadas
no diagrama de corpo livre da Fig. 3 obtém-se:

0
> Men=140 (©)
0
0 0
0 =I< 0 (7
Visen(d) — Hlcos(0) — B,0 U

sendo I o momento de inércia da haste e B, a constante de amortecimento viscoso do eixo do servo-potencidometro.
Da Equacao 7 tem-se:

16 + B,.6 = Visen(#) — Hlcos(h) ®)

sendo
Da Equacdo 5 em 8:

(I + mi?)8 + B,.6 — mglsen(d) = —ml,cos(6) )

mi?

Considerando a haste como um corpo rigido uniforme, o momento de inércia em relag@o ao centro de massa € 4.

Logo, substituindo na Eq. 9 tem-se:

4 . .

§m129 + B0 — mglsen(0) = —mlz,cos(6) (10)
. 3B, . 3g 3.

0+ 4m120 - Esen(@) = Expcos(e) (11)

Considerando a condicao de que a haste serd mantida na posic¢do de equilibrio, ou muito préxima dela para pequenas
perturbagéo,f serd muito pequeno. Neste caso, sen(6) = 6 e cos(0) = 1 e a Equagéo 11 pode ser linearizada, obtendo-se:

3B, . 399_ 3 ..

O+ iz —w? =t

12)

Portanto, obteve-se uma equagdo diferencial de segunda ordem, caracterizando o sistema como de segunda ordem.
Sendo assim, € possivel reescrever a equacdo em fungdo das constantes padrdes de um sistema desta ordem. Portanto,
definindo-se as constantes

3B, , 3¢ 3

Hen = g = e = g (1
Aplicando-se na Equacio 12, obtém-se:
0+ 2Cwnb — w20 = —K i, (14)

sendo w,, € a frequéncia natural ndo amortecida, ¢ é o coeficiente de amortecimento do sistema e K, a constante de
ganho estético do sistema.
Aplicando-se a transformada de Laplace na Eq. 14 para condig¢des iniciais nulas, obtém-se a funcdo transferéncia
deste sistema:
2
O(s) —Kps

= 15
X(s) 824 2Cwnps —w? (15

3.2 Modelagem do sistema carro e motor

A Figura 4 mostra um esquema representativo do sistema do carro com o motor de corrente continua considerado na
modelagem e serd utilizado como base para o seu desenvolvimento.
A equagdo da armadura do motor de corrente continua é dada por:

Vo = Eq + iR, (16)

sendo Vj a tensdo de saida do amplificador, E, a tensdo na armadura de um motor, i, a corrente na armadura do motor e
R, aresisténcia de armadura do motor.
As equagdes da tensdo e corrente na armadura do motor CC sdo:

By = Ko (17)
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Figura 4: Esquema representativo da modelagem do sistema carro e motor.

1
.a = 71 18
! K, d (18)

sendo K, a constante de tensdo induzida no motor, K; a constante de torque do motor, d) a velocidade angular do
eixo do motor e Ty o torque requerido do motor.

Considerando a presenca de um amplificador antes do motor de corrente continua, conforme ilustrado na Fig. 4,
tem-se que a equacao da tens@o de entrada no motor CC é:

1
Vi= EVO 19)

sendo V; a tensdo na entrada do amplificador e K, o ganho constante do amplificador.
Logo, das Egs. 16, 17, 18 e 19, obtém-se:

j— Ra‘
K Kr

K, K; -
= Lor + 1Ty (20)

Vi [

sendo 7 o raio efetivo do eixo do motor
O torque total do motor(7};) pode ser equacionado da seguinte forma:

Ty = Ind + Bpné + T, 1)

sendo B,,, Constante de amortecimento viscoso do motor e I,,, 0 momento de inércia do motor.
O torque resistente no motor (7;.) € dado por:

T. =rF (22)

A forga F exercida na correia de transmissdo do carro tem contribuicao da forca produzida para a movimentacdo do
carro, da forga de atrito entre o carro e o trilho e uma pequena parcela da componente horizontal da for¢a desenvolvida na
haste. Desprezando esta pequena parcela de forga da haste, tem-se:

F = Mi, + B, (23)

sendo M a massa do carro e B, a constante de amortecimento viscoso do carro.
Logo, das Egs. 21, 22 e 23, obtém-se:

Ty = Ind + B¢ + r(Mi, + Beiy) (24)

Considerando T,; = T} e aplicando a Eq. 24 em 20, tem-se:

R,

_ [K’mKt 1
o KaKtT Ra

V; 1+ r(I;né + By + r(Mi, + Bei,)] (25)

Aplicando-se as relagdes,

Az, =1AQ;Tp = rds; Tp = rq% (26)
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na Equag@o 25 obtém-se:

R K, K,
i — - Im M )i L Bm 2Bc { 27
Vi KK, (L + M1*)ip + ( R, + + 77 B )iy (27)
1 R, 9 . .
vV, = I, + Mr?)i, + & (28)
e (Eefe + B, +12B,) KaKtr( JEp + 2
Definindo-se:
S (Im + M1?) (29)
K Ko™
K. = ! (30)
¢ e (Bl B, +12B,)
e substituindo na Eq. 28, tem-se:
K.V, =1i, + 31

sendo K. a constante de ganho estético do sistema e a 7 € a constante de tempo.
Aplicando a transformada de Laplace na Equacdo 31 para condi¢des iniciais nulas, pode-se obter a fun¢do transferén-
cia da posi¢ao do carro pela tensdo aplicada no motor CC, que fica:

X, (s) K.

= 32
Vi(s)  s(rs+1) 32)
Aplicando uma mudanga de varidveis na Eq. 31, adotando-se dz,, = i, e dx, = #,, obtém-se:
K.V; = rdz, + du, (33)

Aplicando novamente a transformada de Laplace, agora na na Eq. 33 para condicdes iniciais nulas, obtém-se a funcdo
transferéncia da velocidade do carro (D X)) pela tensdo aplicada no motor CC.
DX,(s) K.
Vi(s)  71s+1
Esse artificio de mudanca de varidveis foi utilizado para realizacdo do ensaio de obtengdo dos pardmetros do modelo
do conjunto carro e motor.

(34)

3.3 Modelagem do péndulo convencional

Ribeiro (2007) apresenta em seu trabalho um procedimento na modelagem para estimag@o dos parametros do sistema
da haste com o carro. Ao invés de trabalhar com a modelagem do péndulo invertido ele propde a utilizagdo da modelagem
do péndulo convencional, no qual a haste € posicionada para baixo. Desta forma, o sistema pode ser ensaiado como um
péndulo simples e os pardmetros obtidos podem ser utilizados para o modelo do péndulo invertido, ji que o sistema é o
mesmo, pois muda-se apenas a posicdo da haste.

A modelagem do péndulo convencional foi suprimida neste trabalho, mas pode ser encontrada de forma detalhada em
trabalhos como o de Silva (2013) e Ribeiro (2007), entre outros ja citados neste artigo.

B, . mgl

Trm)! T Temey? =" (33)

A Equacdo 37 caracteriza um sistema de segunda ordem e pode ser escrito em sua forma-padrao considerando as
seguintes constantes:

6+

B, mgl
Wwp = ——— w2 = — 36
“n = T mi) " = T+ m?) (36)
Obtendo-se:
0 + 2(wnl — w20 =0 (37)

As raizes da Eq. 37 sdo:
)\172 = —Cwn ijwm/ 1— CQ (38)

Como frequéncia natural amortecida do sistema w; de um sistema de segunda ordem pode ser escrita como wy =
wn/1 — (2, asolugdo da Eq. 37 pode ser escrita da seguinte forma:

0(t) = Ke “tsen(wq(t) + a) (39)

Analisando a Equagio 39, nota-se que ela possui uma resposta senoidal amortecida pelo termo e~ ¢“»*. Sendo assim,
baseado neste comportamento esta equagdo pode ser utilizada como base para a obten¢@o experimental dos pardmetros do
haste.
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4. ENSAIOS PARA IDENTIFICACAO DOS PARAMETROS DO MODELO
4.1 Ensaio para obtencao dos parametros da haste

Para a estimacdo dos parametros do modelo da haste, foi realizado um teste baseado na modelagem do péndulo
convencional apresentada na secfo anterior. Para realizagdo deste ensaio, o carro do péndulo foi fixado em uma posi¢ao
do trilho e a haste foi colocada em uma posi¢cdo de 90° em relagdo a posicdo de equilibrio do péndulo convencional,
conforme pode ser observado na Fig. 5. Em seguida, a haste foi solta, realizando um movimento oscilatério livre,
caracteristico de um péndulo.

Referéncia

Trajetéria da
haste

Figura 5: Ensaio para a estimacao dos parametros do modelo da haste.

A aquisi¢c@o de dados da posi¢ao angular da haste foi feita através da plataforma Arduino, responsavel por enviar a
leitura angular do potencidometro ao computador. A Figura 6 mostra a curva obtida para o movimento oscilatdrio livre do
péndulo.

100

-100

0 5 10 15 20 25 30
Tempo(s)

Figura 6: Curva experimental do ensaio para estimacio dos parametros da haste.

Aplicando o método de decremento logaritmico foi possivel obter o valor de ¢ e w,:
¢=0,047 (40)
Wy = 3,72 41)

O comprimento do ponto do rotagdo da haste ao seu centro de massa, ¢ metade do comprimento total da haste, que é
de L = 0,9m, ou seja, [ = 0,45m. Assim, a partir da Equacdo 13, obteve-se K, e B,.:

K, =1,667 (42)
B, =0,0125 (43)
Portanto, aplicando todos os parametros obtidos na Equacio 15 obteve-se a funcao transferéncia para a haste:

O(s) —1,667s2 44)
X(s)  s2+0,3030s — 13,8454
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4.2 Ensaio do conjunto carro e motor

Para a obten¢d@o dos pardmetros do modelo do sistema carro e motor foi realizado um ensaio baseado na resposta da
velocidade do sistema para uma entrada degrau. De acordo com a Eq. 14 a funcdo transferéncia é de primeira ordem,
sendo assim, algumas das caracteristicas para a entrada degrau sdo conhecidas. Seja uma entrada degrau de amplitude A
aplicada no motor, a reposta tende ao valor de A K, a medida que o tempo aumenta € no momento em que t=7,a saida
alcanca o valor de 0.632A K. Logo, é possivel através dessas caracteristicas determinar 7 e K.

O resultado obtido para este ensaio pode ser visualizado na Fig. 7. A resposta experimental apresentou um elevado
nivel de ruido, devido ao atrito presente no trilho, que causa variacdes na velocidade durante o deslocamento do carro,
sendo assim, aplicou-se uma suavizacdo da curva para facilitar a determinag@o dos parametros da curva de resposta. Para
este ensaio utilizou-se dez amostras, a partir das quais foi possivel estimar os pardmetros médios de 7 e K.

1.8 ' T 1 [T 11
Resultados experimentais
Resposta ao degrau aplicado a FT estimada
1.6 -
1.4 | -
Yt §
E I
£ jimi
s _
© 1} T m
o
9 L]
3
2 0.8 -
he]
o
2
[] - -
g 0.6
0.4 g
0.2 | -
0 1 1
0 0.05 0.1 0.15

Tempo(s)
Figura 7: Resposta do modelo do sistema carro e motor a entrada degrau comparada com os dados experimentais.
A amplitude do degrau aplicado foi de A = 15V. Os pardmetros obtidos foram:
K. =10,0796 (45)
7 =0,051 (46)
Portanto, a fungfo de transferéncia do sistema do carro com motor obtida foi:

Xp(s) 1,194
Vi(s)  s(0,051+ 1)

(47)

5. CONTROLE DO PENDULO INVERTIDO
5.1 Identificacdo da planta

Acoplando as duas fungdes transferéncias obtidas para os dois sistemas analisados separadamente obteve-se a funcao
transferéncia do sistema do péndulo invertido. Esse processo € ilustrado no diagrama de blocos apresentado na Fig. 8.

5.2 Implementacio do controlador PID

Apbs a obtengdo da fungdo transferéncia completa do sistema do péndulo invertido foi possivel a projetar o controlador
PID. O controlador PID é muito utilizado em sistemas de controle devido a sua simplicidade de projeto, pois € necessario
determinar apenas 3 parametros (K, K; e Ky).

Foram definidas inicialmente algumas especificacdes para o projeto de controle da resposta do sistema em malha
fechada com o controlador PID, sendo estas: mdximo pico (/;, ) menor ou igual a 0.05 rad e tempo de acomodac@o (5 )
em torno de 2 segundos.

A partir das plantas identificadas, a obten¢do dos parametros do controlador PID necessdrios para atender as espe-
cificagdes de projeto tornou-se muito simples, pois com a funcdo transferéncia € possivel simular computacionalmente
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Figura 8: Modelo da planta do péndulo invertido com haste simples.
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Figura 9: Resposta ao impulso unitario sem o controlador PID.

a resposta do sistema para diferentes entradas. A resposta do sistema a um impulso unitdrio sem controlador pode ser
visualizada na Fig. 9, que conforme, o esperado para o péndulo invertido apresenta instabilidade.

A partir da andlise da resposta da funcdo de transferéncia do sistema em malha fechada com o controlador PID para
uma entrada de impulso unitdrio para diferentes valores dos pardmetros do controlador foi possivel ajustar o parametros
para atenderem as especificacdes iniciais de projeto, baseado na caracteristica de influéncia no comportamento do sistema
de cada parametro do controlador.Apds algumas tentativas, obteve-se os seguintes valores:

Kp =300
Ki =700 (48)
Kd =20

A resposta do péndulo invertido a um impulso unitdrio com o controlador projetado pode ser visualizada na Fig. 10,
que conforme observa-se no comportamento, atende de forma satisfatéria as especificacdes de projeto definidas inicial-
mente.

Com os parametros do controlador PID definidos implementou-se no Arduino o programa com o controlador, que
apresentou resultados satisfatorios para pequenas perturbacdes. No link https://goo.gl/HPN1Eg pode-se visualizar um
video com os resultados obtidos para a implementacio do controlador PID projetado para o péndulo invertido.

6. CONSIDERACOES FINAIS

Este artigo buscou apresentar os resultados obtidos para o projeto desenvolvido de constru¢do de uma plataforma
didédtica de um péndulo invertido com um baixo custo, envolvendo desde o processo de modelagem até o projeto e
implementac¢do de um controlador PID.

A redugdo de custo atingida com o projeto apresentado foram expressivas com um custo final em torno de R$400,00 e
além de tudo, utilizando materiais muito acessiveis, tornando-a uma ferramente didatica que pode ser replicdvel em outras
instituicdes e por pessoas interessadas em estudar sistemas de controle. Essa reducao de custos foi possivel principalmente
devido a aplicagdo de sensores de baixo custo, como o potencidmetro de precisdo, e a utiliza¢do da placa Arduino para
aquisicdo dos dados e implementacdo do controlador.

O modelo obtido para o péndulo invertido pode ser ainda utilizado para avaliar diferentes outras técnicas de controle.
Sendo assim, pretende-se em trabalhos futuros explorar uma técnica de controle moderno, a de realimentag@o no espago
de estados, para comparagdo dos resultados com o controlador PID.
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Figura 10: Resposta ao impulso unitario com o controlador PID.
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Abstract: Inverted pendulum is a system frequently studied in control books. It basically consists of a rod attached to a
free car to move horizontally. The inverted pendulum is considered an unstable system and is widely used to evaluate the
performance of different control techniques. This system has been very currently exploited as an educational platform
used for teaching in the control systems area. However, this tool still has a high cost, making it inaccessible to some
educational institutions. In this paper, the goal is the construction, modeling and control of a low-cost inverted pendulum
using the Arduino platform.To check the validity of the proposed model, considering the linearization of the equations of
motion around the static equilibrium position in the inverted position, applied to a PID controller to which evaluated the
efficiency in maintaining the pendulum in its equilibrium position to small perturbations.

Keywords: Inverted pendulum, PID, Arduino.




