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Resumo: Neste trabalho é apresentado um estudo numérico para as transferéncias de longa duragdo entre drbitas
elipticas coaxiais ndo-coplanares realizadas por sistema propulsivo a baixo empuxo e poténcia limitada em um campo
central Newtoniano. Este estudo € baseado em uma solugdo analitica obtida pelo método de média e por
transformacgdes canonicas. Diversas manobras de transferéncia sdo entdo simuladas considerando-se diferentes
condicOes finais e duracdo. Curvas descrevendo o comportamento da variavel de consumo como fungdo da duracéo da
transferéncia sdo construidas. Verifica-se que o consumo de combustivel decresce com a dura¢do da manobra, e que
manobras com modificagdes em semieixo maior ou em inclinagdo do plano da érbita gastam relativamente mais
combustivel em comparagéo com manobras de modificacdo da excentricade.

Palavras-chave: transferéncias a baixo empuxo e poténcia limitada, transferéncias de longa duragéo, transferéncias
entre érbitas coaxiais ndo-coplanares.

1. INTRODUCAO

Nos altimos trinta anos, importantes missdes espaciais tém utilizado sistemas de propulsdo a baixo empuxo. As
duas missdes pioneiras que empregaram tais sistemas de propulsdo foram a Deep Space 1 do JPL-NASA e a ESA-
SMART1. Deep Space 1 foi a primeira nave espacial interplanetaria a utilizar a propulsao elétrica solar. Ela foi
desenvolvido pela NASA no programa novo milénio para testar novas tecnologias para futuros programas espaciais. Foi
lancada em 24 de outubro de 1998. A missdo da Deep Space 1 terminou em 18 de dezembro de 2001, quando seu
suprimento de combustivel esgotou. SMART-1 foi a primeira de uma série de missdes de pesquisas avancadas em
tecnologia da ESA. Foi usada para testar a propulséo elétrica solar e outras tecnologias do espago profundo. Foi lancada
em 27 de setembro de 2003. A missdo da SMART-1 terminou em 3 de setembro de 2006, quando a nave espacial, em
uma manobra planejada, impactou a superficie lunar. Interessantes detalhes sobre essas missdes espaciais podem ser
encontrados em Rayman et al (2000), Racca et al (2002) e Camino et al (2005).

Sistemas de propulsdo a baixo empuxo sdo caracterizados por elevado impulso especifico e baixo empuxo (a
relacdo entre a maxima aceleracéo propulsiva e a aceleracéo da gravidade ao nivel do mar é pequena, entre 10~ e 1079
e tem seus maiores beneficios para missfes interplanetérias de alta energia (Marec, 1979; Racca, 2003). Ao longo das
Gltimas décadas, varios pesquisadores tém obtido solugdes numéricas e analiticas para diversas manobras envolvendo
oOrbitas iniciais e finais especificas e perfis de propulsdo definidos (Gobetz, 1964, 1965; Edelbaum, 1964, 1965, 1966;
Marec e Vinh, 1977, 1980; Sukhanov, 2000; Kiforenko, 2005; Bonnard et al, 2006; da Silva Fernandes e Carvalho,
2008; Jamison e Coverstone, 2010). Na maioria dos estudos analiticos, métodos de média sdo aplicados e solugdes das
equacdes médias sdo obtidas de forma que apenas o comportamento secular das solugdes 6timas é discutido.

Neste trabalho é apresentado um estudo numérico para as transferéncias de longa duracdo entre Orbitas elipticas
coaxiais ndo-coplanares realizadas por sistemas propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada em um campo central
Newtoniano. Este estudo € baseado em uma solucdo analitica obtida pelo método de média e por transformacoes
canbnicas. O problema de otimizacdo associado as transferéncias entre 6rbitas coaxiais ndo-coplanares é formulado
como problema de Mayer da teoria de controle étimo com o estado definido pelo semieixo maior, pela excentricidade,
pela inclinacdo do plano da 6rbita ou pela longitude do nodo ascendente, em fun¢do do tipo de manobra considerada, e
pela variavel de consumo. Depois de aplicar o conjunto de condigdes necessarias fornecidas pelo Principio de Maximo
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de Pontryagin e determinar a funcdo Hamiltoniana maxima que descreve as trajetdrias extremais, os termos de curto
periodo sdo eliminados utilizando-se o conceito de média. A funcdo Hamiltoniana méaxima obtida pelo processo de
média descreve as trajetdrias extremais para transferéncias de longa duracdo. Um conjunto de integrais primeiras é
derivado para o sistema de equaces diferenciais médias e solugdes analiticas em forma fechada sdo obtidas por meio
da teoria de Hamilton-Jacobi. Uma breve discussdo sobre a existéncia de pontos conjugados é apresentada. A preciséo
da solugdo analitica para manobras de longa duracdo é estabelecida comparando-a com uma solugdo numérica das
equacOes completas que descrevem as trajetorias extremais considerando-se um mesmo conjunto de condigdes iniciais
para diversas manobras. A partir desta solucédo analitica é descrito um algoritmo de Newton-Raphson para resolugédo do
problema de valor de contorno que consiste em sair de uma 6rbita inicial e atingir uma orbita final em um tempo
especificado. Diversas manobras de transferéncia sdo entdo simuladas considerando-se diferentes condicdes finais e
duracdo. Curvas descrevendo o comportamento da variavel de consumo como funcdo da duracdo da transferéncia séo
construidas. Verifica-se que o consumo de combustivel decresce com a duracdo da manobra e que manobras com
modificagdes em semieixo maior ou em inclinacdo do plano da drbita sdo relativamente custosas em comparagdo com
manobras de modificacdo da excentricidade.

2. FORMULAGAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Nesta secdo o problema transferéncias de longa duragdo entre orbitas elipticas coaxiais ndo-coplanares realizadas
por sistema propulsivos a baixo empuxo e poténcia limitada em um campo central Newtoniano é formulado como um
problema de Mayer da teoria do controle 6timo.

Um sistema de propulsdo a baixo empuxo e poténcia limitada é caracterizado por um baixo nivel de aceleragdo e
elevado impulso especifico. Para este tipo de sistema, 0 consumo de combustivel é descrito pela variavel J definida por
(Marec, 1979)

L
I=2[, v, )

onde y denota a magnitude do vetor aceleragdo propulsiva 7, utilizado como variavel de controle. A variavel de
consumo J é uma fungdo monotonicamente crescente da massa m do veiculo espacial,

J-p [1_% |
m m,

onde P, € a poténcia maxima e m, € a massa inicial. A minimizagdo do valor final da variavel de consumo J, ¢
equivalente a maximizagéo de m; .

O movimento de um veiculo espacial P, propulsado por um motor de poténcia limitada em um campo de forca
central Newtoniano, pode ser descrito através das equagdes de Gauss conhecidas da Mecénica Celeste (Battin, 1987).
No entanto, de acordo com Marec e Vinh (1977, 1980), as transferéncias 6timas entre Orbitas coaxiais sdo transferéncias
coaxiais, ou seja, 0 argumento do pericentro ndo muda durante a transferéncia, e duas classes de manobras estdo
associadas as transferéncias entre Orbitas coaxiais ndo-coplanares: manobra de modificagdo da inclinagdo do plano
orbital e manobra de modificacdo da longitude do nodo ascendente. Para a primeira manobra, @ =0° (pericentros
alinhados) ou @ =180° (pericentros em oposicdo) e Q=0°, e, para a segunda, @ =90° ou 270° e | =90°. Desta
forma, tem-se que as equagdes de estado, que descrevem o problema de transferir o veiculo espacial do estado inicial
(ay,&,, 1, Oor Q,,M,,0) no instante t, para o estado final (a,.e;,l, or Q,,M,,J,)no instante t, , tal que a variavel de

consumo final seja um minimo, s&o expressas por:

da 2

—=————Jesenf R+(1+ecos f)S |, 2.a
&t e Lo R (tvecos )3 ¢2)
de 1-¢€°

=N fR E f)S], 2b
& m [sen f R+(cosE+cos f)S | (2.b)
do 1 (r)

—=+———| —|cosfW, (2.c)
dt  pay1-e?\a

_ 2
d—M=n+l € cosf—L R-sen f 1+; S|, (2.d)
dt nae 1+ecos f 1+ecos f
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d 1
E:g(R%S%Wz), (2.)

onde a, e, I, Q, ®, M sdo os elementos orbitais classicos: a é o semieixo maior, e é a excentricidade, | é a inclinacdo do
plano orbital, Q é a longitude do nodo ascendente, w é o argumento do pericentro, and M é a anomalia média. R, Se W
sdo, respectivamente, componente radial, circunferencial e normal da aceleracdo de empuxo. E é a anomalia excéntrica,

f ¢ a anomalia verdadeira e n é o movimento médio, n*a® = x, com u denotando o pardmetro gravitacional. A variavel

6 é introduzida para denotar a inclinagdo do plano orbital ou a longitude do nodo ascendente de acordo com a manobra
considerada. O sinal superior (inferior) refere-se a manobra com a mudanca na inclinacdo do plano orbital com
pericentros alinhados (pericentros em oposi¢cdo) ou manobra com mudanca na longitude do nodo ascendente com
w=90° (ou 270°).

De acordo com o Principio Méximo de Pontryagin (Pontryagin et al., 1962), as variaveis adjuntas p,, p., p,, Pw
e p, séo introduzidas e a funcdo Hamiltoniana é formada usando o lado direito das Egs. (2),

H=np +—l
i na/1—e’

(1—82)3/2 2 1
) Meosf-—22  |R-senfllr—— s Pu
e 1+ecos f 1+ecos f ©)

r 1
+| — |cos f W Z(R2+S%2+W2)p,.
{ (aj }pg}+2( LS W) p,

{2a[esen f R+(1+ecos f)S]p, +(1—€)[sen f R+(cosE-+cos f)S ] p,

Os controles devem ser selecionadas dentre as variaveis de controle admissiveis, R, S e W de forma que a funcéo
Hamiltoniana alcance o seu maximo ao longo da trajetoria 6tima. Assim, as componentes da aceleragdo 6tima séo:

y
. 1 1-¢ 2e
R = " (2aesen f) p, +(1-€”)sen f p, +%(cos f —mj Pw (4.9)
S*—;_Za(lJrecosf) +(1-¢”)(cosE +cos f) —ﬂsenf 14—t (4.b)
" nayi-e? Pa Pe e Trecost )™ |
w”* =i;££jcosf P, . (4.0)
nayl-e? \ @ ’

Notamos que a variavel adjunta p, é uma integral primeira do sistema canénico descrito pela Hamiltoniana maxima e

seu valor, obtido das condic¢des de transversalidade, é —1.
Desta forma, segue que a fun¢éo Hamiltoniana méxima pode ser colocada na forma

H =H,+H’, (5)

onde H, =np,, denota a Hamiltoniana néo perturbada e H; :(R*2 +8™ +W*2)/2, é a parte relacionada a aceleragdo

6tima. R", S” e W sdo expressos em termos dos elementos orbitais e suas adjuntas pelas Eqs (4).

O problema de determinar uma solucdo analitica de primeira ordem para o sistema de equac8es diferenciais, descrito
pela Hamiltoniana maxima H™ pode ser resolvido por meio da teoria de transformacdes candnicas e por métodos de
perturbagdes, conforme descrito em da Silva Fernandes e Carvalho (2015).

3. SOLUCAO ANALITICA

A fim de obter uma solugdo analitica para o problema envolvendo manobras de longa duragdo, emprega-se o
conceito de média (Marec e Vihn, 1980):

— 1 for .
H=—| HdM.
2790
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Desta forma, segue que

—*_a’ 22 5 1?2 ”2 (1+4e'2) 2
H —5{43 Pa +§(1—e )P +mpe :

A apéstrofe denota as varidveis médias.
Considere a transformacéo de Mathieu definida por:

” ! p(ﬂ ’ ”

e'=seng 0'=0" P, = P. Pe=—"— Py =P -

As novas variaveis sado denotadas pela apéstrofe dupla.

A funcio Hamiltoniana H™ é invariante em relagéo a esta transformagéo; logo

a" 5 1
F'= 4a"p” +=p!* +=(1+5tan’ p) p? ;.
zﬂ{ P+ P+ )b
O sistema canodnico descrito pela fungdo Hamiltoniana H™ possui as seguintes integrais primeiras:

a” "2 n2 5 "2 1 2 n2 | _
Z{4a P2 P +§(1+5tan o), }_E,

"2

po? + py? tan® p=C7,
pg :C21

E, C,,i=12 sdo constantes.

(6)

()

(®)

9)

(10)

(11)

Utilizando o conjunto de integrais primeiras definido pelas Eqgs (9), (10) e (11), pode-se obter uma solugéo analitica

em forma fechada para o sistema candnico descrito pela fungio Hamiltoniana H", aplicando-se a teoria de

Hamilton-

Jacobi e a técnica de separacdo de variaveis (Lanczos, 1970), conforme discutido em da Silva Fernandes e Carvalho

(2015). Esta solucdo é dada através das seguintes equagoes

"

1 ZEt*-alp’t
< ey

a"sen’k, = agsenz(x/iy/+ko),
C
v 5(cf+c§)(T o)

seng =senk; sent,

0" =k, +tan (tanz/seck, ) —grcos k

3
, al 2 1, a 1
(8o oo 4[5 ).

Py = py (sec2 k, —sec? (0),

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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" ”
Po = Py, s (19)

com as constantes auxiliares k, , k, e k, definidas como funges do valor inicial das variaveis adjuntas por

8(aypy, )2 +py’ (5sec’ k, —4)

csc’ k, = 20
’ Py (5sec k, —4) @0)
n2 + n2 Sec2
sec’k, = Po 7 Py %€ P pg‘j,z % (21)
Pa,
" -1 4
k, =6 —tan™ (tanz, /seck1)+gro cosk, . (22)

As constantes C, C,, C, e E também podem ser escritas como fungBes do valor inicial das variaveis adjuntas:
c2-1 2 (5sec’k, —4)
= Py, 1
C, = pgo

Cl = p, +p;, tan* g,

4uE = a(;’(B(ag ps )2 +pg (55ec2 k, —4)) :

As condicdes iniciais nas equacdes acima s&o definidas por a”(0)=ay, "(0) =seng, e 8"(0)=6; , e, 7, ¢ obtido
da Eq. (12); isto é, seng, =senk;senz,.
O consumo de combustivel ao longo de uma trajetéria extremal é dado por

J=E(t-t,).

As trajetérias extremais determinadas da aplicagdo do Principio de Maximo de Pontryagin sdo candidatas a
trajetorias Otimas. A fim de assegurar a otimalidade local dessas trajetdrias, € necessario investigar a existéncia de
pontos conjugados. De acordo com Marec e Vinh (1980) e da Silva Fernandes e Carvalho (2015), os pontos conjugados
sdo dados pelas raizes da seguinte equacao

(1+4sen”k, )sen(z—17,)+4(z —z,)sen’ k, cosz cosz, =0.

Se um ponto conjugado 7° existe, ou, equivalentemente, ¢ (veja Eqn. (15)), entdo o extremal no fornece um minimo

local.
Os passos de um algoritmo iterativo para resolver o problema de valor de contorno em dois pontos, que consiste em

transferir o veiculo especial de uma 6rbita inicial O, :(a,,€,,6,) para uma 6rbita final O, :(af €, 0, )com um tempo
de voo fixado, podem ser descritos como:

1. Para um determinado conjunto de condig@es iniciais (a,,€,) e condices finais (af € ) ,calcule o, =a, /a,,

@, =sen’'e, e ¢, =sen'e, ;
2. Escolha um valor inicial para K, ;

3. Calcule 7, e 7 daEqg. (15),
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4. Determine 6" (tf )a partir das Egs. (16) e (22);

5 Se 6" (t, ) # 0] , ajuste o valor de K, (através de um algoritmo de Newton-Raphson) e repita as etapas 2 e 3 até
\9"(tf )-6;

6. Calcule y, =%«f1+4sen2 k(r-1,);

7. Calcule (t—f} \/1—2 E cos(ﬁv/){%];
o)
For—onlB)

9. Calcule sucessivamente P, , P, € P .

<& ,onde O éuma pequena quantidade prescrita;

8. Compute tank, =

4. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo, sdo considerados dois tipos de problemas: um problema direto que corresponde a gerar trajetorias
extremais para um determinado conjunto de condic@es iniciais definidas para as varidveis de estado e adjuntas, e, um
problema indireto que envolve a resolucdo do problema de valor de contorno em dois pontos, que consiste em ir de uma

6rbita inicial O, :(a,,€,,6,) no instante inicial t, =0 para uma orbita final O, :(af € ,ef) no instante final fixado
t, =T . Na anélise do problema direto, é apresentada uma comparacéo entre a solucéo analitica secular e uma solugdo

numerica obtida pela integracdo das equac@es diferenciais descritas pela funcdo Hamiltoniana maxima, definida a partir
das Eqgs (4) e (5), e, a precisdo da solucdo analitica é estabelecida. Um algoritmo de Runge-Kutta-Fehlberg de 4 e 5
ordens, com controle de passo, tolerancia de erro relativo de 107" e tolerancia de erro absoluto de 107 (Forsythe et al,
1977), tem sido utilizado nas integracbes numéricas.

As Figuras 1 e 2 mostram os resultados da comparacdo entre a solucdo analitica secular e a solu¢do numérica. Dois
conjuntos de condicGes iniciais (varidveis de estado e adjuntas) e duracdo de transferéncia, definidos na Tabela 1, sdo
utilizados na comparacdo. Nessa tabela e em todas as figuras apresentadas ao longo do texto, as variaveis de estado sao
expressas em unidades canénicas (normalizadas), exceto a inclinagdo do plano orbital que é dada em graus. Note a
excelente concordancia entre a solugdo analitica secular e a solugdo numérica: as amplitudes dos termos de curto
periodo sdo pequenas. A diferenca entre a solugdo numérica e a solucdo analitica secular diminui com o aumento da
duracdo da transferéncia. Estes resultados sugerem que a solucdo analitica secular pode ser usada na resolucdo do
problema de valor contorno em dois pontos que caracteriza o problema de transferir um veiculo espacial de uma 6rbita
inicial para uma érbita final.

Tabela 1. Conjunto de condices iniciais e duracéo da transferéncia.

MANOBRA1 | MANOBRA 2
a, 1.00 1.00
& 0.10 0.20
I, (graus) 10.0 18.0
Pa, 5.9x10™ 3.687x10™
P, 5.9x10™ 3.687x10™
P, 2.0x10™ 1.250x10™
t, —t, 200 500
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Tabela 2: Conjunto de condic6es finais.

ORBITAS MANOBRAS
FINAIS 1 2 3 4 5 6 7 8
a, 2.5 2.5 15 15 2.5 2.5 15 15
CH 0.15 0.15 0.15 0.15 0.25 0.25 0.4 0.4
I (graus) 15 20 15 20 15 20 15 20

Conforme mencionado no paragrafo anterior, a solucdo analitica secular fornece uma solugdo suficientemente
precisa para as trajetdrias extremais relativas as transferéncias de longa duragdo. Com base na solucdo analitica, é
desenvolvido um estudo sobre o consumo de combustivel como funcéo da duragdo da manobra. Um conjunto de oito
manobras distintas, descritas na Tabela 2, é considerado. A drbita inicial O, é a mesma para todas as manobras, sendo

definida pelo seguinte conjunto de elementos orbitais: a, =1.0 unidade canénica, e, =0.1 e |, =10.0 graus. O valor

final da variavel de consumo J é expresso em unidades candnicas. Curvas da variavel de consumo J como fungéo da
duracdo da manobra sdo apresentadas na Figura 3.

Comparando, por exemplo, os pares de manobras 1-2, 1-3 e 3-4, verifica-se que as manobras com modificacdo em
inclinagdo consomem mais combustivel que as manobras com modificacdo em semieixo maior (note que estes pares de
manobras envolvem a mesma variacdo em excentricidade). De forma semelhante, comparando, por exemplo, os pares
de manobras 1-3, 1-5 e 1-7, verifica-se que as manobras com modificacdo em semieixo maior consomem mais
combustivel que as manobras com modificacdo em excentricidade (note que estes pares de manobras envolvem a
mesma variagdo em inclinagdo). De forma geral, o consumo de combustivel decresce com a duragdo da manobra e que
manobras com modificacbes em semieixo maior ou em inclinacdo do plano da orbita sdo relativamente custosas em
comparagdo com manobras de modificagdo da excentricidade, dependendo naturalmente da amplitude da manobra.

Semi eixo maior
Il Solucéo secular
@©—@—@ Solucio numérica

Excentricidade
B—— Solugso secular
@—@—@ Solugio numérica
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3 —
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Figura 1 — Comparacdo entre a solucéo secular e a numérica para a manobra 1 com t, —t, =200.0.
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Figura 2 — Comparagcéo entre a solucéo secular e a numérica para a manobra 2 com t, —t, =500.0.

0.0012 —

0.001 —

0.0008 —

0.0006 —

Variavel de consumo

0.0004 —

0.0002 —

Variavel de consumo
&——@——@ Manobra 1
4———¢ Manobra 2
B—8&—8 Manobra 3
A——A——4A Manobra 4
¥——»——¥ Manobra 5
»——>—> Manobra 6
¥—%—x% Manobra 7
*——*—— Manobra 8

40

60

80 160

Tempo

220 260

200 240 280

Figura 3 — Variavel de consumo final como funcao da duracdo da manobra.
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5. CONCLUSOES

Uma solucdo analitica em forma fechada é apresentada para o problema de transferéncias 6timas de longa duracéo
realizadas por sistema de propulsdo a baixo e poténcia limitada (no rendezvous) entre drbitas elipticas ndo-coplanares
coaxiais em um campo de forga central Newtoniano. Esta solucdo analitica é determinada através do conceito de média
e da teoria de transformacdes candnicas (teoria de Hamilton-Jacobi). As curvas que descrevem o comportamento da
variavel de consumo em fungdo da duracdo da transferéncia sdo construidas para algumas manobras envolvendo
modificagbes em semieixo maior, excentricidade e inclinagdo. Verifica-se que o consumo de combustivel decresce com
a duracdo da manobra e que manobras com modificagdes em semieixo maior ou em inclinagdo do plano da érbita séo
relativamente custosas em comparacdo com manobras de modificacdo da excentricidade, dependendo naturalmente da
amplitude da manobra.
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NUMERICAL STUDY FOR LONG DURATION TRANSFERS BETWEEN
COAXIAL NONCOPLANAR ELLIPTICAL ORBITS
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Abstract: This paper presents a numerical study for long duration transfers between coaxial elliptical noncoplanar
orbits performed by low-thrust and limited-power propulsive system in a Newtonian central field. This study is based
on an analytical solution obtained by the averaging method and canonical transformations. Several transfer
maneuvers are then simulated considering different end conditions and duration. Curves describing the behavior of
consumption variable as a function of the duration of the transfer are built. It is noted that the consumption decreases
with the duration of the maneuver and maneuvers with modification in semi-major axis or in the inclination of the
orbital plane spend more fuel in comparison with maneuvers with modification in eccentricity.
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