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RESUMO

Neste trabalho mostrou-se que foi possivel realizar simula¢es do movimento de corpos moedores no interior de um
moinho de bolas, em escala de laboratério, utilizando-se o Método dos Elementos Discretos (MED). O objetivo
permitiu o estudo do comportamento, variando-se o coeficiente de atrito e a velocidade de operagdo com 57% e 80%
da sua velocidade critica. O comportamento da dindmica do processo de moagem foi observado utilizando-se um
sistema de filmagem em que foram analisados os deslocamentos nos tempos de 2s, 8s, 15s e 20s e comparando-0s com
os obtidos pela simulagdo computacional em 2D, realizada no software de simulacdo DEMpack®. Verificou-se ser
possivel realizar a calibracdo do modelo de simulagdo a partir da comparacéo das imagens obtidas pela filmagem do
experimento. Assim foi possivel também, analisar o efeito do atrito no comportamento da dindmica do processo:
melhores resultados foram obtidos quando se utilizou um coeficiente de atrito mais baixo para simular o
comportamento dos corpos moedores.
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1. INTRODUCAO

O conceito original do Método dos Elementos Discretos (MED) foi estabelecido por Cundall e Strack (1979, v.29,
p.49 - 75) apud Mishra (2003, p.74) que aplicaram ao estudo de solidos particulados sob condi¢des de carregamento
dindmico. Em operagdes onde se utilizam moinhos cadentes, para estudos de simulacdo do processo de moagem, desde
o0s primeiros trabalhos realizados por Mishra e Rajamani (1992) e Mishra e Rajamani (1994 a e 1994 b) o Método dos
Elementos Discretos (MED) vem sendo bastante utilizado.

O MED refere-se a um método numeérico que permite a determinacdo de rotac6es e deslocamentos finitos de corpos
discretos que interagem entre si ou entre os limites do dominio local por meio de leis de contato, onde a perda do
contato e a formag&o de novos contatos entre os corpos sdo calculados num ciclo progressivo. A lei de contato muitas
vezes permite a penetracdo virtual entre as particulas. A quantidade e a taxa de penetracdo levam a determinagdo da
forga de contato incremental. Cada ciclo de calculo leva o sistema do tempo t para t + At e envolve a aplicagdo de leis
de interacdo incrementais forga-deslocamento em cada contato, resultando em novas forcas entre particulas que séo
resolvidos para se obter o equilibrio de forgas e momentos para cada particula.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Método dos Elementos Discretos - MED
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O Método dos Elementos Discretos (MED) compreende basicamente dois estagios, o calculo das forcas de contato
e posteriormente o calculo do movimento das particulas por meio da segunda Lei de Newton. No primeiro, as forcas de
interacdo entre particulas sdo calculadas permitindo-se uma interpenetracdo entre os elementos, tornando esta
formulacdo para calculo da relacdo forca-deslocamento, Donzé et al, (2008). No segundo estagio, a segunda Lei de
Newton é utilizada para determinar as aceleracdes e velocidades de cada particula, e a partir dai, a nova posicdo dos
elementos.

No método dos Elementos Discretos os modelos sdo baseados em diferentes tipos de leis constitutivas para os
contatos. O modelo mais simples € assumir leis de contatos lineares para a for¢a normal e cisalhante, além de rigidez e
angulo de atrito constantes no deslizamento. Existem outros modelos forga-deslocamento para 0 componente normal,
como leis elasticas ndo lineares, e rigidez normal e cisalhante dependente da forga. Ainda existem modelos que
consideram a resisténcia ao rolamento das particulas (Neves, 2009).

2.2 Leis do movimento

Neste trabalho, as forcas e torques, devido a gravidade, colisdo e atrito de rolamento sdo considerados e equacfes
do movimento de Newton para uma particula i em contato com a particula j, assume a seguinte forma:

dv;
= ) (B + ) + mg (1)
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Onde m;, [;, v; e w;, 80 respectivamente a massa, momento de inercia e velocidade translacional e rotacional da
particula i. Fj e Fitj sdo as forcas normais e tangenciais devido ao contato entre a particula i e j no passo de tempo
atual, conforme relatado na Fig. 1. R; é o vetor entre o centro da particula i e o ponto de contato onde a forca Fitj é
aplicada.

Figural. Contato entre a particula i e a particula k, Marigo, 2010.

O termo t{j: -urRi| Fi‘j‘|6)i, na Equacdo 2 é adicionado devido o torque causado pelo atrito de rolamento. O
pardmetro ; é definido como o coeficiente de atrito de rolamento e &; é o vetor unitério da velocidade angular da
particula i.

Apos o célculo da forgca do contato e a sua contribui¢do para cada particula 0 movimento das particulas pode ser
determinado. O movimento translacional pode ser escrito em termos de posicdo, velocidade e aceleragdo, e o
movimento rotacional em termos de sua velocidade angular e aceleracdo angular.

As equagfes do movimento dadas nas Equagdes (1) e (2) sdo integradas usando diferencas finitas centrais que

envolvem um valor At para o passo de tempo. Os valores das velocidades translacionais e velocidades angulares sdo
calculadas para intervalos de t + nﬁ. No entanto, os valores dos deslocamentos, aceleragdes translacionais e angulares,
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forca e torque, sdo calculados em intervalos primarios t +nAt . As aceleragdes séo calculadas como:

i i

dt At

dvi _ 1( (+3) v(t—%)) 3)



dt At 1

doy _ 1<m_(t+%) _ wi(t—%)) @

As Equacdes (3) e (4) podem ser substituidas em 1 e 2 determinando as velocidades para o tempo 4+ nﬁ. Tem-se
2

como resultado:
_ 1
Vi(t+At/2) _ Vi(t 8t/2) | (Zm (FD+F) +g ) (5)
(t+At/2) (t 8ty2) Z(R % Ft — )At (6)

As velocidades mostradas nas equagdes acima sdo usadas para atualizar a posicdo do centro da particula. A posicao
da particula pode-se determinar como segue:

r_(t+At) _ ri(t) + vi(t—At/Z) At (7)
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O passo de tempo para a integracdo numérica deve ser definido menor do que um determinado valor critico para
fazer o calculo estavel. Com base na frequéncia natural de um sistema caracteristico de oscilagdo de massa-mola, o
periodo de oscilagdo pode ser calculado como:

At =21 \[% (8)

Onde, m é a massa da particula e K é a rigidez do sistema de mola-massa. Em sistemas reais, 0 passo de tempo é
calculado utilizando a menor massa e a maior rigidez.

Uma vez definida a Equacéo para o instante em que as particulas entram em contato, alguns modelos podem ser
apresentados como forma de encontrar a forga que surge no momento da coliséo.

2.3 Modelo de contato
O modelo de contato inicialmente usado por Cundall e Strack é baseado em um modelo de Kelvin-Voigt
representado na Figura 2. Uma mola, um amortecedor e um deslizador representam o modelo de contato na dire¢éo

normal e tangencial. Este modelo assume a definicdo dos seguintes pardmetros nas dire¢des normais e tangenciais:
Rigidez — k; Coeficiente de amortecimento — n e Coeficiente de atrito - L.
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Figura 2. Modelo de contato Kelvin — Voigt, Marigo, 2010.

Cundall e Strack definem na Equacédo 9 para 0 modelo de contato normal e a Equagéo (10) para forca de contato na
direcdo tangencial.

Fij = (=kn; = i) )

Ffj = (_ktaitj - T]tvisj) (10)



Os parametros de rigidez nas direcdes normais e tangenciais (k, e k), pardmetros de amortecimento (n, e ny), € 0
coeficiente de atrito p devem ser definidos no modelo de simulagdo. &;; e 6}1- sdo os deslocamento normal e tangencial
devido as forcas normais e tangenciais, v;; representa a velocidade de deslizamento no pontos de contato definida

conforme a Eq.(11):
v = vy — (v ny)n+ (Riw; + Rjwy) X ny; (11

Mishra (2003) estudou um modelo ndo-linear cuja adaptacgdo é relativa ao modelo de contato de Cundall e Strack,
Fig.3.
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Figura 3. Modelo de contato de Hertz Mindlin, Mishra, (2003).

Neste modelo, o primeiro termo da Equagao (9) € substituido por um termo néo linear que considerar a Teoria Hertz
para contato normal. Para o contato tangencial Mishra prépos uma adaptacdo da Eq. (9) para incluir um termo de
dissipac¢do viscosa na Eq. (11). Por conseguinte 0 modelo de contato modificado resulta na seguinte forma:

3/2
F; = (_knainj - ﬂn(”ij-"ij)"ij) (12)

Ffj = (_kt5itj - T]tvfj) (13)

Onde v;; velocidade de deslizamento foi substituida por vfj velocidade tangencial relativa. Forcas tangenciais
suficientemente alta fara com que as particulas escorreguem uma em relagéo a outra ou outras superficies com as quais
elas estdo em contato. Considere menos coesivas as particulas sujeitas a uma forca normal constante: a medida do
escorregamento devida a tangencial é determinada por:

|Fij| < ul|Fi (14)

Estas equacBes representam um corte para a magnitude da méaxima forca tangencial para um dado coeficiente de
atrito estatico p e é conhecida como Lei de Coulomb do atrito. Se a Eq. (14) é satisfeita o efeito de Fl’?]- € provocar uma
pequena o movimento relativo, denominado "Microdeslizamento” e a Eq. (13) é utilizada como forca tangencial. Se a
Eqg. (14) ndo é satisfeita o deslizamento abrange toda a &rea de contato e isso pode ser referido como "grosso
deslizamento". Neste caso, a forca tangencial é dada pela primeira lei de atrito Amontons 'da seguinte forma, onde ii]- é

0 vetor unitario tangencial:
Fij = —u|Fjt; (15)

Este modelo é uma extensdo do modelo de forga de contato linear mola amortedor de Cundall e Strack. As forgas
de contato normais e tangenciais ndo-lineares sdo representadas pelas Eqgs.(16) e (17) e que resultam de uma
combinacdo do modelo ndo linear de Hertz na direcdo normal e do modelo de Mindlin linear elastico na
direcdo tangencial com um termo dissipativo na direcdo tangencial. Para ambas as dire¢Bes normais e tangenciais um
segundo termo de dissipacdo é aplicado para explicar a energia perdida durante as colisdes através de deformacéo

inelastica e atrito.



No modelo de contato de Hertz Mindlin a colisdo entre as duas esferas i e j, a forca normal F7; atuando em cada
esfera é dado por:

4 s 5
Fjj = -3 EVR S} — zﬁlp Spm* v, (16)

Onde E* é o Mddulo de Young das duas particulas que colidem, R* € o raio equivalente §;; representa o
deslocamento de particula normal devido a forca normal, m* é a massa equivalente, a rigidez do contato normal
Sp = 2E"/R*§, e v}; a componente normal da velocidade relativa. O coeficiente de amortecimento ¥ ¢ uma fungéo do
coeficiente de restituicdo, e, assume um valor entre 0 e 1 (totalmente viscoso para totalmente elatico)

A forca tangencial F{; depende do deslocamento tangencial &;, a velocidade relativa tangencial v{; e a rigidez de
contato tangencial S, = 8G*,/R*68,,. A forca tangencial pode ser ainda limitada pela condicdo de deslizamento definida
pela lei do atrito de Coulomb.

5
Fij = =585 = 2 [cW/S,m"v} (17)

O coeficiente de amortecimento é uma fungdo do coeficiente de restituigdo e é definida como:

lne
V=—— (18)

V/ (Ine)? + m2

onde e é o coeficiente de restituic&o.

3. RESULTADOS E DISCUSSOES
3.1. Movimento dos corpos moedores no moinho

Foram realizadas 3 (trés) diferentes tipos de simulagdes, utilizando para simulacdo pelo MED o software DEMpack
e para o pré-processamento o software GID versdo 12.0.3 (http://www.gidhome.com). A primeira, apenas com 2 (dois)
corpos moedores, a segunda com 3 (trés) corpos moedores, a terceira com 18 (dezoito) corpos moedores, com 0
objetivo de validar a simulacdo computacional a partir dos resultados experimentais. Os corpos moedores foram
discretizados pelo MED para a simulagdo do movimento dos corpos moedores e utilizado o modelo de contato de
Hertz-Mindlin para simular o comportamento de interagdo entre os corpos moedores. Para simula¢do do comportamento
da jarra do moinho foi utilizado o modelo do Método dos Elemento Finitos, modelo elastico pléstico, mesmo sabendo
que o moinho (jarra) utilizado neste trabalho ndo possui essa caracteristica, pois o0 seu material € composto por cerdmica
de alumina. Porém esse é o Ginico modelo disponivel para o material, no software utilizado. E possivel perceber que os
corpos poderao interagir entre si e entre corpos e as paredes do moinho. Dessa forma, é preciso saber quando ocorrem
as colisdes ou contatos entre os corpos na simulacéo.

S8o mostrados aqui 0 comportamento do movimento dos corpos moedores para os tempos de t=2s, 8s, 15s e 20s
para 57% e 80% da velocidade critica (Nc), com os coeficientes de atrito variando entre 0,1 e 0,51. A Fig. 6 mostra os
corpos moedores no tempo t=0s.

L. i
Figura 6. Posicao dos corpos moedores no inicio da simulagdo, Autoria Propria
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Figura 7. Deslocamento para (57%) da velocidade critica, dois corpos moedores , Autoria Propria
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Figura 8. Deslocamento para (80%) da velocidade critica para dois corpos moedores, Autoria Prépria
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Figura 9. Deslocamento para (57%) da velocidade critica para trés corpos moedores, Autoria Propria
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Figura 10. Deslocamento para (80%) da velocidade critica para trés corpos moedores, Autoria Propria

c) Para dezoito corpos moedores
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Figura 11. Deslocamento para (57%) da velocidade critica para varios corpos moedores, Autoria Prdpria
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Figura 12. Deslocamento para (80%) da velocidade critica para varios corpos moedores, Autoria Prépria



Observa-se em todos o0s casos anteriores que 0 movimento dos corpos moedores foram 0s mesmos
independentemente da velocidade critica utilizada, ou seja, inicialmente atinge-se um maximo para posteriormente se
estabilizar sofrendo pequenas oscilagdes em relacio a posicdo de equilibrio. E possivel observar que mesmo a
simulacdo sendo realizada em duas dimens@es (2D), o movimento foi qualitativamente 0 mesmo que o observado
experimentalmente quando considerando trés dimensdes (3D).

4. CONSIDERAGOES FINAIS

A partir das simula¢fes do movimento dos corpos moedores para dois, trés e dezoito corpos moedores verificou-se
que €é possivel obter parametros que possam ser utilizados, comparando com o comportamento experimental, para
validar a simulagdo computacional se aproximando da realidade (experimentagdo). Foi possivel observar que a
movimentagdo dos corpos moedores, geradas pela simulagdo foram de maneira qualitativa similares as ocorridas no
experimento. Na maioria das simulagdes, inicialmente, houve um crescimento nos valores dos deslocamentos e
posterior uma estabilizacdo em torno de uma posicdo de equilibrio, comportamento muito préximo do verificado na
pratica.

Foi possivel verificar que o coeficiente de atrito de Coulomb, foi um fator determinante no comportamento da
movimentacdo dos corpos moedores no moinho aqui utilizado, em que n&o se utiliza revestimentos e elevadores que
poderiam propiciar uma maior capacidade de transferéncia da energia necessaria ao processo de moagem, acredita-se
que com isso aumentaria-se a eficiéncia do moinho e consequentemente um menor gasto de energia. Nesta metodologia
utilizada, verificou-se que a variacdo do percentual da velocidade critica ndo se mostrou determinante na comparacao
visual do comportamento do movimento dos corpos moedores no moinho.
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ABSTRACT

This work showed that it was possible to perform motion simulations grinding bodies inside a ball mill in laboratory
scale using the Discrete Element Method (MED). The aim allowed the study of behavior by varying the coefficient of
friction and speed of operation with 57% and 80% of its critical speed. The behavior of the milling process dynamics
were observed using a recording system in which we analyzed the displacements in the 2s time, 8s, 15s and 20s and
comparing them with the results obtained by computer simulation of 2D performed in software DEMpack® simulation.
It was possible to perform the calibration of the simulation model based on the comparison of images obtained by
shooting the experiment. Thus it was possible to analyze the effect of friction in the process of dynamic behavior: the
best results were obtained when using a lower coefficient of friction to simulate the behavior of grinding media.

Keywords: Ball mill, friction coefficient, method of Discrete Element.
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