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Resumo. Elementos planos sujeitos a flexdo sdo de grande aplicabilidade em solugbes de
engenharia, sendo observados em diversos tipos de sistemas estruturais. No campo da
engenharia de estruturas, o desenvolvimento de modelos numéricos permite uma avaliacao
robusta do desempenho mecénico de elementos e sistemas, tanto na fase de projeto quanto ao
longo de sua vida em servico. Considerando-se a analise de sélidos em regime linear, o
Método dos Elementos de Contorno (MEC) figura como uma poderosa ferramenta,
fornecendo respostas precisas a um baixo custo computacional. Ja a teoria de confiabilidade
estrutural permite o célculo da probabilidade de violacdo de um estado limite qualquer da
estrutura, e contempla a avaliacéo das incertezas associadas as variaveis de projeto, as quais
sdo descritas estatisticamente. Propde-se uma analise probabilistica aplicada a modelos de
elementos de contorno para placas delgadas. A formula¢do do MEC é desenvolvida a partir
de equacdes integrais para flexao de placas regidas pela teoria de Kirchhoff-Love. Os termos
sobre o contorno sdo avaliados a partir de processos analiticos e numéricos de integracao.
Incertezas oriundas da variabilidade do carregamento e das propriedades mecénicas sao
consideradas, de forma a estimar os niveis de seguranca associados a estados limites de
tensdes e deslocamentos admissiveis. Utilizam-se o0 método de simulacéo de Monte-Carlo e 0
método de transformagdo FORM (First Order Reliability Method). Apresentam-se exemplos
de placas com diferentes configuracdes de geometria, material e condi¢des de contorno, a fim
de validar a metodologia proposta e ilustrar sua eficacia.
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1 INTRODUCAO

Sao diversas as aplicacfes envolvendo elementos estruturais planos sujeitos a flexdo,
incluindo placas metalicas para base de equipamentos, lajes em construcdo civil, paredes de
reservatorios e vasos de pressao, dentre outros. A literatura classifica as placas quanto a sua
esbeltez, sendo o termo placa fina ou delgada atribuido a estruturas onde a relacdo entre o
menor lado e a espessura t esteja entre 10 e 150, sendo valores fora desse intervalo associados
a placas muito delgadas ou espessas. Este tipo de elemento é tratado pela teoria de Kirchhoff-
Love, descrita no trabalho de Love (1888), com base em premissas publicadas anteriormente
por Kirchhoff (1850).

Desde o inicio do século XIX tem-se conhecimento de estudos acerca de equacgdes integrais,
as quais sdo a base do desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno (MEC).
Contudo, a primeira teoria cléssica das equacdes integrais, onde os nucleos eram definidos e
integraveis, € devida a Fredholm (1903). Os chamados métodos de contorno tiveram grande
avanco a partir da tese de Lachat, apresentada a Universidade de Southampton em 1975, onde
0 autor introduziu a simplicidade e elegancia que faltavam ao método, imprimindo-lhe uma
maior generalidade. A partir dos desenvolvimentos de Lachat, as técnicas de resolucdo das
equacOes integrais passaram a ser interpretadas como um método numérico. Consta que
Brebbia (1978a, 1978b) foi o primeiro se referir a técnica como Método dos Elementos de
Contorno em seus trabalhos. Nestes, a obtencdo das equac@es integrais foi feita a partir do
método dos residuos ponderados, com escolha conveniente da funcdo ponderadora. A partir
do primeiro livro, publicado por Brebbia (1978a), o Método passou a ser estudado de forma
intensa em varios centros de pesquisa.

No desenvolvimento de formulaces para andlise de placas, a referéncia inicial é devida a
Jaswon et al. (1967), que resolveram a equagédo governante, de natureza bi-harmonica, a partir
de sua decomposicdo em duas equacdes harmonicas, tratadas por formulacdo integral e
posteriormente recombinadas. De maneira similar, outros trabalhos foram apresentados,
podendo-se citar: Hansen (1976), Altiero & Sikarskie (1978) e Wu & Altiero (1979). A
formulacéo direta para flexdo de placas foi consolidada em 1978 com os trabalhos de Bezine
(1978, 1981), Bezine, & Gambi (1978), Tottenham (1979) e Stern (1979).

A partir da proposicdo da formulagdo direta diversos outros trabalhos foram, ao longo do
tempo, ampliando o uso do MEC em placas: Bézine (1980) propés uma formulacdo mista
envolvendo contorno e dominio, para analise de vibragBes; van der Weeén (1982)
desenvolveu a formulacdo para placas espessas, com base nas hipOteses de Reissner;
Katsikadelis & Armenakas (1984) apresentaram formulacGes para o problema de placas sobre
fundacdo elastica. Em 1987, Paiva analisou placas considerando sua interagdo com um
pavimento de edificacdo e, em Venturini & Paiva (1988) adicionou-se a possibilidade de
variacdo de espessura. Fernandes, em 1998, tratou da ndo-linearidade em placas, adicionando
a consideracdo de espessura variavel em Fernandes et al. (1999). Em 2002, Fernandes &
Venturini propuseram a analise de placas com enrijecimento. Andrade (2001) tratou da
analise de solugdes fundamentais para placas espessas, pelas teorias de Reissner e Mindlin.

Teorias baseadas em analise probabilistica, como a Confiabilidade Estrutural, se propdem a
incrementar a qualidade de métodos de projeto e analise de estruturas, a partir da
quantificacdo e tratamento das incertezas inerentes ao problema em estudo. Como produto
desse tipo de analise, pode-se obter uma estimativa da probabilidade de falha da estrutura.
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Vale notar que o conceito de probabilidade de falha ndo esté relacionado apenas a ocorréncia
de eventos extremos, de ruina estrutural, mas também a violacéo de qualquer requisito ao qual
espera-se que a estrutura satisfaca, usualmente definidos pelos Estados Limites de Servigo da
estrutura. Como exemplos, pode-se citar deslocamentos e tensdes inadmissiveis, e abertura
excessiva de fissuras. Dentre os métodos usuais em confiabilidade de estruturas, destacam-se
0 método de simulacdo de Monte Carlo e o método semi-analitico FORM (First Order
Reliability Method). Ambos séo apresentados em Melchers (1999).

Em problemas complexos de engenharia, cuja solucdo seja fornecida por um modelo
computacional, podem-se aplicar técnicas de acoplamento entre rotinas de confiabilidade e
modelos numericos. De acordo com Lemaire (2013), o acoplamento € concebido para que o
modelo confiabilistico governe o modelo mecénico, de forma que este Ultimo recebe, em cada
iteracdo, um conjunto de variaveis aleatdrias fornecido pelo modulo de confiabilidade.

No presente trabalho, propfe-se a andlise de placas finas, no contexto da Confiabilidade
Estrutural, a fim de quantificar a influéncia da aleatoriedade de algumas variaveis de projeto
na resposta da estrutura. Um modelo mecénico em elementos de contorno com aproximacéo
linear é acoplado ao método FORM.

2 TEORIA DE FLEXAO PARA PLACAS DELGADAS

Nesta secdo apresenta-se brevemente a formulagdo de Kirchhoff-Love para placas finas.
Entende-se por placa um corpo delimitado por duas superficies planas e paralelas, separadas
de uma distdncia muito pequena em relacdo as demais dimensdes, a espessura da placa (t).
Ainda, o carregamento atua na dire¢cdo normal ao plano médio, como é chamado o plano
paralelo as faces da placa e equidistante destas, no caso de espessura constante.

— - = = = X

S
Figura 1. Esquema ilustrativo da placa e definicio do sistema de coordenadas
Admitem-se as hipbteses devidas a Kirchhoff, para tratamento de placas delgadas:
- 0s deslocamentos transversais da placa sdo pequenos em relacao a espessura;

- sd0 nulas as tensdes cisalhantes nas faces inferior e superior da placa;

- qualquer reta normal a superficie média indeformada permanece normal e reta apos a
deformagéo;

- na lei constitutiva, desprezam-se as tensdes normais atuantes em planos paralelos ao plano
médio.
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Além destas, valem as hipoteses admitidas na teoria da elasticidade linear isotrdpica.

A partir da definicao geral do tensor de deformacdes &; em termos dos deslocamentos u;, as
componentes nulas de deformacéo na placa sdo expressas como segue.

1( ou; Oug
e3=7 a0 T Ao
2\ OxXg  OX
82323 8[]_2_'_% :0
2\ OX3 OX,
Os deslocamentos u, e u, sdo lineares ao longo da espessura (x;), € sdo obtidos pela
integracdo das equagdes (1),

0

1)

U = —x. %3

1~ 3
0X, )
Ou,
0X,

sendo definidos em termos do deslocamento transversal, medido na superficie média, u; =w.
Assim, os termos ndo-nulos do tensor de deformagdes séo escritos (Eq. 3).

—%——x o*w

g el frd —
ok, Cox?
ou, o*w
E == 3
2 ox, 3 8X22 (3)
g, =[O AUy ) Ow
22 O0X, OX; 3 0X,0X,

Com base na lei de Hooke generalizada para material isétropo, e admitindo estado plano de
tensdes, estas podem ser representadas em termos de deslocamentos, como segue.

o . E | [Pw,  ow
. ox? oxy

Oy =— E X 62W+082W 4)
2 1-0?| Plex? ox?
2
oy = —2Gx, 2V
0X,0X,

Definindo-se um sistema coordenado no plano médio da placa, como na Fig. 1, seja 0
elemento infinitesimal ilustrado na Fig. 2.
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Figura 2. Esquema dos esforg¢os solicitantes em um elemento da placa

A imposicdo do equilibrio das forgas na diregdo vertical (x;), incluindo um possivel
carregamento distribuido g, leva a expresséo

"2 (06, oo
I (—13 +—2 1 Db, +ngX3 =0 ()
0% 0%,

que, desprezadas as forcas de volume, resulta em:

&, , 04

+9=0 6
OX; OX, : ©)

A expressdo acima é escrita em fung&o dos esforcos cortantes g;, que valem

t/2
q; = I oi3dX3, =12 (7)
_t/2

ou, em deslocamentos, g; :—D(wvikk). A constante D esta associada a rigidez flexional da

placa, e depende de propriedades geométricas e de material, como segue.

E-t3

T12-(1-v9) ©

As equagdes de equilibrio de momentos em relagéo aos eixos x; e x, resultam em
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om;, om,,
+ —Q, =
oX,  0OX,
)
omy, N omy, _g, =
ox,  ox,
sendo o momento definido em termos das tensdes na Eq. (10).
t/2
—-t/2
Por fim, as Eq. (9) podem ser expressas em deslocamentos, como segue.
1-v 20

Como visto nas equacdes (6) e (9), as representacdes de equilibrio da placa foram

desenvolvidas em termos de esforgos resultantes mj e g;. Cabe ressaltar que isso € feito com

base na hipdtese de que as tensdes possuem distribuicdo linear ao longo da espessura,
podendo ser representados os esforcos por suas resultantes na superficie média (Fig. 3.3).

Figura 3. Esquema das resultantes dos esforcos

A partir da férmula de Cauchy, os esforgos podem ser escritos sobre o contorno (Eg. 12).

Q= _D(W,kki )77i

1-v (12)

M; = —DT{ZW,ikUk +12__UUW,kk77i}
Observe-se que 0 momento na borda é uma grandeza vetorial, representada por suas duas
componentes nas dire¢Oes globais.

Manipulando-se as equagdes (6) e (9), chega-se a equacédo de equilibrio condensada da placa,

a sequir.
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2
o‘my,;
2
OXy

+2 G"myy + 0'my Oty 0d; _ 0 (13)
OX0Xy,  OX,2 0% X,

De posse da representacdo das tensdes em termos de deslocamentos (4), pode-se reescrever as
integrais das expressfes dos esforcos, originando uma outra forma da equacdo diferencial
governante, em deslocamentos:

o*w o'w  o'w g

Viw=—"+2 + == 14
oxt oxfox,t ox,t D (14)

Geralmente, na descricdo de problemas de placa, é conveniente a adogdo de um sistema de
coordenadas alternativo <n,s >, baseado nas dire¢des normal e tangencial ao seu contorno.

Com base no conhecimento do problema fisico de placas delgadas, tém-se como condicGes de
contorno as seguintes grandezas:

w, %, w (essenciais ou de Dirichlet)

on  0s

Q.. M., M (naturais ou de Neumann)

A solucdo pela teoria de Kirchhoff, onde se desprezam as tensfes normais na direcdo 3, recai
na equacao diferencial (14), que requer quatro condic¢des de contorno. Logo, duas condigdes,
uma natural e uma essencial, tornam-se redundantes na solucéo do problema, de forma que a

_— . OW x . .
condicdo essencial a é desprezada. Com relacdo as condi¢fes naturais, 0 momento cruzado
S

M, € incorporado a for¢a cortante Q,, dando origem a um novo esforco cortante

equivalente, definido pela equagéo a seguir.

oM
0S

Os valores de contorno para os tipos usuais de vinculo sdo os seguintes.

V,=Q,+ (15)

w=0, M =M (apoio simples)

w=0, ow =0 (engaste)
on
w _ 0,V,=0 (engaste movel)
on
M,=0 V,=0

, (livre)
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3 FORMULACAO DO MEC PARA PLACAS DELGADAS

Modelos de elementos de contorno séo baseados na formulagdo integral do problema em
estudo, e dependem da existéncia de solugbes fundamentais associadas ao mesmo. A
definicdo do problema fundamental esta relacionada a um dominio infinito onde atua uma
carga concentrada unitaria. No presente caso admite-se uma placa circular, sujeita a uma
carga transversal no ponto fonte s, admitido no centro da placa. A solugdo fundamental
consiste na deflexdo em um ponto qualquer q na vizinhanga do ponto fonte, quando
considera-se o raio tendendo ao infinito. Grandezas associadas ao problema fundamental sdo

identificadas pelo sobrescrito *
Em se tratando de um dominio circular, é conveniente escrever o equilibrio da placa (Eq. 14)
em coordenadas polares. O operador bi-harmonico, no sistema polar (r,8) , € dado a seguir.

o* w2 Fw 1w 1w
T4 T2 a2t

or r o Pt ffor
A representacdo da carga unitaria na equacgdo de equilibrio da placa é feita a partir da funcéo
delta de Dirac, sendo o equilibrio reescrito para o problema fundamental da forma

Viw =

(16)

Viw'(s,q) = 96.9) (17)

sendo a solucdo desta equacdo dada a seguir. A obtencdo desta pode ser consultada em
diversas referéncias, vide Paiva (1987).

w (s, q)_gr (In(r)——] (18)

A partir da expressdo acima pode-se escrever, para 0 problema fundamental, as outras
grandezas envolvidas na solucdo de placa, como a rotacdo e os esforcos cortante q?(s,q) e

fletor m;; (s q), como segue.

oW’ (s,q) _rin(r) ar

ox;  4xD ox, (19)
0 (5,9) = —%% (20)
m;}(s,q):—i{[zﬁuln(r)ﬂn(r)] +(1- U)aa_raa_r} (21)

A obtencdo da equacdo integral de um problema linear pode ser feita a partir do teorema da
reciprocidade de Betti, procedimento aqui adotado. Para fins de concisdo, apresenta-se a
formulacéo integral do problema diretamente, podendo a deducgdo completa ser vista em Lima
Junior (2006). A equacdo de deslocamentos num ponto fonte S sobre o contorno é dada pela
Eq. (22),
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WO =| (—Mn QZ-E.Q+V, QW' Q)]dr

* aW * Nv *
- [—Mn(s.Q)a—n(Q)wn(s,Q)w(Q) r-> R:(S,Qw(Q) (22)
r k=1
+ [ (9@w’(s,9)jde,
Qg
na qual a constante C(S) depende do angulo interno do Vvértice da placa y, definida a seguir.
C(S) _7S) (23)
2r
M, e V, representam o momento volvente e a forga cortante medidos sobre o contorno,

associados a dire¢cdo n, e R, é a reacdo de canto da placa, grandeza auxiliar necessaria a
manutencdo do equilibrio da placa na teoria de Kirchhoff-Love.

A deflexdo em um ponto interno s qualquer da placa pode ser calculada por (24). A partir
desta, obtém-se a representacao integral dos esforgos cortante e fletor, definidos nas equacdes
(25) e (26).

r-r

w(s)= | (—Mn(Q)a;N—n(S,Q)+Vn(Q)W*(S.Q)}ﬂ"
+ [—Mn(Q)aaW—n(s, Q+V,(QW'ES, Q)]drg
Fé‘

| (—M:(s,Q);ﬂ(Q)+v:(s,Q)w(Q)jdr
n

r-T (24)
- —M’,;(s,Q);ﬂn(Qwv:(s,Q)w(Q))drg

N, -1
- X RS, Qw(Q)], ~[R:(S,Qw(Q)]_-[R:(S,Qw(Q)

k=1 1 2
+ [ (9@w’ (s, a)w(Q) jie,

Qg

ow] .
69) = [| ~Ma(Q—L(5,Q)+V, (Qw](s,Q) T
. ow . AT

__[(_Mnj(sz)a_n(Q)+an(SlQ)W(Q) F_Zch(S!Q)W(Q) (25)
r k=1

+ [ (9(@wi(s,a) e
Qg
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M;(s) = j{ M (Q) (s Q)+ V, (Qw;s, Q)}i

| ( M, Q> Q)+ ;5. Qw(Q) ZRC.,@ Qw(Q) (26)
r

+| (g(q)w:}(s,q))dag

Qg

As variaveis genéricas X? e XIJ sdo escritas de acordo com os esforcos cortante e fletor,
respectivamente, como mostrado abaixo:

o [ X
60 =-02 [ 2 k(,c»J @
X *X"
Xi6.0=-0"" { B P } @

O objetivo principal do MEC &, com base no equacionamento integral, a montagem de um
sistema de equacdes algébricas que permite a determinacdo direta dos valores de contorno
aproximados e, a partir deles, dos demais valores necessarios a anélise. Naturalmente, sdo
infinitas as equacOes possiveis de serem escritas, visto que pode-se aplicar a formulacédo
integral a infinitos pontos da fronteira, do dominio ou pontos externos a este. A representacdo
equivalente do contorno, em dimensao finita, é feita com a definicdo de n6s que delimitam os
chamados elementos de contorno. Esta parametrizacdo do contorno pode ser exata ou
aproximada, dependendo da geometria do dominio em analise e do tipo de parametrizacao
adotada. Além da caracterizacdo geométrica do elemento, deve-se aproximar as variaveis de
interesse do problema, com base em fun¢des aproximadoras e nos seus valores nodais em
determinados pontos. E comum a utilizagdo de funcBes polinomiais. Utilizam-se aqui
elementos lineares para descricdo da geometria e dos campos aproximados sobre o0s
elementos.

A representacdo integral dos deslocamentos no contorno de uma placa (Eq. 5.19) pode ser
escrita de forma discreta como segue:

C(S)wW(S) =NZ( j ow’ (S Q) ¢dF]MJ +Z[ j w' (S, Q)qﬁdrjvl

=L\ =I\T

—Z{ [-My s, Q)¢dFJ— —Z{ [Vats, Q)¢dFJwJ (29)

=1\ r FL\r

V NV
Y RQW(S,Q - Ry (S,QwW(Q) + [ (9w (S,0) pe,

k=1 k=1 Q,
sendo N, 0 numero de elementos em que foi dividido o contorno. A equagdo acima relaciona
0s deslocamentos do ponto fonte aos valores de deslocamentos e forcas nodais em um
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elemento qualquer j. Escrevendo em termos da coordenada adimensional —1<¢& <1, com

origem no centro do elemento linear, surge o operador jacobiano J, o qual é constante no
elemento linear (Eq. 30).

C<S>w<8>=§|al{ - e ¢dfjw +z|a|[ [w' Q)¢d§JV‘

=1 r
Ne - 8VV e - )

—Z|J|[ [-M;6s, Q)¢d§ja—n —Z|J|(Jvn s, Q)¢d§jw’ (30)
=1 r = r

N, N,
+2 R (QW(S,Q)— 2R (S, Qw(Q) + [ (g(a)w(S,a) [,

k=1 k=1 Q,
Na formulacdo do MEC, o sistema implicito acima € escrito em funcdo das chamadas

matrizes de influéncia, H e G, definidas pelas integrais destacadas nos parénteses. A

avaliacdo da integral referente a carga de dominio da origem a um vetor de cargas
independentes nas duas direcdes globais, {Fb}ZN ,»sendo N, o nlmero de n6s do contorno.
o

Apos as integragdes sobre todos os elementos serem feitas para todos os nés do contorno,
chega-se ao sistema matricial,

[CHW}+[H{U} =[G {P}+{F,} (31)
onde o vetor {U}z,\,p,1 contem os deslocamentos e rotagdes normais ao contorno e o vetor

{P}Z,\,p’1 contém os esforcos normais ao contorno. No caso de um ponto localizado sobre um

dos cantos da placa, seus valores correspondentes estardo nesses mesmos vetores citados
acima, na posicao correspondente.

No procedimento de resolucdo do sistema, as parcelas a esquerda da igualdade sédo
condensadas num unico termo [H]=[C]{w}+[H]{U}, dando origem a Eq. (32).

[H{U}=[G{P}+{F,} (32)

Caso o ponto fonte ndo pertenca ao contorno, tem-se [H]=[H]. Com a inclusdo das

condicBGes de contorno, é conveniente rearranjar as matrizes do sistema, de forma que os
valores incognitos estejam no primeiro membro, e os valores prescritos no segundo. Fazendo
a troca das colunas das matrizes, a equacgéo (32) pode ser reescrita da forma:

[AI{X} = [AL{G +{R,} (33)
ou seja
[Al{X}={B} (34)

Como visto, cada ponto possui 4 valores incognitos. Metade destes valores sdo impostos
como condi¢des de contorno, de forma que a solugao do sistema demanda a obtencéo de 2N,

equacdes. A versatilidade do método permite que sejam quaisquer estas equacdes.
Comumente, escrevem-se, para cada né da discretizacao, a equacdo de deslocamentos (32), e

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



Analise Confiabilistica de Modelos de Elementos de Contorno para Placas Delgadas

a primeira derivada desta, que fornece as rotagdes. Neste trabalho, opta-se por escrever apenas
a equacdo de deslocamentos, e associar dois pontos fonte a cada n6 do contorno. E importante
o0 devido posicionamento do segundo ponto fonte, considerando que pontos préximos levam a
problemas de mau condicionamento das matrizes, incorrendo em singularidade destas. Uma
possibilidade para a escolha do primeiro ponto de colocagdo é toma-lo como sendo o proprio
no, ou um no interno ao elemento correspondente, no caso de elemento descontinuo. O
segundo ponto pode ser externo e normal ao primeiro, a uma distancia compreendida entre
1% e 100% do tamanho do elemento. A figura a seguir apresenta um esquema ilustrativo.

X X
\ /
\ /
\ /

N duplo simples

Figura 4. Pontos de colocacéo nos casos de n6 simples e duplo

4 CONCEITOS EM CONFIABILIDADE ESTRUTURAL

Segundo Sagrilo (2003), a confiabilidade estrutural tem como principal objetivo avaliar a
seguranca de uma estrutura, que basicamente consiste no calculo da probabilidade de que um
determinado estado limite seja violado. Desta forma, é possivel quantificar a probabilidade de
gue uma estrutura ndo suporte as solicitaces especificadas durante o projeto. Para quantificar
os modos de falha de uma estrutura utilizam-se as chamadas equacdes de estado limite
(funcgdes de falha), que sdo deduzidas a partir dos aspectos fisicos do problema em questao.
Seja uma funcdo de falha G(X) em que X é um vetor de varidveis aleatorias (v.a.)

consideradas na andlise. Para cada modo de falha, a respectiva funcdo estabelece uma
fronteira entre as regides de falha Q, e de sobrevivéncia €, da estrutura, em que valores
positivos de G(X) representam evento seguro e a condicdo G(X)<0 indica evento de falha. A
probabilidade de falha é calculada integrando-se f,(x) (funcdo conjunta de densidade de

probabilidade das variaveis aleatorias do problema) sobre o dominio de falha, conforme
apresentado a seguir.

Py = [ f(x)dx (35)

Q¢

A integral (35) é de dificil avaliacdo analitica, levando em consideracdo a complexidade das
funcbes densidade de probabilidade das distribuicdes estatisticas usuais. Portanto, faz-se
necessaria a utilizagdo de métodos de analise em confiabilidade estrutural para sua resolucéo.
No presente trabalho serdo utilizados o Metodo de Confiabilidade de Primeira Ordem
(FORM) e 0 Método de Simulagdo de Monte Carlo.

A simulacdo de Monte Carlo é basicamente uma simulacdo que envolve a utilizacdo de
numeros aleatdrios. O método tem como objetivo produzir N eventos randémicos para serem
avaliados na equacdo de estado limite G(X). Desta forma, eventos que possuem valores
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negativos séo contabilizados como eventos de falha (N;). Assim, a probabilidade de falha e
estimada pela raz&o entre o nimero de eventos de falha e o nimero total de eventos, ou seja,

_ N
N

Os resultados gerados pela simulagdo de Monte Carlo podem ser bastante precisos, a
depender do numero de cenérios que sejam testados. Contudo, para problemas que possuam
probabilidades de falha muito baixas, faz-se necessario a realizacdo de um grande numero de
simulacbes para atingir respostas adequadas, implicando em alto custo computacional.
Considerando-se que cada conjunto de realizacbes de Monte Carlo corresponde a um
diferente conjunto de vetores de nimeros aleatdrios gerados, a probabilidade de falha também
é, por natureza, uma v.a., cuja media é dada pela Eq. (36). A fim de manter uniformidade na
resposta, em diferentes execucBes do método, pode-se estimar um numero minimo de
cenérios a simular, levando em conta a P; caracteristica do problema e o valor desejado para

seu coeficiente de varia¢do 5, como segue.
1 1-P
5% P

3 (36)

min (37)
O FORM é um método analitico de confiabilidade baseado na transformacdo das variaveis
aleatorias originais do problema em varidveis aleatérias normais equivalentes, e na
linearizacdo da funcdo de falha correspondente. O grande diferencial desse método consiste
em sua capacidade de utilizar toda a informacdo estatistica das variaveis aleatdrias do
problema, podendo-se lidar com distribuicGes estatisticas quaisquer, inclusive considerando
correlacdo entre variaveis. O problema de confiabilidade é formulado como um problema de
otimizacdo ndo linear com restricdo, no qual busca-se o chamado ponto de projeto, definido
no espago transformado das variaveis normais equivalentes (Fig. 5).

Este ponto contém os valores das variaveis aleatorias que mais provavelmente levem a falha
da estrutura. Desta definicdo decorre o conceito de indice de confiabilidade f, que consiste na
menor distancia entre a origem do espaco transformado e a superficie de falha. Maiores
detalhes acerca do método sdo apresentados em Melchers (1999). Os termos da funcdo de
falha G(X) contém as expressdes dos modelos de resisténcia e de carregamento do problema,
podendo ser implicitamente definidos por um modelo numérico qualquer, como é o caso do
presente estudo.

No acoplamento com uma rotina confiabilistica do tipo FORM, é necessério calcular o valor
da funcéo de falha e seus gradientes, os quais s&o utilizados na estimativa da probabilidade de
falha do problema. Considerando-se a natureza implicita de G(X), suas derivadas sdo
calculadas numericamente por diferencas finitas, para cada chamada do modelo mecanico de
elementos finitos, conforme Fig. 6.

No caso da simulacdo de Monte Carlo, o acoplamento é bastante intuitivo, porém custoso,
consistindo em uma execugdo do modelo numérico a cada realizagdo do método.

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



Analise Confiabilistica de Modelos de Elementos de Contorno para Placas Delgadas

< m(y,y2) =0

W

Figura 5. Representacéo da superficie de falha no espaco reduzido, para duas variaveis aleatorias

ESTIMATIVA INICIAL DOS
VALORES DAS V.A.

!

TRANSFORMAGAQ DAS V.A. PARA
O ESPACO NORMAL REDUZIDO

J

K
- NUMERICO
DE PROJETO calculode G e VG
|
v

CALCULO DO iNDICE DE
CONFIABILIDADE 8 E ESTIMATIVA
DA PROBABILIDADE DE FALHA Py

Figura 6. Esquema ilustrativo da estratégia de acoplamento direto via FORM

5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Apesentam-se dois exemplos, a fim de validar o modelo mecano-fiabilistico desenvolvido e
medir a influéncia das v.a. escolhidas na resposta dos problemas de placa circular e
retangular, sob diferentes condi¢des de contorno.

5.1 Placa Circular Apoiada

Considere-se uma placa circular em aco, simplesmente apoiada, com 2 m de didmetro e
espessura de 6 cm, sob carregamento uniforme de 400 kN/m?. O modulo de elasticidade é
de 205 GPa e o coeficiente de Poisson nulo. A tenséo de escoamento vale 185 MPa.

As solucbes analiticas para a deflexdo e para o momento fletor na direcdo radial sé&o
apresentadas em Timoshenko & Woinowsky-Krieger (1959). Os resultados obtidos com o uso
do programa séo comparados com os valores de referéncia, para o ponto central (Tabela 1).
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Tabela 1. Deflexdo e momento radial no ponto central (kN, m)

Método w Mr

Referéncia 8.468 x 10° 75

Presente Estudo (64 elementos) 8.437 x 10 74.84

A malha utilizada possui 64 elementos, distribuidos em torno da circunferéncia da placa, e 3
pontos de Gauss sdo utilizados na integracdo sobre cada elemento. Pode-se observar que o
modelo proposto apresenta bons resultados frente aos valores de referéncia, ainda que com
aproximacdes lineares para a geometria circular do contorno e para os deslocamentos.

As variaveis aleatorias consideradas sdo o carregamento externo, a tensao de escoamento o,

e 0 médulo de elasticidade, obtidos em Hamilton (2011). Os pardmetros estatisticos (média e
desvio padrdo) de cada variavel aleatoria sdo escritos em termos dos coeficientes bias e COV,
conforme apresentado na Tab. 2. O valor médio da variavel aleatoria € obtido multiplicando-
se o fator bias apresentado por seu valor nominal. Em relacdo ao desvio padréo, este é obtido
multiplicando seu valor médio pelo coeficiente de varia¢do (COV).

Tabela 2. Parmetros estatisticos das v.a. utilizadas no problema

Variavel aleatéria bias COV Distribuicéo

E 1.04 0.05 normal
Oy 1.03 0.063 lognormal
g 1.05 01 normal

Os modos de falha considerados referem-se a deflexdo critica na placa, e a tensdo critica,
ambas registradas no ponto central, conforme as funcdes de falha a seguir.
Gl(E’g) = Umax(E!g)_Udet (38)

G,(E,0,,0)=0,-0,4(E 0,,0) (39)

Na primeira funcdo de falha, os dois termos referem-se ao deslocamento calculado pelo
modelo numérico proposto. A P; obtida representa a probabilidade de que o valor

deterministico ultrapasse o valor obtido utilizando confiabilidade, sendo este dltimo mais
realista, por contemplar algumas incertezas inerentes ao problema. Pretende-se unicamente
quantificar a influéncia da aleatoriedade das variaveis na resposta da simulagdo. J& a segunda
funcéo avalia a probabilidade de que o0 aco comece a escoar, violando o regime elastico.

Na Tab. 3 apresentam-se os valores de probabilidade de falha obtidos via FORM. Vale
destacar que estes foram validados com relagdo a simulacdo de Monte Carlo, obtendo-se
congruéncia de resultados. Uma informacdo importante fornecida pela analise via FORM séo
os fatores de importancia de cada v.a. na probabilidade de falha obtida, calculados a partir dos
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cossenos diretores do vetor normal a fungéo de falha no ponto de projeto no espaco reduzido.
Os fatores sdo apresentados em termos percentuais na tabela.

Tabela 3. Resultados da analise via FORM

Funcdes Probabilidade Fatoresde Importancia (%)

de Falha  de Falha E g o,
G, 107030 19.70  80.30 -
G, 1073540 242 60.05  37.53

Nota-se um valor de P; proximo a 50% para G,, valor inadmissivel do ponto de vista pratico,

mas que indica que a resposta confiabilistica ndo difere significativamente do valor
deterministico, ao menos para as duas Unicas v.a. consideradas. Quanto ao segundo modo de
falha, surge uma probabilidade moderada, na ordem de 10, sendo regida pelo carregamento,
seguida da v.a. tensdo de escoamento. O modulo de elasticidade ndo influiu na resposta
probabilistica de forma significativa.

5.2 Serie de Placas Quadradas com Diferentes Vinculacbes

Admita-se inicialmente uma placa quadrada, com 2 m de lado e 6 cm de espessura, sob um

carregamento de 450 kN/m?. As propriedades do aco sdo as mesmas do exemplo anterior. O
problema é analisado em Bares (1969). Utilizam-se 6 pontos de integracdo, e diferentes
discretizacBes no contorno. A Figura 7 ilustra o problema, com a vinculacdo sendo feita por
dois lados ortogonais engastados e 0s outros dois apoiados.

A Tabela a seguir apresenta a validacdo dos resultados obtidos nos pontos destacados.

Tabela 4. Valores de deflexdo e momentos nos pontos especificados (KN, m)

Método W P1 Mxx P1 Myy P1 Mn P2

Bares(1969) 3.642 x 10°® 37.44 37.44 -108.32

16 elem. 3.654 x 10°° 37.47 37.47 -115.22

Presente

32 elem. 3.649 x 10°® 37.46 37.46 -109.74
Estudo

64 elem. 3.649 x 10°® 37.46 37.46 -108.72
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P2

2m

| 2m X

Figura 7. Placa apoiada/engastada sob carregamento uniforme

Na figura 8 apresentam-se alguns diagramas tracados com resultados do programa,
representando as distribuicGes dos campos de deslocamento transversal e momentos sobre a
superficie média da placa.

A partir deste problema, define-se uma série de 5 placas, de mesmas propriedades
geométricas e mecanicas, variando-se apenas as condicdes de contorno, conforme Fig. 7.
Estas serdo identificadas por nimeros de | a V, sendo a placa mostrada inicialmente a de
namero I11. Essa identificacdo remete ao ordenamento decrescente da flecha méaxima da placa.

De posse das v.a. ja definidas no exemplo anterior, faz-se a analise da funcdo de falha
apresentada a seguir, associada a ocorréncia de deslocamento critico superior ao valor
admissivel de 1/200 do vé&o, ou seja, 10 mm.

G(E’g) = Uadm - Uf’r?:: (40)

Os valores de probabilidade de falha obtidos via FORM, para cada caso de vinculacdo sdo
apresentados na Tab. 5, bem como os fatores de importancia.

Tabela 5. Resultados da analise via FORM para diferentes vinculac6es

Casode Coordenadas Probabilidade Fatores de Importancia (%)
Vinculaggo do ponto (x,y) ~Udet(m) de Falha E g
| (1,1) 7.049x 107 10733% 56.18 43.82
I (1.2,2) 4,921 x 103 10082 26.19 73.81
1l (1.2,0.8)  3.763x 1073 10755 13.95 86.05
WV, 1,1 3.325x10° 10600 44.89 55.10
v (1,1) 2.194x10°%  10°%%® 38.92 61.08

Nota-se que o nivel de seguranca, em termos de flecha admissivel, aumenta & medida que as
condi¢Bes de vinculagdo proporcionam uma maior rigidez a estrutura. Os fatores de
importancia apresentam-se oscilantes nos casos analisados, ndo sendo possivel definir um
padréo de comportamento para 0 modo de falha, em se tratando de problemas com condi¢6es
de contorno diferentes.
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Figura 8. Deflexdo (m); Momento M, (kN.m); Momento M, (kN.m); Momento M, (kN.m)

6 CONCLUSAO

Através dos exemplos analisados, foi possivel validar a implementacdo do modelo de
elementos de contorno implementado, para analise de placas finas elastico-lineares. Para fins
de simulacdo de uma gama maior de problemas, 0 modelo mecanico precisa ser aprimorado,
incluindo leis constitutivas ndo lineares que representem aco e concreto, por exemplo.
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O modelo mecano-fiabilistico desenvolvido foi validado, e permitiu quantificar a influéncia
das incertezas associadas as variaveis de projeto na resposta dos dois problemas apresentados.
Os resultados apresentados sdo apenas indicativos dos modos de falha investigados, estando
associados aos valores das v.a. adotadas. Metodologias probabilisticas se mostram como uma
poderosa ferramenta no processo de tomada de deciséo do analista estrutural.
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