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Resumo. A busca por soluções em problemas de engenharia estrutural avançou significati-
vamente com o auxı́lio das técnicas numéricas desenvolvidas nas últimas décadas, a exemplo
do Método dos Elementos Finitos (MEF), largamente empregado em aplicações diversas. Na
análise de materiais heterogêneos, a mescla de diferentes tipos de elementos - planos e li-
neares, p. ex. - pode ser utilizada para garantir uma melhor aproximação da constituição
macroscópica, ou até mesoscópica, de algum produto considerando-se a contribuição das di-
versas fases. Assim, o MEF se mostra adequado à análise de meios enrijecidos, o que remete à
materiais cimentı́cios reforçados. Já a teoria da confiabilidade contribui com o entendimento
da performance estrutural, quantificando a influência da aleatoriedade das variáveis de pro-
jeto, permitindo uma análise mais robusta dos requisitos de segurança. Propõe-se uma análise
confiabilı́stica de domı́nios reforçados, em estado plano de tensões, e regime elástico linear. A
matriz é discretizada em elementos finitos Q8 ou T3, e os reforços como elementos de treliça,
admitindo-se aderência perfeita. Apresentam-se análises de rigidez em vigas de concreto ar-
mado e reforçadas com fibras curtas, a fim de validar e ilustrar a metodologia proposta.
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Análise Confiabilı́stica de Domı́nios Bidimensionais Reforçados via MEF

1 INTRODUÇÃO

São diversas as aplicações em engenharia de estruturas que envolvem domı́nios enrijecidos,
formados por um material base, ocupando a maior parte do domı́nio, e um ou mais materiais
de reforço, em menor fração volumétrica. A ideia é que a associação dos componentes con-
fira ao elemento estrutural um desempenho superior ao apresentado pelas fases, isoladamente.
O concreto armado é um dos exemplos mais comuns de compósito, largamente utilizado na
construção civil, que combina o baixo custo do concreto e sua resistência à compressão, com a
ductilidade e a resistência à tração do aço.

Desde quando Clough (1960) utilizou pela primeira vez o termo elemento finito para o
fim que se tem hoje, diversas foram as contribuições registradas durante as décadas seguintes
que proporcionaram a evolução do Método dos Elementos Finitos (MEF). Essa evolução está
relacionada também ao advento do computador, que possibilitou o estabelecimento do MEF
como uma ferramenta indispensável na solução dos mais diversos problemas de engenharia.
Até meados dos anos 1990, cerca de 40.000 trabalhos, entre artigos e livros, foram publicados
sobre elementos finitos e suas aplicações (Cook, 1995). Atualmente, é possı́vel encontrar, em
uma simples busca na internet, mais de 25 milhões de resultados relacionados a ”finite element
method”.

Em engenharia estrutural, modelos bi e tridimensionais de estruturas são largamente utiliza-
dos, dando origem a inúmeras formulações do MEF. Particularmente, nos casos bidimensionais,
em que estes são simplificações de problemas tridimensionais, formulações mais robustas são
necessárias a fim de garantir maior fidelidade ao fenômeno fı́sico em estudo. Com este intuito,
a mescla de diferentes tipos de elementos (planos e lineares) pode ser utilizada para garantir
uma melhor aproximação da constituição macroscópica, ou até mesoscópica, de algum produto
heterogêneo. Um exemplo desta aplicação é o estudo de materiais compósitos, no qual cada ma-
terial constituinte pode ser representado por um tipo de elemento finito. Em domı́nios planos
reforçados, a modelagem da matriz pode ser feita com elementos triangulares ou quadrilaterais,
enquanto os reforços são aproximados por elementos de barra, retilı́neos ou curvos.

Recentemente, com os avanços experimentais nos estudos de Concreto Reforçado com
Fibras (CRF), torna-se necessário conceber modelos numéricos capazes de contribuir com o es-
tudo deste material. A adição de fibras ao concreto armado possibilita reduzir ou até substituir a
armadura convencional. Esse é um dos principais motivos para o crescente desenvolvimento das
pesquisas na área. Segundo Figueiredo (2000), a adição de fibras de aço ao concreto faz com
que este material passe a apresentar um comportamento pseudo-dúctil, ou seja, continue apre-
sentando uma resistência residual a esforços nele aplicados mesmo após o inı́cio da fissuração.
Isto ocorre devido à capacidade das fibras de absorver parte das forças trativas responsáveis pela
abertura de microfissuras, atenuando este processo.

Ngo & Scordelis (1967) são responsáveis pelo primeiro registro de publicação sobre análise
de concreto armado via MEF. Os autores utilizaram elementos finitos triangulares planos para
representar o concreto e a armadura, cuja aderência foi avaliada a partir de elementos de in-
terface. Phillips & Zienkiewicz (1976) desenvolveram um elemento linear representando uma
barra embutida em um elemento isoparamétrico quadrilateral (concreto), de modo que a direção
deste reforço fosse alinhada com um dos eixos locais do elemento plano. Ou seja, o elemento
de aço é considerado como um componente axial embutido no elemento isoparamétrico e seus
deslocamentos são consistentes com os do elemento de concreto.
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No trabalho de Elwi & Hrudey (1989), é apresentada uma formulação para um elemento
curvo (reforço) embutido em elemento isoparamétrico de oito nós (Q8). O reforço é descrito em
coordenadas globais, o que possibilita independência da discretização do domı́nio. Real (2000)
apresenta um modelo para análise probabilı́stica via Monte Carlo de estruturas de concreto
armado, sob estado plano de tensão, através do método dos elementos finitos. Este modelo
mostra como as incertezas presentes nos principais parâmetros do comportamento de vigas e
pilares afetam a variabilidade da resposta da estrutura, sob um determinado carregamento. O
concreto é modelado através de elementos Q8. A armadura é representada através do modelo
incorporado, proposto por Elwi & Hrudey (1989).

Bitencourt Júnior (2009) desenvolveu uma plataforma computacional que possibilita a
análise de concreto armado reforçado com fibras de aço. Para a representação do concreto,
foram implementados elementos finitos planos isoparamétricos quadrilaterais e triangulares e,
para as armaduras, elementos finitos unidimensionais isoparamétricos com aproximações linear
e quadrática representados por meio do modelo discreto. Neste modelo, há uma dependência
da malha de elementos finitos para posicionar os elementos de armadura, uma vez que estes
devem ser posicionados nas arestas dos elementos de concreto. As armaduras têm seu com-
portamento descrito através de um modelo elastoplástico bilinear. Para o comportamento do
concreto, foi considerado um modelo elástico não-linear com comportamento isotrópico até o
limite de ruptura, acoplado a um modelo de amolecimento linear na tração.

Bitencourt Júnior (2014) apresenta uma estratégia numérica desenvolvida usando o método
dos elementos finitos para simular o processo de falha de compósitos cimentı́cios reforçados
com fibras de aço. Um novo esquema de acoplamento para malhas de elementos finitos não-
conformes foi desenvolvido para acoplar as malhas geradas independentemente, da matriz ci-
mentı́cia e de uma nuvem de fibras de aço, baseado na utilização de novos elementos finitos
desenvolvidos, denominados elementos finitos de acoplamento. As fibras de aço são modela-
das usando elementos finitos isoparamétricos lineares com modelo material elastoplástico. As
fibras são posicionadas usando uma distribuição randômica uniforme isotrópica, considerando
o efeito parede.

Teorias baseadas em análise probabilı́stica, como a Confiabilidade Estrutural, se propõem a
incrementar a qualidade de métodos de projeto e análise de estruturas, a partir da quantificação
e tratamento das incertezas inerentes ao problema em estudo. Como produto desse tipo de
análise, pode-se obter uma estimativa da probabilidade de falha da estrutura. Vale notar que o
conceito de probabilidade de falha não está relacionado apenas à ocorrência de eventos extre-
mos, de ruı́na estrutural, mas também à violação de qualquer requisito ao qual espera-se que a
estrutura satisfaça, usualmente definidos pelos Estados Limites de Serviço da estrutura. Como
exemplos, pode-se citar deslocamentos e tensões inadmissı́veis, e abertura excessiva de fissuras.
Dentre os métodos usuais em confiabilidade de estruturas, destacam-se o método de simulação
de Monte Carlo e o método semi-analı́tico FORM (First Order Reliability Method). Ambos são
apresentados em Melchers (1999).

Em problemas complexos de engenharia, cuja solução seja fornecida por um modelo com-
putacional, existe a necessidade do estudo de técnicas de acoplamento entre rotinas de confiabi-
lidade e modelos numéricos. De acordo com Lemaire (2013), o acoplamento é concebido para
que o modelo confiabilı́stico governe o modelo mecânico, de forma que este último recebe, em
cada iteração, um conjunto de valores relacionados às variáveis aleatórias envolvidas, fornecido
pelo módulo de confiabilidade.
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Paliga (2008) implementou um modelo computacional, baseado no método dos elementos
finitos e na técnica de simulação de Monte Carlo, para a análise de estruturas de concreto ar-
mado reforçadas externamente. Foi feita uma análise probabilı́stica com o intuito de avaliar a
segurança de de vigas de concreto armado em flexão, recuperadas de um dano sofrido através
da colagem de lâminas de Polı́mero Reforçado com Fibras de Carbono (PRFC) em sua face tra-
cionada. Nogueira (2010) apresentou avanços na modelagem mecânica de estruturas de barras
em concreto armado, bem como no acoplamento entre modelos de confiabilidade e otimização
para obtenção de dimensões ótimas, respeitando os requisitos de segurança especificados em
projeto. Em relação à modelagem mecânica via MEF, além do comportamento não-linear fı́sico
e geométrico, foi considerada a contribuição dos mecanismos complementares de resistência
ao cisalhamento. Foram utilizados elementos finitos de pórtico plano, a partir da teoria de Ti-
moshenko. Quanto ao acoplamento de confiabilidade e otimização, foram exploradas melhorias
no Método de Superfı́cie de Resposta e no acoplamento direto via Método de Confiabilidade de
Primeira Ordem (FORM).

No presente trabalho, propõe-se a análise de domı́nios bidimensionais reforçados com bar-
ras ou fibras curtas, no contexto da Confiabilidade Estrutural, a fim de quantificar a influência
da aleatoriedade de algumas variáveis de projeto na resposta da estrutura. Um modelo mecânico
simples, com materiais elástico-lineares e incorporação de reforço via modelo discreto, é aco-
plado ao método FORM. Conceitos de Programação Orientada a Objetos (POO) são utilizados
no desenvolvimento, visando flexibilidade no reuso de códigos, bem como técnicas de proces-
samento paralelo, a fim de reduzir o custo computacional.

2 MEF APLICADO A DOMÍNIOS ELÁSTICOS LINEARES E PLA-
NOS

Nesta seção abordam-se as formulação dos elementos finitos utilizados na implementação
das rotinas deste trabalho. Com isso, pretende-se mostrar os principais condicionantes na mon-
tagem da matriz de rigidez global K, sendo esta composta pelas contribuições das matrizes de
rigidez dos elementos planos (Ke

c ) e dos elementos de reforço (Ke
s ).

2.1 Formulação do MEF para Treliça

Na Figura 1 apresenta-se um elemento finito de treliça plana com dois nós, o qual repre-
senta os reforços inseridos no domı́nio. Cada nó possui dois graus de liberdade, e o vetor de
deslocamentos De para um elemento e contém as componentes de deslocamento nodal De

ij ,
representadas nas coordenadas globais, conforme indicado na Eq. (1).

De = [De
1X De

1Y De
2X De

2Y ]T (1)

O elemento finito de treliça permite apenas deformação por alongamento, na direção de seu
eixo. Assim, sua matriz de rigidez local e vetor de forças internas são montados considerando
apenas as componentes de deslocamentos nodais na direção do eixo x (coordenada local), como
mostrado na Fig. 1. Dessa forma, o vetor de deslocamentos dex = [de1x de2x]

T = T eDe, em
coordenadas locais, é obtido com auxı́lio da matriz de rotação T e.
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Figura 1: Elemento de treliça 2D no sistema de coordenadas globais

De posse dos valores nodais, calcula-se o vetor de deslocamentos no elemento, a partir da
Eq. (2), no qual as funções de formaN e são definidas na Eq. (3), em que xei são as coordenadas
dos nós inicial e final do elemento, e Le o seu comprimento.

uex = N edex (2)

N e = [N e
1 N e

2 ] =
1

Le
[xe2 − x x− xe1] (3)

Além disso, as deformações na direção da barra são dadas pela Eq. (4), em que a matriz
Be, que relaciona deformação e deslocamentos, é mostrada na Eq. (5).

εex = Bedex (4)

Be =

[
∂N e

1

∂x

∂N e
2

∂x

]
=

1

Le
[−1 1] (5)

O vetor de forças nodais, em coordenadas locais e globais, pode ser obtido a partir do
Princı́pio dos Trabalhos Virtuais (PTV), sendo o trabalho interno virtual de um elemento de
treliça escrito da forma

δW e
int =

∫
Ωe

δεeTx σ
e
xdΩe (6)

em que δεeTx = Beδdex é deformação virtual devido a um campo de deslocamentos virtual
arbitrário, e σex é a componente de tensão normal no respectivo elemento. A partir das coorde-
nadas locais, e considerando constante a área da seção transversal (Ae), a Eq. (6) é reescrita na
forma da Eq. (7).

δW e
int = Ae

∫ xe2

xe1

δεeTx σ
e
xdx

e = AeLeBeTσexδd
eT
x (7)
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Da última equação, extrai-se o vetor de forças internas do elemento e, definido na Eq. (8).

f eint = AeLeBeTσex (8)

O mesmo vetor pode ser expresso em termos de coordenadas globais, multiplicando-se pela
matriz de transformação, da forma F e

int = T eTf eint.

A partir do Princı́pio da Mı́nima Energia Potencial Total, em que se define o funcional
Π(dex1 , d

e
x2

), e gera-se o sistema de equações algébricas fazendo ∂Π
de
xi

= 0, com i = 1, 2, pode-se
escrever a matriz de rigidez local, como segue.

kes =
∂f eint
∂dexi

=
∂f eint
∂σex

· ∂σ
e
x

∂εex
· ∂ε

e
x

∂dex
(9)

Sabe-se que os termos na multiplicação da Eq. (9) são definidos como:

∂f eint
∂σex

= AeLeBeT (10a)

∂f eint
∂σex

= Ee (10b)

∂εex
∂dex

= Be (10c)

Na Eq. (10b), Ee é módulo de elasticidade linear do elemento. Assim, apresenta-se na Eq.
(11) a matriz de rigidez em termos de coordenadas globais (Ke

s) de um elemento de treliça.

Ke
s = T eTkesT

e (11)

2.2 Formulação do MEF para Problemas de Estado Plano

São dois os principais tipos de problemas de elasticidade plana: estado plano de tensão
(EPT) e estado plano de deformação (EPD). Como o presente trabalho trata de modelagem de
vigas à flexão, o estado plano de tensão mostra-se mais apropriado, aproximando esses elemen-
tos estruturais como uma chapa, submetidas a cargas atuantes no seu plano médio.

Assim como na seção anterior, a matriz de rigidez de um elemento finito plano será dedu-
zida a partir do Princı́pio da Mı́nima Energia Potencial Total. O Funcional Π que representa a
Energia Potencial Total de um sólido qualquer, é obtido pela soma das parcelas associadas às
forças externas e aos esforços internos, dadas pelo termo positivo e pelos dois negativos que se
seguem, respectivamente, na Eq. (12), respectivamente.

Π =
h

2

∫
Ω

εT (σ + σ0)dΩ − h

∫
Ω

uTbdΩ −
∫

Γ

uT tdΓ (12)

Nesta, σ e σ0 são a tensão e a tensão inicial, respectivamente, e ε é a deformação do sólido
de espessura h. Ainda, b e t são as forças de volume e de superfı́cie prescritas. Ressalta-se o
fato de que o funcional é escrito em função do campo de deslocamentos u.

Os deslocamentos de um ponto qualquer do elemento são obtidos por interpolação dos seus
deslocamentos nodais ue. Essa aproximação deve implicar em componentes de deformação ε,
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com continuidadeC0 no domı́nio do elemento (Ωe), permitindo a integração da matriz de rigidez
e, desse modo, chegando-se ao sistema de equações algébricas de equilı́brio,

ue = Nde (13)

sendo a matriz N composta pela funções de interpolação. Cada uma destas funções tem a
propriedade de ter valor unitário em um ponto nodal e ter valores nulos nos demais. O campo
de deformações no interior do elemento finito é obtido pela Eq. (14).

εe = Bede (14)

Para um elemento qualquer, a matriz B é determinada aplicando-se o operador diferencial
L (Eq. (15)) à matrizN , como é mostrado na Eq. (16).

L =


∂
∂x

0

0 ∂
∂y

∂
∂y

∂
∂x

 (15)

B = LN (16)

A partir da lei de Hooke generalizada, considerando-se as simplificações impostas pelo
EPT, além de adotar um material isótropo, a matriz constitutiva D apresentada na Eq. (17),
relaciona as tensões no interior do elemento com as deformações, como na Eq. (18).

D =
E

(1 − ν2)


1 ν 0

ν 1 0

0 0 1−ν
2

 (17)

σe = Dεe (18)

Substituindo as Eqs. (13), (14) e (18) na Eq. (12), o funcional de energia potencial total,
associado a um elemento, é reescrito como:

Πe =
h

2

∫
Ωe

de
T

BeT (DBede + σ0)dΩe − h

∫
Ωe

de
T

NTbdΩe −
∫

Γe

de
T

NT tdΓe (19)

em que Ωe é a superfı́cie e Γe é o contorno, ambos do elemento finito.

A minimização de um incremento da energia potencial total permite definir o campo de
deslocamentos associado a uma configuração de equilı́brio estático do corpo, resultando em

h

∫
Ωe

BeTDBedΩe de = h

∫
Ωe

NTbdΩe +

∫
Γe

NT tdΓe − h

∫
Ωe

BeTσ0dΩe (20)
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na qual definem-se os seguinte termos:

Ke
c = h

∫
Ωe

BeTDBedΩe (21a)

f eb = h

∫
Ωe

NTbdΩe (21b)

f et =

∫
Γe

NT tdΓe (21c)

f eσ0 = −h
∫

Ωe

BeTσ0dΩe (21d)

f e = f eb + f et + f eσ0 (21e)

em que f e é o vetor de forças nodais composto pelas parcelas de de forças equivalentes às forças
de corpo (f eb), às forças de contorno (f et ), e às tensões iniciais (f eσ0). O termoKe

c é a matriz de
rigidez simétrica de um elemento finito. Pode-se então reescrever a Eq. (20) como segue.

Ke
c d

e = f e (22)

Nas aplicações deste trabalho, são utilizados os elementos planos triangular T3 (Fig. 2a)
e quadrilateral Q8 (Fig. 2b). O primeiro possui 3 nós, com aproximação linear em desloca-
mentos, e o segundo possui 8 nós, com aproximação quadrática em deslocamentos. Ambos
possuem dois graus de liberdade translacionais em cada nó, e suas funções de interpolação são
apresentadas na Tabela 1.

1 2

3

PG1

x1

x2

x3

(a) T3

h

x

1 5 2

6

374

8

PG1 PG5 PG2

PG8

PG9

PG6

PG4 PG7 PG3

(b) Q8

Figura 2: Elementos finitos isoparamétricos utilizados

2.3 Formulação Acoplada para Domı́nios Reforçados

O modelo utilizado neste trabalho é o modelo discreto, descrito por Bitencourt Júnior
(2009) como o método no qual as barras de reforço são modeladas como elementos de treliça,
individuais, ligados aos nós dos elementos que representam a matriz. Assim, os elementos
de barra são dispostos, obrigatoriamente, nas arestas dos elementos planos. Este método é de
fácil implementação, porém apresenta limitação quanto à sua dependência entre as malhas de
elementos finitos.
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Tabela 1: Funções de formas para elemento planos isoparamétricos

T3
N1 = ξ1 N2 = ξ2

N3 = ξ3 = 1 − ξ1 − ξ2

Q8

N1 = −1
4
(η − 1)(ξ − 1)(η + ξ + 1) N2 = 1

4
(η − 1)(ξ + 1)(η − ξ + 1)

N3 = 1
4
(η + 1)(ξ + 1)(η + ξ − 1) N4 = 1

4
(η + 1)(ξ − 1)(ξ − η + 1)

N5 = 1
2
(ξ2 − 1)(η − 1) N6 = −1

2
(η2 − 1)(ξ + 1)

N7 = −1
2
(ξ2 − 1)(η + 1) N8 = 1

2
(η2 − 1)(ξ − 1)

A solução do problema acoplado é obtida adicionando-se as contribuições de rigidez e de
forças nodais internas e externas, advindas dos elementos uni e bidimensionais, considerando-
se a correspondência entre graus de liberdade e a correta incidência cinemática dos termos, vide
Eq. (23).

d = K−1f (23)

3 CONCEITOS EM CONFIABILIDADE ESTRUTURAL

Segundo Sagrilo (2003), a confiabilidade estrutural tem como principal objetivo avaliar a
segurança de uma estrutura, a partir do cálculo da probabilidade de que um estado limite desta
estrutura seja violado. Assim, é possı́vel quantificar a probabilidade de que uma estrutura não
suporte as solicitações especificadas durante o projeto. Para quantificar os modos de falha de
uma estrutura utilizam-se as chamadas equações de estado limite (funções de falha), que são
deduzidas a partir dos aspectos fı́sicos do problema em análise. Seja uma função de falha
denominada G(X), em que X é um vetor de variáveis aleatórias (v.a.) consideradas na análise.
Para cada modo de falha de uma estrutura a respectiva função estabelece uma fronteira entre as
regiões de falha Ωf e sobrevivência Ωs da estrutura, onde valores positivos deG(X) representam
evento seguro e a condição G(X) ≤ 0 indica evento de falha. A probabilidade de falha é
calculada integrando-se a função conjunta de densidade de probabilidade das v.a. do problema
sobre o domı́nio de falha, conforme apresentado a seguir.

Pf =

∫
Ωf

fX (x) dx (24)

A integral n-dimensional supracitada é de difı́cil avaliação analı́tica, considerando-se a
complexidade das funções densidade de probabilidade das distribuições estatı́sticas usuais.
Sendo assim, faz-se necessário a utilização de métodos de análise em confiabilidade estrutural
para sua resolução. No presente trabalho será utilizado o Método de Confiabilidade de Primeira
Ordem (FORM), uma alternativa à simulação de Monte Carlo.

De acordo com Beck (2014), a simulação de Monte Carlo é basicamente uma simulação
que envolve a utilização de números aleatórios. O método tem como objetivo produzir N even-
tos randômicos para serem avaliados na equação de estado limite G(X). Desta forma, eventos
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que possuem valores negativos são contabilizados como eventos de falha (Nf ). Assim, a pro-
babilidade de falha é estimada pela razão entre o número de eventos de falha e o número total
de eventos conforme Eq. (25).

Pf =
Nf

N
. (25)

Os resultados gerados pela simulação de Monte Carlo podem ser bastante precisos, a de-
pender do número de cenários que sejam testados. Contudo, para problemas que possuam
probabilidades de falha muito baixas, faz-se necessário a realização de um grande número de
simulações para atingir respostas adequadas, implicando em alto custo computacional.

O FORM é um método analı́tico de confiabilidade baseado na transformação das variáveis
aleatórias originais em variáveis aleatórias normais equivalentes, e na linearização da função
de falha do problema. O grande diferencial desse método consiste em sua capacidade de uti-
lizar toda a informação estatı́stica das variáveis aleatórias do problema, podendo-se lidar com
distribuições estatı́sticas quaisquer, inclusive considerando correlação entre variáveis. O pro-
blema de confiabilidade é formulado como um problema de otimização não linear com restrição,
no qual busca-se o chamado ponto de projeto, definido no espaço transformado das variáveis
normais equivalentes (Fig.3).

Este ponto contém os valores das variáveis aleatórias que mais provavelmente levem à falha
da estrutura. Desta definição decorre o conceito de ı́ndice de confiabilidade (β), que consiste
na menor distância entre a origem do espaço transformado e a superfı́cie de falha. A busca pela
solução do problema de otimização posto é feita de forma iterativa, com base no método HLRF.
Maiores detalhes acerca do método são apresentados em Melchers (1999).

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

y1 = (R− μR)/σR

y 2
=

(S
−

μ
S
)/
σ
S

β
(y∗1 , y

∗
2)

m(y1, y2) = 0

falha

seguro

Figura 3: Representação da superfı́cie de falha no espaço reduzido, para duas variáveis aleatórias

Os termos da função de falha G(X), podem conter expressões de modelos mecânicos e
modelos de carregamento, sendo implicitamente definidos por um modelo numérico qualquer.

CILAMCE 2017
Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, P.O. Farias (Editor), ABMEC, Florianopolis, SC, Brazil, November 5-8, 2017
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No acoplamento para uma rotina confiabilı́stica do tipo FORM, há a necessidade de se calcular
o valor da função de falha e seus gradientes, os quais são utilizados na estimativa da probabili-
dade de falha do problema. Considerando-se a natureza implı́cita de G(X), suas derivadas são
calculadas numericamente por diferenças finitas, para cada chamada do modelo mecânico de
elementos finitos, conforme Fig. (4)

ESTIMATIVA INICIAL DOS
VALORES DAS V.A.

TRANSFORMAÇÃO DAS V.A. PARA
O ESPAÇO NORMAL REDUZIDO

PROCEDIMENTO ITERATIVO DO
FORM PARA BUSCA DO PONTO

DE PROJETO

CÁLCULO DO ÍNDICE DE
CONFIABILIDADE 𝛽𝛽 E ESTIMATIVA
DA PROBABILIDADE DE FALHA 𝑃𝑃𝑓𝑓

MÓDULO
NUMÉRICO

chamada do modelo

cálculo de 𝐺𝐺 e ∇𝐺𝐺

Figura 4: Esquema ilustrativo da estratégia de acoplamento direto via FORM

4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

4.1 Viga em Concreto Armado

Apresenta-se a seguir um exemplo de viga de concreto armado, submetida a um ensaio
de flexão em 4 pontos, apresentado originalmente em Leonhardt e Walther (1962) apud Biten-
court Júnior (2009), cujas caracterı́sticas geométricas são ilustradas na Figura 5. O módulo de
elasticidade do concreto é de 28 GPa, associado a uma resistência à flexão de 25 MPa, e co-
eficiente de Poisson igual a 0,2. O exemplo é adaptado, adotando-se uma carga P = 155 kN,
em substituição ao valor original, de 72,25 kN. Além disso, o aço da armadura adotado, possui
módulo de elasticidade de 200 GPa e tensão de escoamento igual a 500 MPa.

300 810 330 810 300 19

320

2Ø26 

(As = 10,6 cm²)

P P

Figura 5: Propriedades geométricas (valores em mm) e esquema de ensaio em quatro pontos

Considerando-se a modelagem linear fı́sica deste trabalho, propõe-se uma simulação sim-
plificada do comportamento da viga, não contemplando toda a resposta experimental apresen-
tada pelos autores, a qual apresenta um trecho não linear de maior ductilidade. Inicialmente,
o problema é modelado no programa Abaqus, sem armadura, de forma a validar os elementos
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finitos T3 e Q8 implementados. O valor do deslocamento vertical máximo, no meio do vão, é
usado como referência. Os resultados do estudo de convergência são apresentados na Tabela 2
e na Figura 6, notando-se a performance superior do elemento Q8, em relação ao T3.

Tabela 2: Estudo de convergência de malha, com elementso T3 e Q8

Malhas

Elemento T3 Elemento Q8

No de

elementos

Deslocamento (mm) No de

elementos

Deslocamento (mm)

Abaqus ReliaFEM Abaqus ReliaFEM

1 104 -1,25609 -1,25609 6 -1,48607 -1,48607

2 300 -1,43970 -1,43970 16 -1,56277 -1,56277

3 1326 -1,54660 -1,54660 52 -1,57797 -1,57797

4 5304 -1,57554 -1,57554 150 -1,58146 -1,58146

1 2 3 4
Malhas

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

D
es

lo
ca

m
en

to
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 (m

m
)

T3
Q8

Figura 6: Deslocamentos verticais no meio do vão para as malhas analisadas

A malha 4 (Fig. 7) para elementos Q8 é então adotada para a modelagem do problema com
reforço. O esquema de discretização matriz+reforço é ilustrado na Fig. 8. Segundo o modelo,
o valor da flecha máxima é reduzido a 1,37 mm, com ganho de rigidez igual a 13%. A resposta
do modelo reforçado também é validada com o Abaqus, obtendo-se um nı́vel de precisão como
o apresentado na Tabela 2.

Step: Carga
Increment      1: Step Time =    1.000

ODB: Malha_Ex1_CILAMCE.odb    Abaqus/Standard 6.13−1    Sun Sep 10 23:07:59 GMT−03:00 2017

X

Y

Z Figura 7: Malha adotada no exemplo
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Elementos 
de treliça

Elemento plano Q8

Figura 8: Esquema de acoplamento de elementos finitos Q8 e Treliça

As variáveis aleatórias tratadas no problema são apresentadas na Tabela 3. Os parâmetros
estatı́sticos (média e desvio padrão) de cada variável aleatória são escritos em termos dos coe-
ficientes mean e COV (coeficiente de variação).

Tabela 3: Parâmetros estatı́sticos das variáveis aleatórias utilizadas no problema

Variável Sı́mbolo Distribuição mean COV

Resistência à compressão do concreto fck Normal 1,17 0,15

Resistência ao escoamento do aço σy Lognormal 1,03 0,063

Módulo de elasticidade do aço Ea Normal 1,04 0,05

Carga permanente P Normal 1,05 0,1

O valor médio da variável aleatória é obtido multiplicando-se o fator apresentado por seu
valor nominal. Em relação ao desvio padrão, este é obtido multiplicando seu valor médio pelo
coeficiente de variação. As informações estatı́sticas das variáveis foram obtidas nos trabalhos
de Hamilton (2011) apud Souto (2015) e Santos et al. (2014). O módulo de elasticidade do
concreto é escrito como v.a. a partir da distribuição da resistência à compressão.

Os modos de falha considerados referem-se à flecha crı́tica na viga, e à tensão crı́tica atuante
na armadura, conforme as funções de falha a seguir.

G1 = Udet
adm − U conf

max (26a)

G2 = σy − σconfs,max (26b)

Na Tabela 4 apresentam-se os valores de probabilidade de falha obtidos via FORM. Notam-
se valores elevados de Pf , tı́picos de Estado Limite de Serviço (ELS), sendo o segundo modo de
falha dominante. Uma informação importante fornecida pela análise via FORM são os fatores
de importância de cada v.a. na probabilidade de falha obtida, calculados a partir dos cossenos
diretores do vetor normal à função de falha no ponto de projeto no espaço reduzido. Os fatores
são apresentados em termos percentuais na Tabela 4.
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Tabela 4: Valores de probabilidade de falha e fatores de importância das v.a.

Funções

de Falha

Probabilidade

de Falha

Fatores de Importância

Ea fck σy P

G1 10−2,7772 4,75% 91,06% 0,0% 4,19%

G2 10−2,2980 83,49% 7,53% 1,76% 7,22%

Nota-se que a resistência à compressão do concreto, descrita como v.a. fck, possui alta
influência na análise confiabilı́stica da função de falha G1, o que pode ser explicado pelo seu
comportamento disperso, com o maior COV dentre as v.a. consideradas neste exemplo. Já
no segundo modo de falha, o módulo de elasticidade do aço se mostra a v.a. dominante na
resposta. Por fim, observa-se que a v.a. P , associada à carga aplicada, possui pouca influência
na obtenção de Pf em ambos os modos investigados.

4.2 Espécime de Concreto Reforçado com Fibras

O segundo exemplo trata de um espécime de concreto fluido reforçado com fibras curtas
metálicas, e é adaptado do trabalho de Agra (2017). O autor submeteu o espécime a um ensaio
de flexão em 3 pontos, normatizado pela EN 14651 (2007), que visa medir a resistência à tração
por flexão do concreto, de forma que caracteriza as resistências residuais do concreto à flexão
para determinadas aberturas de fissuras, assim como o limite de proporcionalidade. A geometria
e as dimensões do espécime são ilustradas na Fig. 9. A viga possui um entalhe com 25mm de
altura, 5mm de largura. O módulo de elasticidade do concreto é de 28 GPa, associado a uma
resistência à flexão de 25 MPa, e coeficiente de Poisson igual a 0,2. O aço da armadura possui
módulo de elasticidade de 210 GPa. A carga vale P = 10 kN.

275 275

25 250 250 25 15

15

Figura 9: Propriedades geométricas (dimensões em mm) e esquema de ensaio em três pontos

Considerando-se a modelagem linear fı́sica deste trabalho, propõe-se uma simulação sim-
plificada do comportamento do espécime, não contemplando toda a resposta experimental apre-
sentada pelo autor, a qual apresenta um trecho não linear de maior ductilidade. O esquema de
discretização matriz+reforço é ilustrado na Fig. 11. Inicialmente, o problema é modelado no
programa Abaqus, sem fibras, de forma a validar o modelo em elementos T3 implementado.
Os deslocamentos horizontal e vertical na extremidade inferior do entalhe são adotados como
referência. A malha (Fig. 10) que leva a uma solução convergida do problema contém 3502
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Step: load
Increment      1: Step Time =    1.000

ODB: barcelona−structuredmesh−Job−5.odb    Abaqus/Standard 6.13−1    Mon Sep 11 23:30:55 GMT−03:00 2017

X

Y

Z Figura 10: Malha adotada no exemplo

Elemento 
de treliça

Elementos plano T3

Figura 11: Esquema de acoplamento de elementos finitos T3 e Treliça

elementos. Modela-se a metade do domı́nio do problema, graças à simetria, com intuito de
diminuir o custo computacional.

A fração volumétrica de fibras considerada é de 0, 5% em relação ao volume total do corpo-
de-prova. As fibras são inseridas em todas as arestas de elementos planos, ocupando o domı́nio
de maneira uniforme, totalizando 5130 fibras. De forma a representar a fração volumétrica de
0, 5% na geometria plana simulada, atribui-se uma área equivalente de aço aos elementos de
treliça. Apesar de não se investigar o comportamento pós-pico do espécime, nota-se o ganho de
rigidez proporcionado pelas fibras, sendo a abertura de fissura ao final do carregamento igual
a 2, 19 x 10−2 mm, contra 2, 25 x 10−2 mm do caso sem reforço. O valor obtido para o caso
com fibras está coerente com a resposta do autor, no trecho elástico, sob o nı́vel de carga de
10 kN. Verifica-se um ganho de rigidez inferior a 5%, em termos de deslocamentos e, como
demonstra a literatura, o reforço com fibras curtas de aço não influi, de maneira significativa, na
fase elástica inicial do problema.

As variáveis aleatórias consideradas no problema são os módulos de elasticidade do con-
creto e do aço, além da carga aplicada, conforme apresentado no exemplo anterior. O modo
de falha investigado refere-se ao deslocamento vertical máximo, na ponta do entalhe, dado pela
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equação de estado limite que segue.

G1 = U conf
max − Udet

max (27)

Os dois termos referem-se ao deslocamento calculado pelo modelo de elementos finitos
proposto. A Pf obtida representa a probabilidade de que o valor determinı́stico ultrapasse o
valor obtido utilizando confiabilidade, sendo este último mais realista, por contemplar algumas
incertezas inerentes ao problema. Pretende-se unicamente quantificar a influência da aleatori-
edade das variáveis na resposta da simulação. A Tabela 5 ilustra O valor de probabilidade de
falha obtido, e os fatores de importância das variáveis envolvidas.

Tabela 5: Probabilidade de falha obtida via FORM e Monte Carlo e Fatores de Importância

Probabilidade de Falha Fatores de Importância

Monte Carlo FORM fck P

0,68 0,63 0,08% 99,92%

O alto valor de probabilidade obtido indica que a consideração das incertezas não modifica
significativamente o valor do deslocamento crı́tico, havendo 63% de chances de que o valor
determinı́stico seja maior ou igual ao valor estimado de forma probabilı́stica. Quanto aos fatores
de importância, nota-se que o carregamento P mostra-se dominante na obtenção do valor de Pf .
Isso indica que para o tipo de função de falha adotado neste exemplo, a sensibilidade da v.a. P
na obtenção dos valores de deslocamento, é muito maior do que no exemplo anterior.

5 CONCLUSÕES

Através dos exemplos analisados, foi possı́vel validar a implementação do modelo de ele-
mentos finitos implementado, quantificando o acoplamento entre matriz e reforço elástico-
lineares. Especificamente no caso de fibras metálicas curtas, verificou-se que sua influência
na rigidez da viga, na fase elástica da resposta, é pouco significativa, conforme reportado na
literatura. Para fins de simulação do comportamento de materiais cimentı́cios reforçados por
fibras ou barras, o modelo mecânico precisa ser aprimorado, incluindo leis constitutivas não
lineares que representem adequadamente os materiais constituintes, permitindo a modelagem
de elementos até a carga última.

O modelo mecano-fiabilı́stico desenvolvido foi validado, e permitiu quantificar a influência
das incertezas associadas às variáveis de projeto na resposta dos dois problemas apresentados.
Os resultados apresentados são apenas indicativos dos modos de falha investigados, estando
associados aos valores das v.a. adotadas. Metodologias probabilı́sticas se mostram com uma
poderosa ferramenta no processo de tomada de decisão do projetista.
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