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Abstract. This paper presents a comparison of two fast multipole boundary element method
implementations, in Julia and Fortran language, with application to a heat conduction problem.
Fortran is a well known compiled language while Julia is a newborn pre-compiled language
that offers many resources for the programmer. In this work, firstly, the fast multipole boundary
element method using complex variables and Taylor series in the expansion of fundamental
solutions is presented. Since influence matrices are not explicitly obtained, it is necessary
the use of an iterative method to solve the linear system. The generalized minimum residue
method (GMRES) was chosen based on previous works. The hierarchical data structure and the
implemented algorithm are described. The two implementations of the fast multipole boundary
element method are applied to a heat conduction problem and their performances are compared.
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1 INTRODUCAO

Julia € uma linguagem de programacdo dinamica de alto nivel e desempenho para
a computacdo numérica. Ela apresenta varios atrativos como um compilador muito sofisticado,
execucdo paralela distribuida, precisio numérica, e uma extensa biblioteca de fungdes
matematicas. A biblioteca base de Julia integra cédigo fonte aberto escrito em C e bibliotecas
Fortran para édlgebra linear, geracdo de numeros randOmicos, processamento de sinais
e sequencial. Além disso, existe uma ampla comunidade de desenvolvedores contribuindo
com Julia, fornecendo continuamente uma grande quantidade de pacotes externos, tornando
seu desempenho muito equivalente, se nao superior, a linguagens comerciais no mercado.

Com o objetivo de avaliar e comparar a linguagem Julia com o Fortran, implementamos,
nessas duas linguagens, uma formulacdo do Boundary Element Methods (BEM) (ou Método
dos Elementos de Contorno). Sabe-se que o BEM oferece certa facilidade na modelagem
de muitos problemas, mas que sua eficiéncia tem sido um grande entrave para a andlise de
modelos em grande escala, dai limitando-se a resolver problemas com alguns milhares de graus
de liberdade. Uma alternativa para suprir essa deficiéncia € a combinagdo entre o Fast Multipole
Method (FMM) e o BEM, combinagdo referida como FMBEM, que possibilita a resolugdo
de problemas com milhdes de graus de liberdade reduzindo, de forma consideravel, o custo
computacional das operag¢des de O(N?) para O(N) ou O(NlogN), conforme Nishimura et. al.
(2002).

A ideia basica do FMM ¢€ tradugdo das iteragdes nd-a-né (ou elemento-a-elemento) a
célula-a-célula, onde essas células possuem uma estrutura hierdrquica tipo drvore em que as
menores (folhas) contém um ndmero prescrito de elementos de contorno. O agrupamento desses
elementos nas células e a expansao das solu¢des fundamentais em séries multip6los fazem com
que ocorra a reducao do custo computacional. Também € utilizado um solver iterativo como o
Generalized Minimal Residual Method (GMRES), que dispensa o armazenamento da matriz
dos coeficientes na memoria do computador. Dessa forma, o FMM tem ampliado a aplicagcdo
do BEM a problemas de larga escala, antes, prejudicada pela falta de efici€éncia no processo de
solugdo até entdo.

A proposta deste artigo € fazer uma comparagdo quanto ao custo computacional (tempo
de execucdo) de duas implementacoes do FMBEM, sendo uma em linguagem Fortran e outra
em linguagem Julia. O algoritmo implementado encontra-se diponivel em Yijun Liu (2009). A
medida do possivel, considerando a caracteristica de cada linguagem, o algoritmo implementado
foi o mesmo nas duas linguagens, sendo as mesmas funcdes, as mesmas variaveis, etc..

2 O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Basicamente, o BEM consiste na formulagdo de uma equacgdo integral que elimina a
discretizacdao do dominio, considerando apenas a discretiza¢do do contorno com a qual € feita o
estudo de toda a regido. Essa discretizac@o consiste na divisdo do contorno em segmentos que
sdo chamados de elementos de contorno nos quais as condi¢des de contorno sao aplicadas.

Sao apresentadas, a seguir, a formulagcdo da equacao integral de contorno e a discretizagcdo
de uma malha usando o MEC convencional (BEM) para um um problema de potencial 2D,
Fig. 1, em regime estacionario governado pela equacao de Laplace.
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Figure 1: Dominio V e Contorno S

2.1 Equacao Integral de Contorno

Seja u o campo potencial no dominio V/, tal que
Viu(r) =0, VeV (1)
com as seguintes condi¢des de contorno
w(z) = u(x), VreS;

o@) = SMn) = aln) Veesy

2)

onde S = S; U.S; é o contorno do dominio V', n o vetor normal, x o ponto fonte, y o ponto
campo e as varidveis com barra sao os valores conhecidos no contorno.
A solugdo para o problema de valor de contorno descrito pela Eq. (2) pode ser escrita como:

u@) = [[uw'(@.y)ay) - ¢' @ yu))dS(y), Vo eS, )
onde u*(x,y) é a fungdo de Green, Brebbia (1992), dada por
. 1 1
w(wy) = 5 -log () @

para um problema 2D, e
ou*(z,y) 1 0Or
on(y)  2mron’

em que 7 € a distancia entre o ponto fonte x e o ponto campo y, conforme Fig. 2.

ut(x,y) = (5)

Fazendo x — S, € obtida a formulacao cldssica do BEM denominada equacao integral de
contorno, dada por:

Clayu(a) = [[u'(z,)a(y) = ' (o, pu)]as(y), Vo e s, ©)
conforme Kane (1994).
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2.2 Discretizacao

Supondo que as partes Sy, Sa, S3, - - -, Sy do contorno S sejam aproximadas por segmentos
retilineos com um n6 no centro de cada elemento (elementos constantes) € obtida a seguinte
discretizagcdo da equagdo integral de contorno a partir da Eq. (6) para o n6 ¢ Fig. 2:

1 N N
2 j=1 j=1
onde C'(x) = % por se tratar de um contorno suave, u; e ¢; (j = 1,2,3,---, N) sdo valores

nodais de u e ¢ em I}, respectivamente, € 0s coeficientes s30 €Xpressos por:

J J

S1U S,

T

Figure 2: Discretizacao do Contorno por elementos constantes

Considerando o ponto fonte no né 7, € obtida, a partir da Eq. (6), a formula¢do discreta da
equacao integral de contorno e dada por:

(51 Hy Hpp --- Hiy (51 Gn G2 - Gin q1
1 U2 Hy  Hyp --- Hoy U2 Gor Gao -+ Gaoy q2
— + —
2
i Un ] i Hyy Hye -+ Hyn 1L Un ] i Gn1 GNQ - Gnn 1L gn |

Aplicando as condi¢des de contorno expressas pela Eq. (2) e permutando as colunas de
modo que os termos desconhecidos fiquem do lado esquerdo e os demais do lado direito da
equagao matricial, tem-se:
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a1; Q2 -+ AN Al by
Q21 Q22 - Q2N A2 by
| @N1 aNn2 -t ANN | _)\N_ _bN_

que pode ser escrita como
AN =D, 9)

onde A € a matriz dos coeficientes, A\ € o vetor dos termos desconhecidos e b o vetor dos termos
conhecidos. A constru¢do da matriz A requer operagdes de O(NN?), bem como o espago para
seu armazenamento. Além disso, a solucdo do sistema de equagdes (7) utilizando eliminacao
de Gauss requer operagdes de O(N?). Sdo esses fatores que limitam a utilizagio do BEM
convencional para problemas em larga escala.

3 OFASTMULTIPOLE BOUNDARY ELEMENT METHOD (FMBEM)

Considerando o kernel u* dado pela Eq. (6)
[, v @ p)aw)ds ), (10)
0

em que Sy é um subconjunto de S e estd distante do ponto fonte = conforme a Fig. 3. Por
conveniéncia € introduzida a notacdo complexa, onde

T = zZyg = x1+1ix9
(11)
y = z = ity
Figure 3: Pontos de Expansao para o Fast Multipole
Assim
u*(z,y) = Re{u*(29, 2)}, (12)
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onde
1
u*(20,2) = —%ZOQ(ZO —2), (13)
Dessa forma, a integral dada pela Eq.(10) € a parte real da equagdo
[ (. 2)a(2)S (2) (14)
0
Analogamente € dada a integral para o kernel ¢* da pela Eq. (6),
/S q* (20, 2)u(2)dS () (15)
0
ou* . / ’
¢ (20,2) = 5 = (ny +ing)u™ = n(z)u*
. (16)
« o 611,
u = .
0z

Assim o kernel q*(x,y) é a parte real de ¢* (2o, z).

3.1 Conceitos Tedricos
A seguir sdo apresentados conceitos importantes do FMBEM, conforme Yijun Liu (2009).
3.1.1 Expansao Multipolos (Momentos)

Dada a equacao

1
u* (20, 2) = —%log(zo —2). (17)

Supondo z, um ponto préximo ao ponto z (ponto campo) e || z — z. ||<|| z0 — 2. || a Eq.(17)
pode ser escrita como:

1 zZ—z
* =——11 —2.)+1 1— 1. 18
u* (20, 2) o 0g(z0 — zc) + 09( - zcﬂ (18)
Fazendo
Z— 2
£ = (19)
20 — Re¢
e expandindo o segundo logaritmo em série de Taylor de modo a avaliar log(1 — &), tem-se:
oo ¢k
log(1—§) == %, g <1. 0)
k=1

Assim, € obtida a equagdo
1 o
U*(Z’oa Z) = 27 Z Ok(zo - Zc)Ik(z - Zc)a (21)
T k=0

onde, por conveniéncia sdo introduzidas duas funcdes auxiliares:

Zk

(k—1)!
Ok(Z) = ok s k > 1;
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com Oq(z) = —log(z) e derivas que satisfazem
I(z) = ILii(2), k>1;
(23)
Oi(z) = —Opn(2), k>0

Observando que, na Eq.(21), os pontos zj e z sdo separados devida a introdu¢@o do ponto z,
que é a base do FMM. Assim,

/So u*(20,2)q(2)dS(2) = 1 /0 li Ok(z0 — 2ze)Ip(z — 2¢) | q(2)dS(2). (24)

o o

A Eq.(24) pode ser escrita como:
[, w0, )a(2)dS () = o zok 0 — 20) Mi(20), @5)

que € a expansao multip6lo, onde

Mi(z.) = /S Ii(z — 2.)q(2)dS(2) (26)

0
sd0 0os momentos proximos ao ponto z. independentes da posicdo de zy; e s6 precisam ser
calculados uma tnica vez.
Das Egs.(16) e (21), tem-se

[, 4" Gou)aS (2 Q—ZOk 20— 2)Na(z0), o

onde

Ni(z.) = . I—1(z — zo)u(2)dS(2) (28)

3.1.2 Translacao Momento-Para-Momento (M2M)

Supondo um ponto z.. para o qual é movido o ponto z. (Fig. (3)), a translagdo M2M para a
integral do kernel u* é dada como segue:

M(zt) = [ Iz = 2)a(2)dS(:)

(29)
= [ Ikl = 20 + (e~ 20)a(2)aS ()
0
Aplicando a férmula binomial
n n
(a + b)n — Z a™ pnm
m=0 k
a equacdo anterior, obtém-se
Z[k 1 — Z Ml(Zc) (30)

De modo analogo ao que foi feito na translacdo M2M, obtém-se férmulas similares a partir da
integral do kernel q*.

CILAMCE 2017
Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
R.H. Lopez, L.EF. Miguel, P.O. Farias (Editor), ABMEC, Florianpolis, SC, Brazil, November 5-8, 2017



A FAST MULTIPOLE BOUNDARY ELEMENT CODE WRITTEN IN JULIA LANGUAGE

3.1.3 Expansao Local e Translacao Momento-para-Momento (M2L)

Supondo um ponto z;, préximo ao ponto fonte zq (Fig. (3)), com || 20 — z1 ||<|| 2 — 21 ||
Segue da expansdao multipdlo descrita na Eq.(24):

fleo) = [ (o 2)a()dS(2)

0

| 31)
a Z Ok(ZO - Zc>Mk(Zc)

27rk

=0
A fim de obter a equagdo da expansdo deve-se aplicar a expansao em série de Taylor de f(z)
em torno do ponto zy,

fz0) =3 fO(z0) (20 — 21) (32)
1=0
Escrevendo a Eq.(31) em 2,
1 [ oo
£ = LS Opelen — 2)M() 33)
T k=0

e substituindo na Eq.(32), obtém-se:

[, w0, 2)a(2)dS () = 3 Lu(zu) (2o = 22) (34)
0 1=0
que € a expansao local, onde os coeficientes s@o dados pela seguinte translacdo M2L.:
-1 | oo
Li(z) = (2 ) > Ouilzr — ze) Mi(zc) (35)
T k=0

De modo anélogo, a translacio M2L € aplicada para a integral do kernel q*.
3.1.4 Translacao Local-para-Local (L2L)

Supondo um ponto z; para o qual o ponto de expansdo local z;, € movido (Fig. (3)). A
partir da expansao local descrita na Eq.(34), obtém-se:

Lu%@@ﬂ@%@): S Lu(zo) D20 — 1)
’ 10 (36)
= g Li(z1)L((20 — 21,) + (21, — 1))

Aplicando a férmula binomial e a relagdo

ii:ii (37)

=0 m=0 m=0

obtém-se
Am%wmmmazﬁg%m%—%) (38)
cujos coeficientes sao dados a partir da translagao L2L.:
Li(}) = zp: Ln1(2; — 20) Lin(21) (39)
m=l
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Fazendo £k = m — [, a Eq.(39) pode ser escrita como:
p—l
Ll(zlL) = Z ]lc(Z/L — ZL)Ll-i—k(ZL)‘ (40)
k=0

3.2 Algoritmo

Os principais procedimentos no FMBEM, conforme Dondero (2007), Greengard (et. al.
1987), Greengard (et. al. 2009), sdao descritos como segue:
Passo 1: Discretizacdo
Discretizar o contorno S' de modo andlogo ao BEM convencional, usando elementos constantes
conforme Fig. (2).
Passo 2: Determinar a estrutura hierdrquica (arvore) da malha.
Essa estrurura estd organizada em células da seguinte forma: Primeiro constréi-se um quadrado
circunscrito a malha, essa célula € do nvel 0. Depois o quadrado é dividido em 4 quadrados
iguais em que as células que contém elementos de contorno, isto é, aquelas que contém nos,
sdo as células do nivel 1. Mais uma vez dividi-se cada quadrado em 4 quadrados iguais e as
células que possuem nos sao do nivel 2 e assim dividi-se sucessivamente até que seja alcangada
a quantidade minima de elementos de contorno por célula.
Passo 3: Célculo dos momentos multipolo
O célculo dos momentos multipolo € dado pelas Eqgs. (26) e (28), considerando o ponto z.
como o centro das células. Para as células do nivel [ que ndo sdo folhas, os momentos multipolo
sdo calculados somando os momentos multipolo de suas células filhas aplicando a translagao
M?2M, Eq. (30), que acontece desde os momentos do centro da célula filha ao centro da célula
pai.
Passo 4: Célculo dos coeficientes das expansdes locais
Deve-se calcular a expansdo local associada a uma célula C' que é dada pela soma das
contribuicdes dos elementos de contorno nas células da lista de interacdes de C' (1), com as
contribui¢des de todos os elementos de contorno das células que ndo sdo adjacentes a célula pai
de C' (2). A lista de interacdes de uma célula C' em nivel [ € composta por todas as células bem
separadas que pertencem a célula C, isto €, composta por todas as células do nivel [ que nao
possuem vértice comum. O cdlculo das contribui¢des (1) é feito por meio da translacdo M2L e
o calculo das contribui¢des (2) se faz transladando a expansdo local desde o interior da célula
pai de C' ao centro de C, utilizando a translacdo L2L. Este processo se repete a partir de [ = 2
com incremento 1 até chegar as folhas.
Passo 5: Avaliacao das integrais de contorno
Calcular o lado direito da Eq. (6). As contribui¢des dos elementos que pertencem a célula
que contém o ponto fonte z; e as células que sdo adjacentes a C' sdo calculadas pelo BEM
convencional. A contribui¢do de todo o resto é dada pela expansdo local Eq. (31) que, por sua
vez, utiliza os coeficientes calculados no Passo 4.
Passo 6: Iteragdes da solucdo
Atualizar o vetor de valores desconhecidos do sistema dado pela Eq. (26) e continuar o Passo 3
para o produto matriz-vetor a fim de que a solucdo convirja dentro de uma tolerancia dada.

4 RESULTADOS NUMERICOS

Implementamos o FMBEM em um problema que consiste em uma placa quadrada com
uma quantidade crescente de furos regularmente distribuidos nas dire¢des horizontal e vertical.
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A Fig. (4), a seguir, representa um caso com 16 furos. O tamanho dos furos € modificado de
modo que a razdo entre a drea total dos furos e a drea da placa seja constante e igual a 12,47%
de acordo com Liu e Nishimura (2006).

OO0
OO0OO0O
OO0OO
OO0OO

Figure 4: Placa Com Furos

O processamento foi realizado em um computador notebook Acer, com processador Intel
15 (2.3 GHz de clock), 8 G Bytes de memoria RAM. O compilador Fortran usado foi o Mingw
6.3.0, e a linguagem Julia usada foi a versdo 0.5.1., os resultados constam da tabela 1 a seguir.

Table 1: Tempo de processamento em segundos.

Numero Total de | Nimero Total | Tempo de Execucdo (s) | Razao
Furos na Placa | de Elementos | Fortran (T1) Julia (T2) | T2/T1
16 336 0.1562 2.5294 16.2

49 864 0.4532 2.4724 55

100 1680 1.0 3.4341 34

169 2784 2.2188 4.4074 1.9

256 4176 2.9686 4.9862 1.7

361 5856 3.7968 8.8538 23

400 6480 4.8906 10.3828 2.1

625 10080 7.1094 16.4706 23

900 14480 10.0937 22.2 2.2

1225 19680 16.2813 46.6203 29

1600 25680 19.9531 77.8269 3.9
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Os resultados demonstram que a linguagem Julia foi mais lenta que a linguagem Fortran
em todos os casos. Para o caso com maior ndmero de varidveis, a razao entre os tempos de
execucdo do Julia e do Fortran foi 3,9, ou seja, Julia gastou aproximadamente quatro vezes
o tempo do Fortran. Acreditamos que seja vidvel otimizar o fluxo de operacdes do programa
implementado em Julia tonando-o ainda mais rdpido. Como se trata de um trabalho inicial, no
houve tempo para um investimento maior nessa proposta de melhoria. Entretanto, este aspecto
serd contemplado em trabalhos futuros.

5 CONCLUSOES

Este trabalho fez uma comparacgao entre o tempo de execucao de um algoritmo de FMBEM,
aplicado a um problema de potencial 2D, implementado em duas linguagens diferentes, Julia e
Fortran. Foi analisado uma placa com furos, com o nimero de furos variando entre 16 e 1600.
A linguagem Fortran se mostrou mais rapida que a linguagem Julia. Entretanto, considerando as
facilidades inerentes a linguagem Julia, como uma linguagem compilada em tempo real, com
bibliotecas graficas eficientes e faceis de usar, ela se mostra como uma 6tima op¢ao para ser
usada na implementacdo de métodos computacionais. Um fator importante € que a linguagem
Julia é uma linguagem de cddigo aberto (open source), portanto acessivel a todos. E vale
ressaltar que uma boa perspectiva para a linguagem Julia, estd na substituicao de linguagens
comerciais, como, por exemplo, o MATLAB.
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