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Abstract. This work brings together theoretical formulation and computational strategies
introduced elsewhere (Koutsourelakis (2007), Weinan e Enggist (2003), Nonenmacher
(2011)) for upscaling in random heterogeneous mediums. By heterogeneous it means both
multi-physics models at different scales and random parameters at distinct locations in the
physical domain, probably correlated, e.g. Stokes-Brinkman and fractures at microscale and
heterogeneous Darcy at macroscale when the target problem is hydrocarbon reservoir
simulation (hyperbolic problem) as in (Pal, 2011), or a matrix with aleatoric inclusions at
microscale and homogeneous matrix at macroscale when the target problem is solid and
structural mechanics. The approach uses a mixing of information theory and statistical
mechanics in order to extract relevant probabilistic information from microscale and
adaptively control the stochastic distance between two scale responses. A goal-oriented
upscaling procedure is defined to guarantee equivalence between micro and macroscale
target to specific output, and its generalization to a mathematical sound multi-goal-oriented
response where users controls distinct accuracies of specific target responses. Preliminary
applications in one-dimension domain for elliptic equations are presented. Applications use a
number of realizations from microscale parameters distributions producing a reduced
number of equivalent macroscale realizations, as required by user desired accuracy. The full
formulation requires solving a difficult optimization problem for an extended Lagrangian
formulation that is solved with a new Parallel Deterministic Annealing. Mathematical
formulation is such that parallelization is done over realizations so that the overall
computation cost of the stochastic upscaling is on the same order of a deterministic one.
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INTRODUCAO

Este texto descreve os aspectos matematicos e computacionais de uma formulagdo para
transposicao de escalas regidas por distintas fisicas estocasticamente caracterizadas, em geral
de uma microescala cujas equacOes estejam discretizadas por uma malha densa, ou
micromalha, que capture adequadamente as heterogeneidades incertas dos parametros, para
macroescalas (upscaling), representadas por malhas esparsas, ou macromalhas, apropriadas a
execucdo de centenas ou milhares de simulacdes de amostras (realizacGes) probabilisticas
desses parametros incertos. Assume-se, por consequéncia, que o sistema de equacoes
resultante da discretizacdo na microescala seja proibitivamente grande para a capacidade dos
computadores disponiveis.

Embora a formulacdo seja bastante geral (no sentido, por exemplo, em que se aplica a
solucdo de sistemas de equacdes diferenciais elipticas, parabdlicas e hiperbolicas), o maior
interesse esta na simulacdo de reservatérios de hidrocarbonetos. Imagina-se que o reservatorio
esteja descrito por um numero finito de realizagdes geoestatisticas de distintas distribuicdes
(variogramas) arbitradas para a descricéo das litofaceis de um determinado cendrio geoldgico.
Também, e muito importante, sdo indistintas as técnicas de discretizacdo no espaco e no
tempo (elementos ou volumes finitos, diferencas finitas, etc.) como também as caracteristicas
da solucdo e dos algoritmos utilizados para encontra-las (solu¢cGes com ou sem linearidades,
algoritmos iterativos implicitos, explicitos, etc).

A formulacdo imita Koutsourelakis (2007), adicionando-lhe novos elementos, como por
exemplo uma mudanca de fisica; utiliza uma generalizacdo dos principios apresentados em
Weinan e Engquist (2003), adicionando frutiferas ideias de malhas orientadas aos objetivos
desenvolvidos na tecnologia do método dos elementos finitos (goal-oriented FEM) e
estendidas a elementos finitos para mdltiplas escalas em Nonnenmacher (2011). A
transposicdo da micro para a macroescala traz inevitaveis perdas de resolugdo ou de acuricia
das respostas. Entretanto, essas perdas podem ser substancialmente reduzidas se forem
efetuadas transicdes para distintas macroescalas com distintos objetivos e acuracias, dai a
noc¢ao aqui apresentada de upscaling orientado aos objetivos da analise.

Na técnica ora apresentada, sdo utilizadas pelo menos duas medidas para a mensuragdo
da qualidade da transposicdo de escalas e de fisicas. Com uma primeira medida, de forma
similar as decomposicGes espectrais de covariancias (a transformacdo de Kosambi-
Karhunen-Loéve, KKL, por exemplo), avalia-se a retencdo na macroescala das informacdes
probabilisticas relevantes ao problema, mas ndo apenas da covariancia. Essa importancia das
informacdes retidas, sendo dependente do problema — dos termos de fonte, do objetivo do
problema, ctc. — exige uma medida ou um conjunto delas que julgue a acuracia da resposta
desejada frente a resposta na microescala. O uso de mais de uma medida contrasta com as
técnicas usuais de upscaling e, equivalentemente, das técnicas de reducao de base.

O problema final de extremizacdo condicional é resolvido com uma formulacédo
Lagrangeana Aumentada, e com a elaboracdo de um algoritmo paralelo, o PDA — Parallel
Deterministic Annealing, uma versdo paralela e estendida do DA- Deterministic Annealing,
descritos em Koutsourelakis (2007), e originado em Rose (1991, 1994, 1998). O PDA ¢é
naturalmente paralelizavel sobre realizacdes geoestatisticas. Essas variantes do probabilistico
Simulating Annealing sdo as naturais para essa classe de problemas haja vista a ocorréncia
espontanea de possiveis distribuicdes exponenciais na sua solucdo. Claramente, outros
algoritmos podem ser eficientemente utilizados.
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Embora a formulacdo seja bastante geral, neste momento, sdo apenas apresentadas
algumas primeiras aplicacbes em problemas unidimensionais. Nesses problemas, procura-se
ilustrar os principais aspectos da formulacao e dos algoritmos, facilmente generalizados para
outras dimensdes. A principal preocupacdo nesse texto é com a qualidade da formulagéo, dos
métodos e algoritmos desenvolvidos.

1 METODOLOGIA

1.1 Generalidades

Seja o reservatorio descrito por um conjunto de N, realizacbes geoestatisticas

coletivamente agregadas no ensemble X, identificando malhas com um numero N de células.
Confundiremos X com o campo randémico que ele representa. Reconhece-se que 0 campo
X pode conter mais informagdes do que necessario para a solu¢do de um determinado
problema de simulacdo de reservatorio. O objetivo é descrever esse campo por vetores
randomicos Y com n<N e, possivelmente, n, <N, realizagdes da macroescala, de tal

forma que a resposta ao problema especifico possa ser encontrada com menor esforco
computacional, dentro de aproximacdes pré-estabelecidas. Imagina-se que X possa ser tdo
detalhada quanto uma malha geocelular, e que contenha informagdes na microescala que
possam ser comprimidas em uma macroescala desejada para o objetivo especifico.

Se as propriedades descritas por X podem ser compactadas em Y para a solucdo de um
problema especifico, 0 que se precisa determinar sdo quais as informagcfes em X que devem
ser estatisticamente preservadas, de tal forma que a distorcdo na estatistica da resposta
desejada possa ser controlada. Pelo menos duas medidas precisam, dessa forma, ser
estabelecidas. Uma da fidelidade da representacdo de X por Y, e outra da acuracia
estatistica da resposta desejada. Notoriamente, as fisicas na microescala e na macroescala ndo
precisam, ou ndo devam, em muitos casos, serem as mesmas.

Neste texto, sem perda de generalidade, ndo serd abordada explicitamente a escala
temporal. 1sso serd feito em um futuro texto por ocasido da aplicacdo da metodologia ao
ajuste de historico como componente do controle estocastico (closed loop, malha fechada) de
gerenciamento e desenvolvimento.

As técnicas espectrais tradicionais, como as expansfes KKL, a analise dos componentes
principais (PCA) e o escalonamento multidimensional (MDS), e suas variantes que ndo sao
lineares, procuram preservar a estrutura da covariancia com o uso de uma hierarquia de
aproximagdes dada por uma sequéncia de autopares. Isso ndo maximiza a compactacdo das
informacdes, uma vez que tanto preservam modos desnecessarios como omitem modos
associados a autovalores que podem ser importantes para a resposta especifica, como também
ndo levam em conta as caracteristicas das excitacdes externas.

A ideia por trds da metodologia descrita € que ndo se podem escolher elementos
representativos de volume (REV) nem fazer uso de periodicidade de informacbes na
microescala, dado ao carater essencialmente estocastico em todas as escalas das
heterogeneidades e que, provavelmente, ndo se pode garantir alguma separagdo de escalas.
Desta forma, a mudanca de escalas deve ser feita com base em medidas de aproximacao,
possivelmente, ndo t&o aproximadas quanto se queira.
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Em uma metodologia ideal, a escolha de n, e de n deveria ser adaptativa. A qualidade

das duas medidas deveria ser aferida a posteriori, e ajustada a exigéncias de aproximacdes.
Neste texto, a determinagdo de n, é de fato feita a posteriori, enquanto que a escolha da

malha geométrica, e por consequéncia de n, é feita a priori, com base em estimativas de
recursos computacionais. Um conjunto adjacente de células é substituido por uma célula
equivalente (macrocélula, macroelemento), a ser estocasticamente homogeneizada. Uma que
garanta que a descrigdo estatistica da resposta possua a acuracia desejada. Costuma-se
denominar tais procedimentos de local para local ou, em um esfor¢o de linguagem, local-local
(Weinan e Engquist, 2003). E evidente que um procedimento global-local pode ser
igualmente empregado a custa de maior esforco computacional na geragdo da macromalha.

A mudanca de escala é feita por assimilagdo de dados prévios dos modelos, dados
observados, ou ambos, tornando a técnica também adequada a controles estocasticos, como
por exemplo, no controle de malhas fechadas com previsdo e assimilagdo de dados de
producdo, em qualquer escala de tempo. Um dos problemas principais do controle estocastico
é o esforco computacional nas duas fases, previséo e assimilagdo. Neste caso, as técnicas de
parametrizacdo, como por exemplo, as decomposicdes espectrais, podem ser
convenientemente substituidas por macromalhas, estocasticamente equivalentes. Tanto
métodos Bayesianos, como MCMC e RML, como estimadores classicos, como 0s de maxima
verossimilhanga, regularizados (méaximo a posteriori, por exemplo), sdo beneficiados com a
economia computacional da mudanca de escala, do uso de uma macromalha. Isso sintetiza a
importancia do presente estudo.

1.2 Indicador de informacéo mutua entre os campos randdémicos

A metodologia seguida é aproveitada em seus aspectos mais importantes de
Koutsourelakis (2007), e generalizada para multiplas fisicas. Estd baseada em modelos da
mecanica estatistica (Hill, 1956), e da teoria da informacdo originadas principalmente em
Shannon (1948), com algoritmos especificos desenvolvidos em Rose (1991, 1994, 1998).

A substituicdo do campo X por Y, de menor dimensdo, implica na possibilidade de
atribuir o mesmo valor a grandes regiées do dominio. O conceito de indicador de informacao
muatua € introduzido Shannon (1948) como uma medida da informacdo média que o
conhecimento de Y pode proporcionar de X, e vice-versa.

A hipdtese de que a grande regifes do dominio heterogéneo de interesse possam ser
atribuidos os mesmos valores possibilita a descricdo do campo randémico X pelo campo de
menor dimensdo Y. Uma medida da capacidade de Y aproximar X pode ser dada pelo
indicador de informacdo mutua (Shannon, 1948), dado por,

1(X,Y) = y)log—Pe ) gy
(X,Y) = [ Py (x,y) log oo () Y )

onde p,, (X,y) € densidade conjunta de (X,Y), e p,(x) e p,(y) sdo as respectivas

distribuices marginais. O seu valor minimo é zero quando os dois campos sdo independentes,
ou seja, p(X,Y)=p, (X)p, (Y). O seu valor maximo é conhecido como a entropia de X,

que se da quando os dois campos sdo idénticos X =Y. Definindo a entropia conjunta como o
proprio indicador, e desenvolvendo,
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H (X, Y) =] p (010 p, (9 [] i, (3, yog 2 D ey @

usando o fato de que “ P,y (X, y)log p, (x)dxdy =J' p, (x)log p, (x)dx. O primeiro termo no
segundo membro da eq. (2) é a entropia (Planck (1948)) de X,

H(X) =~ py (x)log py (x)dx, ©)

enquanto que o segundo é a entropia condicional ou equivoco (traducdo livre para
equivocation),

H, (X)=— y)log 2 V) gy
v (X)==[[ Py (x,y)log o (4)

que se anula. Tem-se entdo que I(X,Y)=H(X)-H, (X) e I(X)=H(X). Em teoria da
informacdo, 1(X,Y) é também conhecido como a taxa R de transmissdo de informacGes de
um canal continuo (Shannon, 1948).

A conveniéncia do uso de medidas logaritmicas, geralmente de base 2 em teoria da
informacao, é justificada por praticidade, propriedade intuitiva e conveniéncia matematica.
Entretanto, a entropia e o indicador de informacdo mutua, embora possam medir a incerteza,
ndo sdo medidas probabilisticas. Aparentemente, uma medida probabilistica pode ser obtida
dividindo o indicador pela entropia de X.Se a entropia de Y é menor do que a de X, a

compressao pode ser feita a taxas maiores. Outras medidas ndo probabilisticas apropriadas de
proximidade dos dois campos estdo sendo desenvolvidas com base no conceito de entropia
relativa ou divergéncia KL.

1.3 Fidelidade da macroescala a microescala

Parece evidente que, afora algumas patologias atipicas, a qualidade da representacdo na
macroescala deve ser avaliada com medidas que comparem respostas especificas, e ndo todas
as possiveis respostas. Como, por exemplo, a capacidade de a macroescala aproximar o ajuste
ao histérico de determinada grandeza produzida pela microescala, € de grande interesse.
Dificil imaginar que uma Unica macroescala possa, em geral, substituir satisfatoriamente a
microescala na solugédo de todos os problemas de interesse. Entéo, faz sentido imaginar que,
de maneira 6tima, podem-se ter modelos especificos na macroescala para reproduzir respostas
especificas.

A medida de fidelidade € conhecida como medida de distor¢do da resposta fornecida
pelos dois campos. Essa medida pode ser escalar, vetorial ou matricial. Sem perda de
generalidade, sera assumida que a medida € escalar, vez que as outras medidas deverdo
sempre ser transformadas em uma ou em um conjunto de medidas escalares. Para
exemplificar, seja a distancia dada por,

d(X,Y)=(r(X)-r(Y))", (5)
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onde r(X) é a resposta devida a microescala e r(Y) a macroescala, geralmente funcGes

implicitamente definidas por um simulador numérico. Para cada dada distancia definida como
na eq. (5), havera necessidade do seu gradiente em relacdo a Y.

Nido ha estatisticas na eq. (5), ou seja, as funcBes randémicas r(X):R" >R, e
r(Y):R" — R devem ser compreendidas como um ensemble, ou conjunto, de amostras, ou
realizagdes, r(X,),i=1,...,Ng, e r(Y,),i=1...,n,. Neste sentido, d(X,Y):R" xR" —>R"¢é
uma colecéo de N; xn, amostras em uma dimenséo. Além disso, sera admitido, sem perda de
generalidade, que a microescala esta representada apenas por uma variavel randémica Y . 1sso

significa que a macromalha possui um unico elemento, célula ou bloco, com uma Unica
propriedade que, essencialmente, é sua melhor representacdo estocastica. A distancia, neste

caso, sera uma aplicagdo d(X,Y): RN xR > R".

E importante observar, neste estagio, que ndo se faz referéncias as fisicas que prevalecem
no dominio geométrico. E possivel, por exemplo, avaliar r(X) numa complexa fisica dos

carbonatos, utilizando Darcy-Stokes ou Stokes-Brinkman com fraturas Darcyanas, ou mesmo
em modelos composicionais, e r(Y) na fisica do modelo Black-Oil.

Além disso, uma parte ou todo o0 dominio na microescala pode ter sido transformado para
uma representacdo espectral, como por exemplo, a representacdo de KKL e suas variantes.

O objetivo é duplo. Primeiro, é desejavel um esquema de compressdo de X para Y que
leve a uma distor¢do minima da resposta desejada e, em seguida, determinar o seu valor.

Determinar a transformacéo 6tima envolve avaliar a distribuigdo a posterioride Y, p, (y).

Importante, do ponto de vista préatico, € que uma vez especificada a distorcdo desejada, 0
esquema permitira determinar varias transformacdes subdtimas e suas respectivas distor¢des.

Para o esquema estocastico estar completo, é necessario avaliar a distor¢cdo de forma
probabilistica. Uma possibilidade ¢é a distorcdo D ser a esperanca matematica da distancia,
mas, funcbGes mais significativas para certas aplicagdes, como percentis e medidas de risco
sobre as caudas da densidade, podem ser escolhidas,

D = E[d(X,Y)]. ©

Por hipdtese, o campo que descreve a microescala é dado pelo ensemble de N

realizacOes geoestatisticas. Assim, a avaliacdo da distorcdo, a sua esperanca, ou qualquer
outra medida estocastica conveniente, deve ser feita usando a técnica de Monte Carlo, ou
alguma variante simplificadora. Uma vez que X ja esta amostrado é possivel escrever,
usando a relacéo entre a densidade conjunta e a densidade condicional,

D =E[d(X,Y)]= 2 Py (X,Y)A(X,Y) =D p(X) Py (Y / X)A(X,Y), (7)

onde p,, (Y /X) é a densidade condicional de Y. O seu minimo com respeito & p,, (Y / X),
sera uma funcdo delta de Dirac que atribui a cada x de X o Y que minimiza d(X,Y).
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Esse € um problema de otimizacdo que exige mais esforco computacional do que
desejado. Em lugar disso, procura-se resolver o Lagrangeano aumentado com a restrigéo de
que o indicador 1 (X,Y) seja menor ou igual a um valor pré-especificado 1(X,Y)<R.

Com esse objetivo, podemos desenvolver a eq. (1),

P (X) Pyy (Y 7 X)
LOXY) =2, Py (X) Pyy (Y 1 X) log , ®)
XZ,Y e P (X) D Py (X) Py (Y 1 X)
X
obtendo, ap6s cancelamento de p, (X),
Y /X
(XY) = 3 py (X Py (Y / X) log R 10, ©
v ay (Y)
onde,
Gy (Y) = z Px (X) Pxy (Y / X), (10)
X
é a marginal de Y.
A fungdo Lagrangeana aumentada a ser minimizada sera entéo,
F=D+T({(X)Y)-R), (11)

onde T >0 é o multiplicador de Lagrange. O minimo se dara para derivada de F, com
respeito a p,, (Y / X), igual a zero, e T(I(X,Y)—R) =0, mais conhecidas como condicdes de
Kuhn-Tucker. Desta forma, mantendo T maior que zero e aumentando gradualmente R,
serdo obtidas realizaces de Y mais informativas sobre as realizagcdes de X. Esse problema de
minimizacao € equivalente & minimizacao da funcdo Lagrangeana complementar,

FC=1(X,Y)+A(D-D,), (12)

para uma distorcdo D, especificada. As duas fungdes sdo simultaneamente minimizadas para

T =" Ao multiplicador de Lagrange T pode-se atribuir 0 mesmo significado da

temperatura no método conhecido como Simulating Annealing, com origem na Mecanica
Estatistica. O algoritmo descrito adiante toma partido dessa similaridade.

A distribuigdo condicional 6tima é a de Gibbs, obtida anulando o gradiente de F,

g, (v)exp(~ 2% 1))

Py (Y 1 X) = 700 : (13)

onde Z(X) :quY (Y)exp(—@) é uma constante normalizadora. Ela converge para o

delta de Dirac quando T vai a zero. O minimo correspondente de F ser3,

F'=-T> p(X)logZ(X)+TR=-T>_ p(X)log > q, (Y)exp(- d(X.Y)

—)+TR. 14
T )+ (14)
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Pode-se eliminar o produto TR da expressdo acima sem nenhuma perda, uma vez que apenas
interessam os valores das variaveis que a minimizam, quais sejam, as realizacbes Y e suas
probabilidades de ocorréncia dadas pela marginal ¢, (Y). As realizagbes X, por sua vez,

supdem-se que sejam fornecidas associadas as suas probabilidades. As realizaces
geoestatisticas, em geral, ndo vém ranqueadas. Neste caso, é usual assumir a mesma

probabilidade 1/N, para cada uma.

O problema posto consiste em minimizar F* em relacdo a varidvel randémica Y
submetida a restricdo de que ziqi =1, ou seja, minimizar o Lagrangeano aumentado

F™(y;,q,,4) dado por,
Fﬁ(yiiqi’ﬂ’) = F*(yi’Qi)_/l(ZiQi -1), (15)

onde y, Y sdo as realizagdes na macroescala, 4 o multiplicador de Lagrange, e g, a
marginal de y,. Tomando o gradiente em ¢,

oF "™ 1 d(X,y;)
—=T) ex i2) =0, 16
0oq; Z(X) P( T ) (1o
e, levando em conta a eq. (3) e a eq. (10), resulta em que
Py Y/ X) A
Y Py (X) =2 17)
2. Px(9) () T

Tomando agora o gradiente em ,,

oF”~ . od(X,y.)
—— = Py (X) Py (¥;  X)——22 =0,
| Py (X) Pyy (Y; 1 X) .

(18)
pelo qual se obtém

2. Px(X) Py (Y3 X)r(X)

)= & () - )

Estad-se agora em condigdes de formular algoritmos para determinar Y e sua marginal
associada ¢, (Y).

1.4 O Algoritmo PDA

O algoritmo abaixo é uma versdo generalizada do denominado Deterministic Simulated
Annealing, ou DA, elaborado e discutido em Koutsourelakis (2007) e Rose (1991, 1994,
1998). Ele encontra Y e sua marginal associada ¢, (Y). E considerado uma versio

deterministica do classico Stochastic Simulated Annealing.

Os detalhes dados sdo maiores do que os normalmente fornecidos na literatura,
permitindo sua imediata programacdo. Além disso, as computacdes estdo ordenadas de tal
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forma que os calculos para cada realizacdo da microescala sejam feitos em paralelo. Assim,
incentiva-se 0 uso da malha geocelular, supostamente a descricdo em menor escala, para
realizar a mudanca de escala estocastica, com computacdes paralelas.

Algoritmo PDA: Parallel Deterministic Annealing

(1) Inicie com K =1, um valor suficientemente alto T =T, um fator « <1, y, arbitréario,
o, =1 &, &, tolerancias para convergéncias, e T, um valor final proximo de zero,
(2) Para k=1,2,...,K, em paralelo para cada realizacdo da microescala.

a. Calculeas Ngdistanciasa y,, d(X;, yk):(r(X.)—r(yk))2 eq. (5),

b. Calcule os N, denominadores, Z( ) z G, exp(~ d(X .,y))

- ( ly)
g exp(— ) .
, €. (13),
Z(x;)
d. Estime (Monte Carlo) a marginal de y,, q, =Z?‘; P(X;)p(y, ! X;), ver eq. (10),

c. Calculeas N, densidades condicionais, p(y,/X;)=

e. Estime (Monte Carlo), G, =Z?jlp(xj)p(yklxj)r(xj), ver eq. (19),

f. Resolva o problema unidimensional y, = r‘l(ﬂ), ver eg. (19).
k

(3) Verifique com g, a convergéncia para y, e d,. Se ndo satisfeita, repita a etapa (2). De
outra forma, continue para a etapa (4),
(4) Estime, usando Monte Carlo, a distor¢cdo média e o indicador, (em paralelo),

a. Adistorcio média, D = zk 12 P(X;) Py, I X)X, ¥),

b. O indicador, | =Z::12::p(xj)p(yk/Xj)log Py, / J),

k
(5) Reduza a temperatura T, T «— aT >T,.

(6) Dobre o nimero de realizacBes y,, ou seja, faca K <« 2K e inicialize vy, =YV,,

Ok =0 K=1..,K
(7) Elimine as redundéancias com ¢, em Y, determine n, <K, e consolide g, ,k =1,...,n;

Existem versdes sequenciais mais atuais deste algoritmo, que serdo estudadas
posteriormente. Usualmente o resfriamento deve ser lento, como, por exemplo, reduzindo a
temperatura por seus milésimos, ou seja, a =1/1.001. Os modernos métodos de Homotopia

podem ser utilizados de forma equivalente.

O que distingue esse algoritmo do Simulated Anealing é a introducdo de um algoritmo
deterministico (steepest descent) a cada nivel de temperatura. Para algumas distancias d e
respostas r a eq. (18) ndo possui um Unico ponto fixo, portanto, ndo oferece resposta Unica.
Nesses casos, deve-se escolher a de menor distor¢cdo média D.
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2 APLICACOES

Exemplo 1. Com o intuito de avaliar a qualidade da formulacéo e a acuracia possivel de seus
resultados, considere (Koutsourelakis, 2007) a equacdo diferencial de segunda ordem com

uma variavel a coeficientes estocasticos com @ e Q, €2 0 espa¢co amostral,
d dp

— a(x,)— |=0, xe|0,1], 20
dx( ( )dx] [ ] (20)

_— . d
com condicOes de contorno mistas, p(0)=0 e v(l):a(l)d—IO =1, correspondendo a um
x=1
fluxo monofasico em regime permanente em um meio poroso com pressao e velocidade
prescritas; ou uma barra eléstica com forcas e deslocamentos prescritos. A variabilidade do
pardmetro a(x,w) e dada por

a(x,w) =1+ 0.5005(2ﬁxi+¢(a))j, (21)

onde o angulo de fase ¢(w) é uniformemente distribuido no intervalo [0, 27r] e a constante X,

caracteriza o comprimento de correlacdo (escala) da heterogeneidade espacial. Para cada
realizacdo, ha um parametro equivalente, ou efetivo, dado pela média harmonica dos seus
valores no dominio. Para pequenos valores do comprimento de correlacdo a variancia é
pequena e a distribuicdo do parametro efetivo pode ser dada pela sua média harménica
apenas. O problema consiste em encontrar a distribui¢do equivalente para a determinacdo de
p(1), quando o comprimento de correlacdo for grande, tipicamente maior do que o dominio.
O problema é resolvido com as discretizaces, para 0 espago geométrico e para 0 espaco
amostral, coincidentes. Sendo a distribuicdo de massas dada pelo ensemble de realizagdes X
sobre uma dada discretizacdo, o problema consiste em encontrar a varidvel aleatéria Y do
parametro equivalente.

A micromalha possui 1000 elementos. Para x, =1/1000 campo estocastico é descrito

por 100 realizagbes X da microescala, e calculadas solucbes p(l) com as quais Sao
estimadas as Y realizagBes da macroescala orientadas para a estimativa de p(1). O problema

é essencialmente deterministico e o resultado € uma Unica realizagdo com o parametro dado
pela média harmonica. A esperanca da distorcao € nula.

Tomando x, =10, maior do que a extensdo do dominio geometrico, e simulando 1000

realizacGes da microescala, foram calculadas novamente as macro-realizagdes, com 0 mesmo
objetivo de determinar p(l). A Fig. 1 mostra o grafico da informacdo mdtua pela distorcao
média. Para evitar que o algoritmo permaneca aprisionado em um minimo local, foram
introduzidos ruidos Gaussianos nas realizagdes da macroescala. A temperatura original
utilizada foi T =100 com um resfriamento lento dado por a=1/1.001. A Fig. 2 mostra a
densidade das propriedades efetivas calculadas para a macroescala. As distribui¢cGes nas duas
escalas sdo mostradas na Fig. 3. Fez-se exigéncia de pouca precisdo nas analises, melhores
resultados sdo obtidos com maiores precisdes € com maiores N.
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Figura 1. Curva da Distor¢cdo Média com a Informacédo Mutua para o Exemplo 1.
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Figura 2. Densidades das realizagdes nas duas escalas, para o Exemplo 1.
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Figura 3. Distribuicao das realizacdes nas duas escalas, para o Exemplo 1.

Exemplo 2. Este exemplo realiza um upscaling de uma micromalha de 1000 elementos
finitos para uma macromalha de 10 elementos finitos de igual comprimento (baseado em
Koutsourelakis, 2007). A equacdo diferencial é da mesma forma da Eq. (20), também no
intervalo unitario, com condicBes de contorno de Dirichlet, p(0)=0 e p(1) no intervalo

[0,3], discretizado, para efeito de célculo, em 10 subintervalos uniformes. O parametro

estocéstico, no entanto, ndo é linear, sendo funcdo da derivada de p, na forma a(p' x,®),
nos seguintes moldes:

a(p,x,@)=p' para v(x,w)<0,3+0,30(Z,(w)), @<[0,1], (22)

a(p',x,w):%, H (@) = ®(Z, (@), para v(x,») > 0,3+0,3D(Z, (), @<[0,1], (23)

onde Z, (w) e Z,(w) sdo campos Gaussianos independentes com a mesma autocorrelagéo

A
espacial dada por p(Ax) = exp(—MJ e ®(w) é adistribuicdo acumulada normal, padrao, e,
X0

neste exemplo, X, =1/100. Foi adotada uma micromalha de 1000 elementos.

O objetivo do upscaling é a determinagdo de p(l) €[0,3]. Entretanto, deseja-se que a
fisica na macroescala seja linearizada, ou seja, a(p',x,w) = a(x,®) na Eq. (23), tornando os
algoritmos de solucdo ainda mais eficientes. Na micromalha, resolvem-se sucessivos sistemas
1000.1000 com o método de Newton-Raphson, enquanto a resposta da macromalha reduz-se a
solucdo de sistemas lineares 10.10. As Figs. 4a a 4e mostram as densidades (massa) nas duas
malhas para cada extremo nos subintervalos de upscaling. Percebe-se que quanto maior 0s
valores médios sdo, tdo melhores sdo os resultados, a0 mesmo tempo em que ha uma reducéo
das incertezas. Essa reducéo resulta de a macromalha ser especifica para a medida utilizada,
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d(x,Y):_le:

porém, com

(r (X)-r(Y))", (24)

uma Unica distribuicdo Y para todos os 10 macroelementos. Claramente,

melhores valores sdo obtidos se os parametros forem escalados macroelemento por
macroelemento, como se espera em aplicacGes em reservatorios descritos geoestatisticamente.
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Figura 4a — Distribuicfes nas duas escalas para p(1) = 0,3 e p(1) = 0,6; indicando

valores médios e desvios padrao para v(0).
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Figura 4b — Distribuic¢des nas duas escalas para p(1) = 0,9 e p(1) = 1,2; indicando
valores médios e desvios padrao para v(0).
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Figura 4c — Distribuicdes nas duas escalas para p(1) = 1,5e p(1) = 1,8; indicando

valores médios e desvios padréo para v(0).
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Figura 4d — Distribuic¢des nas duas escalas para p(1) = 2,1 e p(1) = 2,4; indicando
valores médios e desvios padrao para v(0).
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Figura 4e — Distribuicdo nas duas escalas para p(1) = 2,7, p(1) = 3,0; indicando
valores médios e desvios padréo para v(0).

3 CONCLUSOES

Foi apresentada uma formulacdo, de fato uma pequena extensdo da apresentada em
Koutsourelakis (2007), para efetuar mudangas de escalas estocasticas de reservatorios
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descritos geoestatisticamente. A formulacdo e a metodologia permitem mudancas de escalas
com técnicas local-local, e local-global, como definidos em Weinan e Engquist (2003), com
simultanea mudanca de fisica, com acuracia controlada, e incorporando o conceito de goal-
oriented upscaling contido em Nonenmacher (2011). Foram apresentados exemplos
preliminares muito animadores. Os autores estdo desenvolvendo aplicagdes mais realistas em
reservatorios bidimensionais para aplicagcfes finais em otimizagdo e controle estocéastico de
reservatorios, os quais serdo relatados futuramente. Esta sendo desenvolvida uma formulagéo
diferente para o problema de otimizacdo que permite utilizar outros algoritmos estocéstico-
deterministicos, com grande potencial de reducdo do numero de avaliacdo das medidas, de
fuga do paradigma da densidade de Gibbs e de sua estacionariedade temporal.
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