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Resumo. O objetivo deste trabalho é a análise por elementos finitos, através do software co-

mercial Abaqus, das deflexões de longas idades de uma ponte em concreto, considerando 

diferentes idades de carregamento, a fim de se verificar a influência do envelhecimento do 

concreto nas deflexões de longo termo. Uma análise viscoelástica da ponte Koror-Babeldaob 

foi realizada com a finalidade de se obterem as deformações ao longo do tempo. Foi também 

desenvolvida uma sub-rotina de usuário (UMAT) para o Abaqus, utilizando um algoritmo 

incremental baseado em séries de Prony para implementar o modelo constitutivo viscoelásti-

co do concreto. Apesar das simplificações consideradas na modelagem da ponte, os resulta-

dos evidenciam a importância de se considerar o envelhecimento e a fluência do concreto em 

análises por elementos finitos. Além disso, a sub-rotina UMAT implementada foi capaz de 

descrever satisfatoriamente o comportamento do concreto para diferentes idades de aplica-

ção do carregamento. 

 

Palavras-Chave: Viscoelasticidade, Envelhecimento, Ponte em concreto armado, Método dos 

elementos finitos. 
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1  INTRODUÇÃO 

O estudo das propriedades reológicas dos materiais de construção civil é de extrema im-

portância, visto que uma avaliação equivocada de seu comportamento pode levar uma estrutu-

ra à ruína. Um exemplo são as deformações de longo tempo ocasionadas em pontes de con-

creto armado, as quais podem chegar a valores extremos, como o caso da ponte estudada por 

Bažant et al. (2010) e Bažant et al. (2012a,b). Em outro estudo, Bažant et al. (2011) analisa-

ram 56 pontes em concreto protendido e verificaram que a maioria apresentou deflexões ex-

cessivas entre 20 e 40 anos, bem abaixo da vida útil de 100 anos esperada em projeto. 

Além dos comportamentos reológicos típicos de fluência e relaxação, o concreto é tam-

bém um material com envelhecimento, onde a data de aplicação das solicitações influencia 

diretamente nas suas deformações finais. Assim, a modelagem via MEF que considere tam-

bém o envelhecimento é uma forma de se obter valores mais reais das respostas finais de es-

truturas de concreto e contribuiria de forma significativa para a engenharia estrutural. 

O objetivo desta pesquisa é a análise das deflexões de uma ponte, utilizando o software 

comercial Abaqus, considerando diferentes idades de carregamento, a fim de se verificar a 

influência do envelhecimento do concreto nessas deflexões. Além disso, foi implementada 

uma sub-rotina de usuário (UMAT) para o Abaqus, utilizando um algoritmo incremental ba-

seado em séries de Prony, e foram comparados os resultados obtidos com essa UMAT com 

aqueles encontrados usando o módulo viscoelástico do Abaqus. 

2  FLUÊNCIA E ENVELHECIMENTO DO CONCRETO 

A fluência é um dos comportamentos básicos dos materiais viscoelásticos, a qual é carac-

terizada por uma deformação lenta e progressiva, quando o material é submetido a uma tensão 

constante. Para um dado histórico de tensões aplicadas, a equação constitutiva que relaciona 

as deformações ocasionadas no material com essas tensões é dada, para o caso uniaxial, pela 

seguinte integral de convolução: 

 ( )  ∫  (   ) ̇( )  
 

 
 (1) 

Sendo  (   ) a função de fluência do material e  ̇( ) um incremento de tensão aplicado 

num intervalo de tempo   . 

Materiais com envelhecimento são aqueles cujas propriedades mudam com o tempo, 

mesmo sem estar sob carregamento. Assim, para um material linearmente viscoelástico, a 

equação constitutiva para o caso uniaxial pode ser dada por: 

 (    )  ∫  (    ) ̇(  )   
 

 
 (2) 

Onde    é a idade em que um incremento de tensão é aplicado. Nesse caso, a função de 

fluência depende de duas variáveis, podendo ser representada como uma família de curvas ou 

por uma superfície, como mostrado na Fig. 1. 

No caso do concreto, a propriedade de envelhecimento pode influenciar bastante na res-

posta final de uma estrutura, uma vez que solicitações aplicadas em baixas idades do concreto 

geram deformações maiores do que quando aplicadas em idades mais avançadas. Esse com-

portamento foi estudado por Atrushi (2003) que, em sua tese, investigou o comportamento de 

fluência à tração do concreto submetido a carregamentos em baixas idades, comparando com 

a fluência à compressão, e a influência desse comportamento no desenvolvimento das tensões 

auto induzidas devidas à retração do concreto. 
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Figura 1. Superfície representando a função de fluência para um material com envelhe-

cimento (Adaptado de Marques & Creus, 2012) 

3  ALGORITMO INCREMENTAL PARA ANÁLISE VISCOELÁSTICA VIA MEF 

Para se realizar análises considerando materiais com propriedades viscoelásticas, através 

do método dos elementos finitos, é necessário o uso da relação constitutiva dada pela Eq. (3), 

a qual expressa tensão como uma função das deformações.  

 ( )  ∫  (   ) ̇( )  
 

 
 (3) 

Contudo, a implementação computacional dessa relação exige o conhecimento de todo o 

histórico de tensões e deformações, o que dificulta a modelagem de problemas reais e mais 

complexos, uma vez que se precisa armazenar uma grande quantidade de dados para manter 

esse histórico. 

Taylor et al. (1970) desenvolveram um método recursivo eficiente para implementação 

dessa relação via MEF, permitindo resolver problemas viscoelásticos lineares envolvendo 

grandes deformações. Porém, esse método é baseado na solução numérica da integral de con-

volução da equação constitutiva (3), fazendo com que seja dependente de todo o histórico de 

solicitações. 

Pensando em resolver esse problema de armazenamento do histórico de tensões e defor-

mações Ghazlan et al. (1995) propuseram um método numérico para incrementalização da 

Eq. (3), de modo a aproximar seus valores sem resolver a integral de convolução diretamente. 

Outro método incremental foi proposto por Zocher et al. (1997), o qual transforma a relação 

constitutiva da Eq. (3) em um conjunto de somatórios e utiliza séries de Prony para represen-

tar o módulo de relaxação do material. 

Mais recentemente, Chazal & Pitti (2010) e Chazal & Pitti (2011) apresentaram um mé-

todo semelhante ao de Zocher et al. (1997), o qual possui uma variável de estado interna para 

representar a influência do histórico de tensões e deformações e também utiliza séries de 

Prony. Porém, esse método utiliza algoritmos diferentes para análises de fluência e de relaxa-

ção, tornando-o mais dispendioso. Assim, nesta pesquisa foi utilizado o método de Zocher et 

al. (1997) o qual, simplificadamente, considera um incremento do vetor de tensões, para um 

incremento de tempo   , através da relação: 

     ̅    ̂ (4) 

  ̅   ( ) *   ∑
  

  
(   

 
  

  ) 
   +    (5) 

t' 

𝐽(𝑡 𝑡 ) 



Análise das deflexões de longo termo de uma ponte considerando o envelhecimento e a fluência do concreto 

CILAMCE 2017 

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering 

R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, P.O. Farias  (Editor), ABMEC, Florianópolis, SC, Brazil, November 5-8, 2017 

  ̂    ( ) *∑ (   
 

  

  ) 
     ( )+ (6) 

Onde  ( ) é uma matriz constante ao longo do tempo, em função do coeficiente de Pois-

son  .   é o número de pares e   ,    e    são os termos da série de Prony, apresentados na 

Eq. (10). E o vetor   ( ) representa a contribuição do histórico de tensões, sendo utilizado um 

vetor para cada par da série de Prony, dado em função do    do tempo anterior, como mostra-

do a seguir: 

  ( )   
 

  

     (    )    (   
 

  

  )  ̇ (7) 

Em que  ̇ é uma aproximação da derivada das deformações, considerada constante duran-

te o incremento de tempo    e dada por: 

 ̇  (        ) (      )        (8) 

Esse método é bastante eficiente computacionalmente, pois não necessita que a matriz de 

rigidez do sistema varie ao longo do tempo, uma vez que se mantenha um incremento de tem-

po    constante. 

4  ESTUDO DE CASO 

Para a realização dessa pesquisa foi modelada a ponte Koror-Babeldaob (KB), construída 

em 1977, ligando as ilhas de Koror e Babeldaob na República de Palau, ilustrada na Fig. 2. 

Tal ponte apresentou deflexões excessivas e entrou em colapso 19 anos após sua construção, 

tendo sido alvo de pesquisas e trabalhos publicados acerca dos motivos de sua ruína, como em 

Bažant et al. (2010) e Bažant et al. (2012a,b). 
 

 

Figura 2. Ponte Koror-Babeldaob (Bažant et al., 2010) 

4.1 Geometria e materiais 

A ponte analisada consiste de um vão principal de 241 m, o qual é formado por dois ba-

lanços simétricos conectados por uma rótula, e um vão de 72,2 m em cada lado do vão princi-

pal, com a finalidade de balancear os momentos nos pilares principais. O comprimento total 

da ponte é de 385,4 m. 

Com uma seção vazada, do tipo viga caixão, a altura da seção transversal da ponte varia 

entre 14,17 m, nos pilares principais, e 3,66 m, no meio do vão principal. As espessuras das 

lajes também variam, ficando a superior entre 0,43 m e 0,28 m, e a inferior entre 1,15 m e 
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0,18 m. Comparadas com a altura da seção transversal, as paredes laterais têm uma espessura 

muito pequena, apenas 0,36 m. A Fig. 3 a seguir mostra as seções transversais da ponte nos 

apoios principais e no meio do vão principal. 

 

 

Figura 3. Seções transversais da ponte analisada (Adaptado de Bažant et al., 2010) 

De acordo com Bažant et al. (2012a) a densidade do concreto utilizado na construção da 

ponte KB era de 2325 kg/m³, e a laje superior era coberta por um pavimento de concreto com 

uma espessura média de 76 mm e uma densidade de 2233 kg/m³. 

Para modelar as propriedades viscoelásticas do concreto foi necessário encontrar o seu 

módulo de relaxação a partir da interconversão da função de fluência apresentada por Bažant 

et al. (2012b), dada pelo modelo B3 (Baweja & Bažant, 1995) e ilustrada na Eq. (9).  

 (    )        (    )      [  (    )   ]      (    ) (9) 

Aqui, foram considerados os mesmos parâmetros utilizados por Bažant et al. (2012b) pa-

ra a criação das curvas de fluência do concreto para as idades de aplicação do carregamento 

de 7, 90 e 210 dias. A Fig. 4a mostra as curvas da função de fluência para cada uma das ida-

des t’, e a Fig. 4b mostra as curvas para o módulo de relaxação E, obtidas por interconversão. 

 

  
 

 

Figura 4. Funções (a) de fluência J(t, t’) e (b) de relaxação E(t, t’) 
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Para a utilização do método incremental viscoelástico de Zocher et al. (1997), e para a 

modelagem das propriedades viscoelásticas de um material no Abaqus, é necessário realizar a 

regressão das curvas dadas na Fig. 4b para uma série de Prony, dada pela Eq. (10). 

 (    )    (  )  ∑   ( 
 ) 

 
 

   
    (10) 

Para cada uma das curvas foram considerados 11 termos da série de Prony, o que permi-

tiu uma ótima regressão dessas curvas, ficando os valores do coeficiente de determinação R² 

próximos de 1 para os três casos considerados. A Fig. 4b apresenta também os valores obtidos 

com as séries de Prony para os módulos de relaxação, para cada idade t’. 

Ainda segundo Bažant et al. (2012b), o coeficiente de Poisson do concreto utilizado na 

ponte tinha um valor de aproximadamente 0,21, baseado em testes realizados in situ, e esse 

valor foi utilizado nesta pesquisa para a modelagem do concreto no Abaqus. 

4.2 Modelagem no Abaqus 

Dadas as dimensões da ponte analisada e, considerando as suas simetrias geométrica e de 

condições de contorno, foi modelada e analisada apenas uma metade da ponte. Foi realizada 

uma análise viscoelástica utilizando o módulo nativo do Abaqus, o qual exige como dados de 

entrada, além do coeficiente de Poisson, os termos da série de Prony para os módulos de rela-

xação volumérico, K, e de cisalhamento, G, os quais podem ser obtidos a partir dos valores 

para o módulo de relaxação  (    ), encontrados com a Eq. (10). 

Foi implementada, na linguagem de programação Fortran, uma User Material (UMAT) 

para o Abaqus. Essa sub-rotina permite ao usuário modelar o seu próprio material. Dessa for-

ma, é possível programar uma UMAT considerando o envelhecimento de materiais viscoelás-

ticos, ou seja, levando em consideração a idade de aplicação dos carregamentos diretamente 

nas análises por elementos finitos. Porém, nessa pesquisa utilizou-se uma UMAT para análise 

viscoelástica sem envelhecimento, usando o algoritmo de Zocher et al. (1997), o qual é dife-

rente do método implementado nativamente no Abaqus. 

As análises das deflexões da ponte foram realizadas considerando o peso próprio do con-

creto e o carregamento distribuído sobre a laje superior devido ao pavimento de concreto exis-

tente. Não foram consideradas as armaduras da ponte, pois pretendeu-se analisar apenas a 

influência da idade de aplicação dos carregamentos nas deflexões e comparar os resultados 

obtidos a partir do módulo viscoelástico do Abaqus com aqueles obtidos usando a UMAT 

desenvolvida, não sendo essas análises dependentes da presença das armaduras no modelo. 

A malha de elementos finitos considerada nas análises foi feita utilizando-se um elemento 

tridimensional quadrático com 10 nós, o C3D10, gerada automaticamente pelo Abaqus. Para 

verificar o tamanho do elemento que resultaria em uma malha mais eficaz, foram realizados 

testes elásticos utilizando diferentes quantidades de elementos e comparando as deflexões 

resultantes, a fim de se encontrar uma malha que gerasse um menor custo computacional sem 

perder a precisão dos resultados. 

A Figura 5 a seguir mostra os valores do erro relativo entre as deflexões para diferentes 

tamanhos de malhas, com relação a uma malha contendo 61543 elementos. A partir dos testes 

realizados, optou-se por utilizar uma malha com 12416 elementos, uma vez que, aumentando 

o número de elementos para 61543, a diferença entre as deflexões medidas no meio do vão 

principal da ponte foi de apenas 0,28%. 
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Figura 5. Erro relativo entre malhas com diferentes quantidades de elementos 
 

A Figura 6 mostra a geometria e a malha de elementos finitos utilizada nas análises vis-

coelásticas, onde foi considerada apenas uma metade da ponte KB devido às suas simetrias. 
 

 

Figura 6. Geometria e malha utilizada nas análises 

 

5  RESULTADOS E DISCUSSÕES 

A Figura 7 apresenta os resultados das deflexões obtidas no meio do vão principal da 

ponte, ao longo de 50 anos sob carregamento. Esses valores foram obtidos usando o módulo 

viscoelástico do Abaqus, tendo sido feitas análises para idades de aplicação do carregamento, 

t’, de 7, 90 e 210 dias. Aqui, procurou-se verificar quantas vezes as deflexões aumentam ao 

longo do tempo e quantas vezes elas diminuem à medida que se aumenta a idade de aplicação 

da carga. Por isso, as deflexões foram normalizadas com relação à deflexão instantânea apre-

sentada na aplicação do carregamento para um t’ = 7 dias. 

 

 
 

Figura 7. Deflexões normalizadas para diferentes idades t’ 
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Como se percebe na Fig. 7, a deflexão após 50 anos (18250 dias) chega a 3 vezes o seu 

valor no momento da aplicação da carga, quando se considera t’ = 7 dias. Já para idades t’ de 

90 e 210 dias, essa deflexão chega a 1,75 e 2 vezes o valor inicial, respectivamente. 

Essas curvas obtidas foram comparadas com os valores encontrados utilizando-se a sub-

rotina UMAT desenvolvida e são apresentadas nas Figuras 8 a 10. Foram plotados nessas fi-

guras os resultados para t – t’ até 100 dias, uma vez que as diferenças entre essas curvas para 

tempos maiores de carregamento são praticamente nulas. As análises foram realizadas utili-

zando-se um incremento de tempo    de 1 dia. Como se percebe na Fig. 8, o erro relativo en-

tre a UMAT e o módulo viscoelástico do Abaqus é de aproximadamente 10% no momento da 

aplicação do carregamento, diminuindo para valores próximos de zero ao longo do tempo. 
 

   
 

Figura 8. Deflexões iniciais para t’ = 7 dias ( t = 1 dia, Abaqus e UMAT) 
 

Esse erro inicial está ligado diretamente à natureza do método utilizado para a incremen-

talização da relação constitutiva viscoelástica, sendo o método de Zocher et al. (1997), o qual 

foi utilizado na UMAT desenvolvida, altamente dependente do valor do incremento de tempo 

  . Assim, utilizando incrementos de tempo menores podem-se obter valores mais próximos 

entre o módulo viscoelástico do Abaqus e a UMAT. 

A Figura 9 a seguir mostra os resultados obtidos utilizando-se um incremento de tempo 

de 0,1 dias para o Abaqus e de 0,05 dias para a UMAT. Verifica-se que, nessas condições, o 

erro relativo entre as curvas cai para menos da metade daquele apresentado na Fig. 8. 
 

  

Figura 9. Deflexões para t’ = 7 dias ( t = 0,1 Abaqus e  t = 0,05 UMAT) 
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A Figura 10 a seguir mostra a comparação entre a UMAT e o Abaqus para as idades t’ de 

90 e 210 dias, considerando um incremento de tempo    = 1 dia. Percebe-se que para os dois 

casos o erro relativo inicial fica em torno de 6% e decresce significativamente ao longo do 

tempo. 

 

  

Figura 10. Deflexões iniciais para t’ = 90 e t’ = 210 dias 
 

6  CONSIDERAÇÕES FINAIS 

As análises viscoelásticas da ponte KB mostraram que o envelhecimento influencia dire-

tamente nas respostas de longas idades do concreto, havendo valores de deflexões bem maio-

res quando se aplicam os carregamentos numa estrutura com um concreto mais jovem. Assim, 

é importante a consideração da propriedade de envelhecimento do concreto em análises por 

elementos finitos, principalmente na modelagem de estruturas com uma vida útil de projeto de 

mais de 50 anos, como é o caso das pontes em concreto armado. 

Os resultados obtidos com a UMAT implementada se mostraram bastante satisfatórios, 

evidenciando sua eficiência em análises viscoelásticas para diferentes idades de aplicação do 

carregamento, t’. Uma vez tendo essa UMAT implementada para simular o comportamento 

de fluência do concreto, a consideração do envelhecimento diretamente no modelo constituti-

vo do material fica mais fácil de ser programada, constituindo-se em uma ferramenta que po-

de contribuir significantemente para as análises de estruturas de concreto. 

  

t' 
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