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Abstract. The present paper aims at developing a parallel computational model for
numerical simulation of elastic poromechanics. The system of equations is solved using
iterative method Symmtric Quasi-Minimal Residual with diagonal preconditioner.
Compressed data structures are used to store the coefficient matrices in indefinite symmetric
form. The MPI standard is used for distributed and shared memory communication in parallel
implementation in a subdomain-by-subdomain approach. An example using different mesh
sizes is presented to validate the model and the test the efficiency of the parallel
implementation.
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1 INTRODUCAO

Pode-se definir poro mecénica como o estudo do comportamento de materiais porosos,
significativamente influenciados pelo fluido contido em seus vazios. O estudo da poro
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mecanica € relevante em diferentes areas como geofisica, biomecanica, geotecnia e ciéncia de
matérias, entre outras (Coussy, 2004), (Coussy, 2010).

Neste artigo sera utilizada a teoria linear de Biot sem efeitos dindmicos, um conjunto de
equacOes utilizadas em problemas elasticos considerando a hipOtese de pequenas
transformacgdes onde os carregamentos sdo aplicados de forma gradual. Esse conjunto de
equacOes é de suma importancia para area aplicadas da engenharia pois o procedimento
numerico utilizado para a resolucdo do sistema de equacBes é similar ao aplicado em
problemas mais complexos que envolvem ndo linearidades fisicas e geométricas (Bernaud et
al., 2002), (Bernaud et al., 2006), (Bruch et al., 2016), (Briich, 2016).

Do ponto de vista numérico, o sistema de equacdes poro-elasticas do problema acoplado
da teoria de Biot na formulacdo em elementos finitos tem caracteristicas numéricas peculiares
que necessitam de cuidados especiais na resolucdo do problema. Nesse sistema, as matrizes
de coeficientes podem ter trés formas: simétrica indefinida, ndo-simétrica positiva definida e
ndo simétrica indefinida (Ferronato et al., 2009). Usualmente a solucdo dos sistemas de
equacdes € feita utilizando a matriz de coeficientes do problema poro-mecénico na forma
simétrica indefinida por questdo de armazenamento de dados. Porém, diferente do caso
simétrico positivo definido (SPD) no qual a escolha do método dos gradientes conjugados € a
mais adequada (CG — Conjugate Gradient), no caso simétrico indefinido a escolha do método
de resolugéo nédo é bem definida. Considerando os métodos iterativos baseados em subespaco
de Krylov para matrizes simétricas temos: métodos dos residuos minimos (MINRES -
Minimum Residual), fatoracdo simétrica LQ (SYMMLQ — Symmtric LQ) (Paige et al., 1975),
residuos conjugados (Conjugate Residual) (Saad, 2003) e residuo quase-minimo simétrico
(SQMR — Symmtric Quasi-Minimal Residual) (Freund et al., 1994). Dentre estes, 0 método
SQMR é o unico que permite o uso de um pré-condicionador simétrico indefinido, conferindo
uma vantagem clara frente os outros.

Para a solucdo acoplada de problemas poro-mecanicos utilizando o método dos
elementos finitos, as fungdes de interpolacdo dos deslocamentos devem ser de ordem superior
as funcbes de interpolacdo das poro-pressdes. O uso de uma interpolacao linear para as poro-
pressdes implica no uso de interpolagbes no minimo quadraticas para os deslocamentos. Para
um problema tridimensional tem-se quatro graus de liberdade por nd, trés deslocamentos e
uma pressdo. Assim, mesmo problemas com malhas da ordem de 10° elementos geram
sistemas da ordem de 10° equaces que precisam ser resolvidas algumas umas centenas de
vez, sendo comum o uso de métodos iterativos. Mesmo assim, o custo computacional é alto,
sendo necessario uma implementacdo paralela. Dentre as diversas possibilidades atuais de
paralelismo( MPI, OpenMP, CUDA e OpenCL), neste trabalho utilizou-se o padrdo MPI.

Este trabalho esta dividido em cinco sessdes: 1) Formulacdo matricial do problema poro-
elastico, nesta seccdo serd apresentada a formulacdo matricial das equacdes, a formulacéo
matricial é mais adequada para a posterior aplicacdo do FEM; 2) Formulagdo de elementos
finitos, nesta secdo serd apresentada o sistema de equacdes advindo da aplicacdo direta da
discretizacdo numérica das equacbes do problema; 3)Implementacdo numérica, nesta secdo
sera apresentado as caracteristicas especificas basicas da implementacdo desenvolvidas para
esse trabalho, como o solver utilizado, implementacdo em paralelo, tipos de elemento
utilizado; 4) Exemplo numérico, nesta secdo sera apresentado a aplicacdo do modelo
desenvolvido e do desempenho do mesmo; 5) Conclusdes.
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2 METODOLOGIA

2.1 Formulacdo do problema poro mecanico elastico

O problema poro-mecanico eléstico para meios isotropicos para pequenas transformagdes
é constituido por duas equacdes diferenciais. Essas equacfes sdo a equacdo de equilibrio
estatico e a equagdo de conservacao de massa do fluido, ambas definidas em um meio poroso,

L'e+pg=0; ‘a(pT%+vT(pfq)=o 1)

onde ¢ € o tensor das tensdes totais do meio poroso, p € a massa especifica do meio poroso

homogeneizado, g € vetor da aceleragdo do campo gravitacional, p' é a massa especifica do
fluido, ¢ é a porosidade do meio e qo fluxo de Darcy.

Os operadores diferencias do divergente de um tensor de segunda ordem e de um tensor
de primeira ordem séo definidos matricialmente respectivamente como:

a/ex 0 0 oloy 0 ofer
L'=| 0 g/oy 0 ¢fox olaz 0 |V =[o/ox ooy ofer] (2
0 0 9¢laz 0 ooy 8/ox

onde o tensor de tens@es totais, fluxo de Darcy e a aceleracdo da gravidade sdo escritos
respectivamente como:

T - T
o' =[o, 0, 0, 7, 7, 7, iq =[q q, o] =[g, 9, 9] @
Definindo a matiz € que representa o tensor de deformagdo e m™ uma matriz estrutural,
cuja unica funcdo é a compatibilidade das operagdes matriciais:

8T=[8X & & Vg Ty yxz];mT:[l 1100 0] (4)

as equacdes constitutivas para meio isotropicos podem ser escritas na forma matricial como:

6=, =De—b(p—Po)m ; $—g, =bm's+ L_Pe (5)

onde o€ 0 tensor de tensdo total inicial, ¢ € a porosidade, ¢ € a porosidade inicial, P éa
poro-presséo do fluido, p, é a poro-pressdo inicial do fluido, ,b é o coeficiente de Biot,D é a
matriz constitutiva e M é o médulo de Biot.

A matriz constitutiva pode ser escrita em funcdo do moédulo de elasticidade Ee o
coeficiente de poisson v :
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1 b 0 00 EQl-v)
b 1 b 00 0" @+v)i-2v)
D(E,v)=ab b 1000 v ©
000¢cO00O 1-v)
0000TCO (@-2v)
00000 c|  21-v)

As variaveis primitivas do problema sdo os deslocamentos u e a poro-pressdo do fluido
p. As deformacdes sdo correlacionadas com os deslocamentos através do operador diferencial
L:

e=Lu;u" =[u, u, u,] ©)

A correlacdo do fluxo de Darcy com a poro-pressao toma a seguinte forma matricial:

K
—(-Vp+p'9)=K(-Vp+p'g) 8
p'g

q:

onde k é condutividade hidraulica dada em m/s.
No problema poroelastico, as condi¢des de contorno mecéanicas séo:
u=u®emI" ;6'N=t" 9)

Ja as condicdes de contorno hidraulicas séo:

p=p" emI” ;q'n=(K(-Vp+p'g)) n=¢’ (10)
onde
n, 0 0 n 0 n
N'=[0 n 0 n n 0/[n"=[n n n] (11)
0 n, 0 n,n

2.2  Modelo Numérico

A formulacdo em elementos finitos do problema utiliza o método dos residuos
ponderados classico, ou seja, as fungdes de interpolacdo sdo iguais a funcdo de ponderacao
(Método de Garlekin). O método dos residuos ponderados é aplicado a Eq. (1) gerando as
formas fracas das equacdes de equilibrio como é comum em elementos finitos.

A discretizacdo temporal das derivadas de primeira ordem é feita considerando a seguinte
relacéo:

At% _ gt+d1 _ gt _ 5gt+dl (12)
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onde § é uma varidvel genérica e a aproximacdo € analoga a técnica Euler-backward. Essa
abordagem gera um meétodo incremental que permite facilmente o acréscimo de outros
fendmenos fisicos e geométricos. Aplicando o método dos elementos finitos na discretizagdo
espacial e a abordagem acima na discretizacdo temporal chega-se a uma formulacéo néo usual
de elementos finitos onde a matriz de massa ndo fica explicitada (Bernaud et al. (2002),
Bernaud et al. (2006), Briuch et al. (2016) e Briich, 2016). Considerando que existem nu
pontos de célculo de deslocamentos e np pontos de poro-pressao, chega-se ao sistema de
equac0es abaixo:

uu u T t+dt u
AAx=AF; A = K (Kp) AX = AU 'AF = AF (13)
K P K PP AP AFP

com as submatrizes definidas como:

K :[ (B° )TDtB“dQJ K™ :—Ub‘(Np)T (mTB“)dQ]
Q (3nu)x(3nu) Q

(np)x(3nu)

K" =_ jﬁ(NP)TNPdQ+Atht(Bp)TB"dQJ (14)
(np)x(np)

Q Q

O vetor de forcas € definido por:

o <[] <ptg>dﬂ+r£f<w>%pdf£<B“>T““lwm

AFP:—At[Ipr‘(Bp)ngQ— [ ot (N dr—IKt(B")TB"ptdQJ (15)
Q (np)x(2)

r=r¢ Q

onde N“e NP sdo matrizes formadas pelas fung¢Ges de interpolagdo dos deslocamentos e

poro-pressdes; B'e BP sdo matrizes formadas pelas derivadas das respectivas funcdes de
interpolacdo, portanto:

NUZ[N; NY . Nt‘m](s)x(anu);Np:[Nlp NP .. Nn%](l)x(np) (16)
Buz[B; B! ... B:u](B)X(SnU);Bp:[Bf B .. ng](s)x(np) (17)

onde
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ON' 0 0 N O oN N/
i oy o ;ﬁ
(B') =|0  aN* O oN' oN' 0 [BP=|—
oy OX 0z ailyp

0 0 oN' O oN' oN pe
i & oy x|

Os incrementos dos deslocamentos e de poro-pressdes, assim como a poro-pressao do
tempo anterior sdo representados matricialmente respectivamente como:

(AU) =|(ou®)  (suy®) (suz*) | (18)
@x(3) @x(3) Wx@ J(1yx(3nu)

( ) _ [5 pt+dt 5pt+dt 5pt+dt:| - (19)

(pt )T - [ p; p; p”p] 1) x(np) (20)

Em problemas elasticos com variacdo das propriedades constantes a matriz de
coeficientes s6 precisa ser calculada uma Unica vez no inicio da anélise. Porém para capturar
casos onde a matriz de coeficientes varia com o tempo ela deve ser recalculada a cada passo
de tempo, 0 que causa aumento do custo computacional.

2.3 Implementacdo numérica

Para a interpolacdo dos deslocamentos foi utilizado uma funcdes de interpolacao
guadraticas para deslocamentos e lineares para poro-pressdes. O elemento utilizado foi o
hexaedro de 20 nos, como representado na Figura 1.

‘\4 \

@ Only U
@® PandU

Figura 1 Tipo de elemento utilizado.

Para a resolucdo do sistema de equacdes simétrico indefinido, optou-se pelo uso do
método SQMR com pré-condicionador diagonal (Freund et al., 1994). Caso ndo se consiga
obter a solugcdo o método GMRES(I) com re-ortogonalizagédo (Van der Vorst, 2003) é aplicado
automaticamente.

Os coeficientes globais do sistema de equacfes simétrico indefinido sdo armazenados
utilizando a estrutura de dados CSRC (Ribeiro et al., 2007). As equagdes sdo inicialmente
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numeradas tomando como base 0s nds de vértices, considerando os graus de liberdades de
deslocamentos iguais aos de poro-pressao.

2.4 Paralelizacdo com padrdo MPI

A implementacdo paralela utiliza a padrdo MPI em conjunto com uma estratégia de
subdominio por subdominio (SBS) aliada com a estrutura de dados CSRC. A estratégia SBS
tem como principal vantagem o codigo sequencial ser praticamente 0 mesmo do cédigo em
paralelo, e as diferencas sdo apenas pontuais onde as chamadas das fungdes do MPI sdo
necessarias. Outra vantagem importante € a ndo alteracdo da convergéncia dos processos
iterativos, salvo pequenas flutuacdes causadas pela aritmética de precisdo finita. O impacto
dessas flutuacBes na solucgéo final é praticamente desprezivel.

Duas técnicas de particionamento das malhas foram consideradas, de modo a evitar a
comunicagdo durante a etapa de montagem da matriz global. A principal diferenca entre as
duas técnicas sdo os coeficientes e dimensdo da matriz de cada particdo. Na técnica intitulada
non-overlaping as particbes ndo possuem elementos compartilhados com as particdes
vizinhas, assim os coeficientes nas interfaces internas das parti¢cbes sao parciais e a matriz €
guadrada, sendo armazenada utilizando o CSRC. Ja na técnica intitulada overlaping as
particBes possuem elementos compartilhados com as parti¢des vizinhas. Dessa forma todos 0s
coeficientes sdo globais, porém a matriz dos coeficientes tem a forma retangular e o
armazenamento em CSRC é feito na parte quadrada da matriz. O restante dos coeficientes é
armazenado no formato CSR. Os detalhes completos dessa implementacdo podem ser
encontrados em (Ribeiro et al., 2007) e (Ainsworth et al., 2011).

3 RESULTADOS

O exemplo escolhido para comparacéo com a solucéo analitica foi o problema cléssico de
consolidacdo unidimensional de Terzaghi, que consiste em uma camada de solo homogénea
com dimensdes horizontais infinitas e altura H que € sujeita a um carregamento distribuido
externo de compressdao ao longo de toda a superficie superior (Figura 3). A Unica superficie
permedavel é a superficie onde é aplicada a carga. O médulo do carregamento é dado por w. A
solucBes analiticas das variagOes das incognitas podem ser encontradas em (Coussy, 2004),
(Coussy, 2010), (Verruijt, 2013). A variacdo da poro-pressdo normalizada e 0 modulo do
deslocamento vertical normalizado sofrido pelo topo séo dadas por:

5. z(éli)rl) (ﬂ(2|;+1)7jexp _(ﬂ(2;+1)jt_

7T k=0

W 8 7(2k+1) Y
S(t)_/1+2y o n /1+2,u+Mb22(2k+1) [ ( 2 jt] (21)

onde as relagdes entre as varidveis normalizadas e ndo normalizado sdo:
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A+M-b*+2u
_ k' M K+iu .t =H_2
p'g K+iu+Mb*'° C

z=H-Z;s(t)=H-5(t);AP =
(22)
C

v

v

O problema pode ser modelado através de dominios unidimensional, bidimensional e
tridimensional, e para o caso tridimensional o solo pode ser considerando como um prisma de
base qualquer desde que mantidas as condicdes corretas de simetria. As propriedades foram
retiradas de (Bernaud et al., 2002) e estdo resumidas na Tabela 1.

s d Ll L]
b .
. permeable o
> <.
= P
] =
-~ [~
-~ <
4 ad
ha [
> < H
o d nonpermeable nonpermeable »
> =,
b P~
' <
-~ e,
2 P =
-~ <
: nonparmeable :
. o A
x ¥ D060 0080 0880000000

Figura 2 -Representacéo 2D do dominio tridimensional do problema de Terzaghi.

Tabela 1 - Propriedades poroelasticas do material do problema de Terzaghi.

Tabela 1 - Propriedades poro elasticas do material do problema de Terzaghi.

Propriedades do material
Modulo de Elasticidade Homogeneizado do Solo E 16.68 MPa

Coeficiente de Poisson do Solo 1% 0.3369
Coeficiente de Permeabilidade do Solo k 1.1x10°m/s
Coeficiente de Biot do Solo b 0.9989

Médulo de Biot do Solo M 5.91074x10*“MPa

A Figura 2 mostra a representacdo corte vertical 2D do modelo 3D e as condicOes de
contorno do dominio modelado via elementos finitos. O solo é um cubo de aresta 1 m. O topo
da camada sofre um carregamento instantaneo w de magnitude 1.5 MPa que é mantido
constante ao longo de toda a simulacdo. A base do dominio é uma superficie perfeitamente
rigida e sem nenhum atrito horizontal. Para simular o dominio infinito condi¢des de simetria
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sdo utilizadas nas quatro superficies verticais. O topo é a Unica superficie permeavel (p = 0).
As condigdes de contorno mecanicas sdo: deslocamentos restritos na direcdo x e y nas faces
laterais; deslocamento restrito na direcdo z na face inferior (z=0). Na face superior (z=1) €
aplicado uma forca distribuida na diregdo negativa do eixo Z (-1.5&%). As condicGes
hidraulicas sdo: pressdo prescrita nula na face superior (permeavel); fluxo de Darcy nulo nas
faces laterais e inferior (impermeavel). O efeito do campo gravitacional é desconsiderado. As
condigdes inicias sdo de pressédo e tensdes nulas.

As malhas foram geradas aumentado sucessivamente as discretizacdes em todas as
arestas de um cubo de 1 m3 O tempo caracteristico do processo de consolidagdo é de
aproximadamente 4 dias. O passo de tempo utilizado na andlise foi 1/100 do tempo
carateristico ou aproximadamente 3600.0 segundos. As caracteristicas das malhas de
hexaedros geradas estdo resumidas na Tabela 2

Tabela 2 - Malha de hexaedros para o teste da estrutura de dados.

Malha | Elementos | Vertices | NOs totais | Equacfes | N&o nulos Div(x,y,2)
1 64.000 68.921 270.641 | 854.358 81.542.642 40
2 125.000 132.651 [522.801 |1.659.948 |159.986.292 |50
3 512.000 531.441 | 2.106.081 | 6.745.518 | 1.326.234.402 | 80
4 1.000.000 | 1.030.301 | 4.090.601 | 13.139.898 | 2.596.044.982 | 100

As simulacdes foram efetuadas em duas plataformas diferentes. As principais
caracteristicas do hardware das plataformas estdo resumidas na Tabela 3. Os speedups foram
calculados usando os tempos de execucdo apenas do primeiro passo. Por questdes de
limitacdo de memdria por n6 os testes nas malhas 3 e 4 ndo podem ser efetuados na
plataforma P1 para todos os numeros de processos. Os graficos de speedups para essas
malhas foram feitos considerando que o tempo em sequencial é n vezes o tempo de n
processos, isto é, uma eficiéncia de 100%. Na malha 3 por exemplo os testes s6 foram
efetuados a partir de 2 processos, portanto o tempo em sequencial foi considerado como
sendo 2 vezes o tempo de dois processos.
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Tabela 3 - Plataformas utilizadas na simulacéo.

Platform 1 Platform 2
processor E5620 E5-2630 v4
codename Nehalem EP/Beckton | Broadwell-EP
number of nodes | 10 4
Socket per node | 2 2
cores/threads 4/8 10/20
cache size (L1) | 4x32KB 4x32KB
cache size (L2) | 4x256KB 4x256KB
cache size (L3) | 12 MB 25 MB
clock 2.4 Ghz 2.2 Ghz
QPI 5.86 GT/s 8 GT/s
Memory per | 16 G RAM (DDR3 - | 128 G RAM (DDR4 -
node 1.067 Mhz) 2.134 Mhz)
Motherboard S5500BC S2600CWR
LAN InfiniBand-Qlogic Gigabit (10Gbit)

(20Ghit)

Para a execucdo em paralelo a malha precisa ser subdivida em particbes. Um bom
particionamento precisa atingir dois principais critérios: balanceamento de trabalho entre os
processos, ou seja, tamanhos de particdes iguais e minimizacdo da comunicagdo entre as
particGes, ou seja, minimizacdo das superficies internas entre a particbes. Para casos onde a
malha é estruturada e o dominio é simples essa subdivisao pode ser feita simplesmente através
das coordenadas. Na Figura 3 pode-se visualizar o particionamento da malha 1 utilizando 8
particOes. Para casos de malhas mais gerais pode-se utilizar bibliotecas especificas, como a
biblioteca METIS.

Figura 3 Malha 1 dividida em 8 particfes. Cada cor corresponde a uma particao.

A Figura 4 mostra o rebaixamento do topo € a dissipacao das poro-pressao na base para a
malha 1. Observa-se que ha uma excelente concordancia com a solugéo analitica.

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



Henrique C. C. Andrade et al.

Terzaghi's Problem
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Figura 4 A esquerda o histérico do rebaixamante sofrido pelo topo ao longo do tempo. A direita o
historico da poro-pressao na base ao longo do tempo.

O tempo total de computacdo para toda a analise, ou seja, 1.000 passos de tempo, usando
64 cores e a técnica overlaping, estdo resumidos na Tabela 4. Os valores em horas mostram a
clara necessidade da implementacdo em paralelo do cédigo. Mesmo em caso de malhas
intermediérias, como € o caso da malha 2, o tempo necessario para simulacdo passaria de 20

dias se fosse realizado com o cédigo sequencial.
Tabela 4 - Tempo total para 64 cores.

Mesh  Total Time in P1 Total Time in P2
(hours) (hours)
1 3.39 1.49
2 6.18 3.26
3 36.01 15.64
4 85.53 39.60

Os graficos na Figura 5mostram os speedups da etapa de montagem dos sistemas de
equacdes. Os speedups no método non-overlaping mostraram desempenho acima da linha do
ideal. Os speedups no método overlaping mostraram desempenho inferior ao método non-
overlaping. Com o aumento da malha os resultados do método overlaping védo se
aproximando da curva ideal, mostrando uma excelente escalabilidade. A plataforma P2
mostra curvas de speedups superiores a plataforma P1. Ambas as plataforma ndo mostram

sinais de degradacdo da eficiéncia
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Figura 5 Curvas de speedups da etapa de motagem da matriz global. Curvas pretas sdo da
plataforma P1. Curvas vermelhas sdo da plataforma P2. Os graficos sdo: superior esquerdo a malha 1;
superior direito a malha 2; inferior esquerdo a malha 3; inferior direito a malha 4.

Os gréficos na Figura 6 mostram o0s speedups da etapa de resolugdo do sistema. Os
speedups no método non-overllaping mostraram desempenho superior ao método overllaping.
A plataforma P2 mostra curvas de speedups superiores a plataforma P1. A plataforma P1
mostra uma queda acentuada da eficiéncia. J& em P2 a eficiéncia apesar de diminuir ainda
possui valores satisfatorios.
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Figura 6 Curvas de speedups da etapa de resolucéo do sistema de equagdes pelo método SQMR.
Curvas pretas sdo da plataforma P1. Curvas vermelhas sdo da plataforma P2. Os grafics sdo: superior
esquerdo a malha 1; superior direito a malha 2; inferior esquerdo a malha 3; inferior direito a malha 4.

A diferenca de comportamento entre a etapa de montagem da matriz e da resolucdo do
sistema de equacdo pode ser explicado pelo custo na comunicagdo. Enquanto na etapa de
montagem das matrizes ndo h& qualquer comunicacao entre 0s processos, na etapa do sistema

de equaces ha necessidade de comunicacao.

Os gréficos da Figura 7 mostram a diferenca percentual do tempo de computacdo da
etapa de montagem da matriz global entre as duas plataformas. A plataforma P1 mostrou-se
sempre inferior a plataforma P2. A diferenga ficou em 15-30%.
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Figura 7 Comparacao percentual de entre os tempos da etapa de montagem da matriz global nas
plataformas P1 e P2. Os graficos sdo: superior esquerdo a malha 1; superior direito a malha 2; inferior
esquerdo a malha 3; inferior direito a malha 4.

Os graficos Figura 8 mostram a diferenca percentual do tempo de computacdo da etapa

de resolucdo do sistema de equagbes. A plataforma P1

plataforma P2. A diferenca ficou em 30-190%.
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Figura 8 Comparagéo percentual de entre os tempos da etapa de resolucdo do sistema de equagdes
nas plataformas P1 e P2. Os graficos sdo: superior esquerdo a malha 1; superior direito a malha 2;
inferior esquerdo a malha 3; inferior direito a malha 4.

Os graficos da Figura 10 mostram o percentual de tempo gasto em cada parte do codigo
de elementos finitos. Os graficos possuem 3 divisdes, o calculo e montagem da matriz de
coeficiente (EImt), solugdo do sistema de equacdes (Solver) e restante do programa (Others).
Os gréficos sao referentes apenas ao codigo em P2 e a técnica overlaping. Os outros casos sao
extremamente similares, por isso foram omitidos. No cédigo sequencial a malha 1 leva 61%
na etapa da montagem e 24% na resolucédo de sistema de equacdes. J& a malha 4 leva 34% na
etapa da montagem e 57% na resolucédo de sistema de equacdes.
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Figura 9 Percentual de tempo gasto em diferentes etapas cddigo. Os gréaficos sdo referentes apenas ao
cédigo em P2 e a técnica overllaping. Os graficos sdo: superior esquerdo a malha 1; superior direito a
malha 2; inferior esquerdo a malha 3; inferior direito a malha 4.

4 CONCLUSOES

O resultado obtido pelo cédigo desenvolvido aqui apresentou excelente correspondéncia
com a solugdo analitica. A abordagem da discretizacdo temporal e céalculo da matriz de
coeficientes a cada passo de tempo possibilita que o cédigo seja facilmente expandido para
incorporar ndo-linearidades tanto fisicas quanto geométricas de maneira simples sem afetar o
desempenho da implementacéo paralela.

O esforgco computacional fica principalmente dividido entre a etapa de montagem da
matriz e resolugéo do sistema de equacgdes, justificando assim o foco dado nessas duas partes
etapas durante a analise de resultados. Além disso, para malhas maiores a porcentagem de
custo computacional gasto na resolucdo do sistema aumenta, indicando que para sistemas de
equacOes maiores a resolucdo do sistema de equacgdes € o principal determinante do tempo
total de andlise. Para problemas ndo-lineares essa divisdo de trabalho deve se manter
praticamente a mesma.

Os speedups na etapa de montagem de elementos apresentaram resultados excelentes. Na
técnica de non-overlaping na plataforma P2 as curvas ficaram acima do ideal, fenémeno
conhecido como super speedup. Ja em P1 apesar das curvas nao ficarem acima do ideal, elas
ficaram bem préximas do ideal. Na técnica de overlaping a duas plataformas apresentaram
desempenhos inferiores a técnica non-overlaping. O principal motivo disso é a redundancia
dos elementos sobrepostos existentes no particionamento overlaping. Porém em alguns casos
ha vantagens de se manter os coeficientes globais. A eficiéncia da plataforma P2 também foi
superior, enquanto a plataforma P1 chegou a speedup de 60 para 64 processos, uma eficiéncia
de 93%, a plataforma P2 teve speedup de 67 para 64 processos, uma eficiéncia de 104%.

Os speedups na etapa da solugéo do sistema foram satisfatorios. As curvas da plataforma
P1 indica que o sistema esta proximo da saturacao, isto é, adicionar mais processos pode ndo
levar ganhos significaveis, porém a plataforma P2 indica o inverso, adicionar mais processos
pode levar a ganhos considerdveis. A eficiéncia da plataforma P2 também foi superior,
enquanto a plataforma P1 teve picos de speedups de 25 para 64 processos, uma eficiéncia de
39%, a plataforma P2 teve picos de 50 para 64 processos, uma eficiéncia de 78%.

Apesar da frequéncia do processador e taxa de transferéncia de rede superior da
plataforma P1 o melhor desempenho foi da plataforma P2, o que pode ser explicado pelo fato
das especificacOes das plataformas serem diferentes. O tamanho de cache (L3), a frequéncia
da memodria RAM (DDR4) e a QPI (Quickpath interconnect) sdo superiores em P2, o que
demostra a importancia desses parametros no desempenho da implementagéo.

Considerando os resultados obtidos a implementacdo usando somente a biblioteca MPI
obteve resultados excelentes em uma arquitetura hibrida de  memoria
distribuida/compartilhada. Além disso utilizando a plataforma P2, que tem o hardware mais
atual, obteve-se os melhores resultados, ndo somente em tempo bruto de execugdo, mas
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também em termos de eficiéncia. Esses resultados mostram que a abordagem de paralelizacdo
implementada pode ser utilizada de maneira mais eficiente nas maquinas atuais.
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