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Abstract. Um dos desafios dos modelos de placas e cascas moderadamente espessa é
aproximar o comportamento do modelo sélido eldstico na abordagem de problemas estdticos
e dindmicos de componentes compostos por laminados. Dentro deste contexto, este trabalho
apresenta um estudo das teorias cinemdticas de primeira ordem com deformagdo cisalhante
(FSDT) e da tedrica cinemdtica cibica (TSDT) na abordagem de vibracdes livres de forcadas
em cascas axissimétricas compostas por laminados. Com o objetivo de melhorar a precisdo na
determinacdo das frequéncias relativamente altas (acima de dez por cento das frequéncias
aproximadas numericamente) é utilizado um espago de aproximacdo unidimensional de alta
regularidade construido segundo o Uniform FEM B-Spline (U-FEM-BSpline) proposto por
Burla (2008). O desempenho dos modelos numéricos obtidos por meio das teorias cinemdticas
supracitadas e do U-FEM-BSpline sdo analisados através dos dois estudos de caso de cascas
compostas por laminados: convergéncia para uma frequéncia alvo numa casca cilindrica
curta; resposta transiente do deslocamento e da aceleracdo no ponto central de uma casca
esférica rasa sujeita a uma forca impulsiva. As solucdes dos modelos numéricos utilizados nos
estudos de caso sdo comparadas com solugdes de referéncia obtidas a partir do modelo solido
eldstico e da regra geral de Dan Givoli (2008).
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1. INTRODUCAO

A simulagdo de problemas dinamicos de estruturas modeladas em cascas de material
composto por laminados tem ganhado uma importéancia significativa a partir da segunda metade
do século passado impulsionados pela indudstria aerondutica. Neste contexto a utilizacdo de
materiais compostos na industria aeroespacial tem possibilitado a constru¢do de componentes
mais leves e resistentes, sendo capazes de contornara entre outros o problema auto excitado
como € o caso do fluter aerodindmico. No atual contexto a pesquisa aplicada a abordagem de
problemas dindmicos tem sido feita utilizando o Método de Elementos Finitos (MEF) de
aplicagdo amplamente difundida na abordagem de problemas de engenharia e multi-fisica. Os
softwares comerciais atuais, baseados nesta metodologia tem abordado de forma satisfatdria os
problemas de componentes constituidos de materiais compostos. Por outro lado, a utilizagcdo de
espagos de aproximagio com regularidade C°, caracteristicos do MEF convencional, apresenta
limitacdes na abordagem numérica de problemas de autovalores e auto vetores. Este fato que
€ comentado em Hughes (1984) e Dan Givoli (2008) tem um impacto direto em problemas de
vibracdes livres e vibragcdes for¢adas produzidas por forcas impulsivas. A partir dos anos
noventa sdo propostas metodologias alternativas aos chamados métodos numéricos
convencionais como o MEF. Em principio com o intuito de eliminar os problemas acarretados
pela dependéncia da malha das func¢des de aproximagdo. De forma geral estas metodologias se
agrupam com a denominacao de métodos livres de malha.

Dentre as primeiras propostas para abordar problemas dindmicos utilizando métodos sem
malha estdo: os trabalhos de Lu et al, (1995) que utilizaram o Element Free Galerkin Method,
(EFGM), na abordagem do problema eldstico de propagacdo de onda em 1D e dindmica da
fratura em 2D; Gu e Liu (2001) utilizam o Local Meshless Petrov-Galerkin Method (MLPG)
na andlise de vibragdes livres e forcadas em problemas planos; G. Liu, (2003), utiliza o Moving
Least Square (MLS) para aproximar problemas de deflexdes e vibragdes livres em placas finas
com formas complexas. Liew et al. (2003) utilizam o Moving Least Square Diferential
Quadrature Method (MLSDQM) na abordagem de problemas de vibracdes livres em placas
compostas por laminados simétricos e modeladas com teoria de primeira ordem com
deformacio cisalhante (FSDT). Neste trabalho os autores utilizam distribuicao uniforme e néo
uniforme de pontos na discretizacdo do dominio do problema. Os resultados encontrados para
as primeiras frequéncias mostraram-se compativeis com os descritos na literatura. Ferreira et al
(2005) utilizam o Radial Basis Function (RBF) na andlise de frequéncias naturais em placas
compostas por laminados modeladas com teoria cinematica de primeira ordem com deformacéo
cisalhante (FSDT). Neste trabalho os autores aproximam de forma independente as deflexdes
das rotagdes. Os resultados obtidos para placas retangulares e rdmbicas foram compativeis
como os encontrados na literatura para as primeiras frequéncias naturais. Os trabalhos
supracitados foram inovadores para a época, contudo ndo se mostraram mais versateis que o
MEF apesar de sua limitac@o na obtencdo de frequéncias relativamente altas.

Um dos fatores de maior incidéncia na baixa eficiéncia na aproximagdo numérica de
problemas elipticos de autovalores esta diretamente relacionado a baixa regularidade e a alta
ordem das fungdes de forma polinomiais dos espacos de aproximacgdo. Este fato pode ser
constatado pela estimativa em norma euclidiana do erro nos autovalores para a versdo “h” do
MEF apresentada em Hughes (1987) e Dan Givoli (2008) para espacos de aproximacdo
unidimensionais.
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Neste contexto pesquisas envolvendo a construgdo de espagos de aproximagdo de alta
regularidade como pode ser visto nos trabalhos de Cottrel et al, (2006), mostram resultados
mais precisos do que os obtidos pelo MEF na determinagdo dos modos e frequéncias naturais
relativamente altas (acima de dez por cento dos modos e frequéncias aproximadas
numericamente) em problemas unidimensionais bidimensionais e de placas finas. O k-method,
proposto pelos autores supracitados utilizam a andlise isogeométrica que consiste em utilizar
funcdes BSplines em 1D e Nurbs em 2D-3D para construir espagos de aproximacdo de alta
ordem e com regularidade desejada. Os resultados obtidos com esta metodologia mostraram
resultados mais precisos que o MEF na andlise de frequéncias naturais de uma barra eléstica
vinculadas nas extremidades. As curvas para valores normalizados de frequéncia natural sdo
suaves e a precisao aumenta a medida que € aumentada a ordem polinomial do espaco de
aproximacao (ver: Cottrel el al., 2007b).

Neste trabalho os autores mostram o desempenho dos espagos de aproximacio construidos
segundo a metodologia do FEM-BSpline apresentada em Burla (2008) com regularidades
C"(X), k=2,4 na abordagem de problemas de vibracdes mecanicas livres e forcadas em

cascas de material homogéneo e compostas por laminados. Neste trabalho serdo testadas duas
teorias cinemadticas: a teoria de primeira ordem com deformacdo cisalhante denominada aqui
de First Shear Deformation Theory, (FSDT) e a teoria cinemadtica cibica apresentada por Reddy
(1984) (Third Shear Deformation Theory) (TSDT). Os desempenhos dos modelos numéricos
estudados sdo analisados através de dois estudos de caso. No primeiro € analisado o
desempenho do modelo numérico construido segundo o Uniform FEM-B-Spline (U-FEM-B-
Splin) juntamente com o modelo cinemético de primeira ordem (FSDT) na obtengdo de uma
frequéncia alvo para uma casca cilindrica curta composta por laminados. No segundo estudo de
caso ¢ analisado o desempenho dos modelos numéricos obtidos segundo o U-FEM-B-Spline
juntamente com as teorias cinematicas FSDT e TSDT no problema de vibragdes for¢adas
produzidas por for¢a impulsiva numa casca esférica rasa de material composto por laminados.
O escopo do trabalho € constituido de seis se¢des que sejam: espago de aproximacao gerados
pelo U-FEM-B-Spline; Teorias cinematicas aplicadas ao elemento de casca segundo o U-FEM-
B-Spline; problemas de vibracdes livres e forcadas; material composto por laminados;
resultados numéricos e conclusdes.

2. UNIFORM FEM-B-SPLINE EM 1D

A metodologia apresentada nesta se¢do na versdo unidimensional foi apresentada por Burla
(2008) na andlise de problemas de elasticidade em 2D e 3D e serd utilizada neste trabalho na
construcdo dos espacos de aproximacdo unidimensionais. Nesta metodologia os espacos de
aproximacdo sdo construidos a partir de fungdes B-Splines definidas sobre um grid
unidimensional com distribui¢cdo uniforme dos nds. Esta sistematica, ao contrario que o MEF
convencional, constréi diretamente os espagos de aproximacdo global com as caracteristicas
gerais citadas:

i. As funcdes BSpline constituem uma PU constituida por fungdes periddicas sobre o
dominio global Q;
ii. Os espacos gerados pelas fungdes B-Spline ndo possuem a propriedade delta de

Kronecker com relacao as fronteiras de Dirichlet;
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iii. O grid nem sempre coincide com a geometria do problema mesmo em espacos de
aproximacédo unidimensionais.
iv. Os espagos de aproximacao global sdo do tipo C(’; (Q), k=p-1,onde péaordem

polinomial das funcdes de aproximagdo e ka ordem de regularidade do espago

obtido no dominio global.

2.1. Construcao da base de funcoes do B-Spline em 1D

A construgdo da base de funcdes B-Spline € levada a cabo sobre um grid definido num
dominio paramétrico com p+1 nés igualmente espacados onde os nds extremos tém

(o +1 +1 . . ~
coordenadas paramétricas r, = P re= pT Para cada n6 do grid se tem uma fungéo

2
da base associada porem os valores mapeados para o dominio fisico s@o os valores das fungdes
da PU no intervalo —1<r <1.

A constru¢do das fun¢des B-Spline definidas sobre um grid uniforme (de nds igualmente
espacados) sdo func¢des polinomiais definidas pela Eq. (1),

¢(r)=2 a;r’ (1)

Os coeficientes @; sdo determinadas a partir dos critérios de continuidade inter elementos que

se quer da funcdo aproximada fe(r) (fun¢@o definida no dominio do elemento) obtida por
combinagdo linear das fungdes da base definida pela Eq. (1).

ﬁ(r)=i(ﬁ%r"}ui 2)

Para as fungdes de ordem p se obtém uma continuidade inter elementos do tipo C*™' (Q) sendo

esta condicdo garantida pela continuidade da derivada generalizada entre os elementos e e e +1
do grid como indicado na Eq. (3).

VS =L Lo (1), m=012,. p-1 ”
ar ar

A continuidade da funcdo entre os elementos para a fungéo representada é obtida para a primeira
equacdo correspondente a m =0 definida por f, (1) =f. (— 1) . A formulacdo explicita da Eq.

(3) € descrita pela Eq. (4),
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_[Zp:%aﬁu (_1)j’nJ”p+1 =0 “4)

Na Eq. (4), as constantes u,, i=0,12,...., p+1, sdo arbitrérias, portanto para que esta equacao

seja nula cada um dos trés termos entre parénteses deve-se anular. A partir da consideragdo
supracitada aplicada a Eq. (4) para m=0,2,..., p—1 se obtém um sistema linear retangular

homogéneo possuindo p(p + 2) equacdes linearmente independentes cujas incdgnitas sdo as

.. ptl
componentes do vetor de coeficientes {al.j}

i,j=l

. Uma forma de obter o sistema com solucio

Unica (portanto com matriz quadrada) consiste em adicionar ao sistema linear supracitado a
propriedade de parti¢do de unidade das funcdes definida na Eq. (5)

ﬁ@(r):ﬁ[i%w}:l )

Desta forma se obtém o sistema linear com matriz quadrada com dimensdo
. 2
dim=p(p+2)+1=(p+1)".

Através das Eq. (4) e (5) se obtém, em funcdo da ordem polinomial p, as fungSes de
aproximacdo definidas no dominio paramétrico do grid e com regularidade no dominio fisico

do problema de C””' (). A descrigdo explicita das fungdes de aproximagdo uniforme B-Spline

com ordens de p = {3,5} ¢é apresentada nos itens a seguir;
1. Funcdes ctibicas com regularidade C* (Q)definidas no intervalo paramétrico do

grid—2 < r <2 sdo descritas na Fig. 1(a)

()= gl1=3r+3=r) (62)
1 3

0, (r) = 35 (23-15r+3r" +3r) (6b)
1 3

o=t
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¢4(r):4i8(23+15r+3r2+3r3) (6d)

ii. Funcdes de ordem p=5 com regularidade C* () definidas no intervalo
paramétrico do grid —3 < r <3 sdo descritas na Fig. 1(b).

1

8 (r)=5g5o (1=7) (7a)
0.(r) = 50| =)' =6(1-1)'] (7b)
(1) = 550 (5= =6(3=r)" +15(1-r)'] )
0.(r) = [ (541 +6(3+r) +15(141) | (d)
() = () =6(1+r)'] (70
¢6(r)=?140(1+r)5 (76)

07 0.6

0.5

—¥, 4

04

=03

0.2

&
041 o5 0.1

(a) (b)

Figura 1: a) funcoes B-Spline ciibicas; b) funcoes B-Spline de quinta ordem.

3. DISCRETIZACAO UTILIZANDO O UNIFORM FEM-B-SPLINE

No U-FEM-B-Spline as func¢des de forma sdo definidas sobe um grid uniforme que nédo
estd ajustado ao dominio do problema fisico. Em outras palavras estas fung¢des ndo tem a
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propriedade delta de kronecker. Para contornar este problema pode-se forcar a condi¢do de
contorno essencial na fronteira de Dirichlet utilizando multiplicadores de Lagrange, método de
penalidade por barreiras ou fungdes de fronteira como foi apresentado em Burla (2008). Por
tratar-se da abordagem de problemas de autovalores e auto vetores foi descartada a utilizacdo
de funcdes de fronteira. Neste trabalho optou-se por ndo alterar a regularidade do espago de
aproximacao impondo as condi¢des de contorno essenciais de forma fraca por meio do método
de penalidades.

A formulag@o discreta é descrita para as duas teorias utilizadas neste trabalho através das
matrizes de funcdes de forma e da matriz de penalidade associadas as componentes de
deslocamentos.

3.1. Teoria de primeira ordem com deformacao cisalhante (FSDT)

A teoria de primeira ordem com deformacdo cisalhante apresentando neste trabalho
corresponde ao modelo cinematica de Reissner-Mindlin. O campo de deslocamento descrito,
para pontos de um elemento de casca descrito no plano radial na Fig.2 através das fun¢des de
forma do U-FEM-B-Spline ¢ descrito pelas Egs. 8(a)-(b).

z Pk

'y i
X(n.,0) &0

is

LY ALl

2

(-Die® (1,-1) X

i(0)

is

Figura 2: elemento de casca no plano de simetria radial.

. k kt_k Ta V.k
v 9 0 ¢ 5 oV : 3 )
()= o = t W i=1,...nk, k=12 (8a)
< | 0 g g R, o

Na Eq. 8(a) nk é o nimero de funcdes de forma associadas ao né k do elemento.

Por outro lado, na Eq. (8a) ¢ é a fungdo de forma i associada ao n6 k do elemento; # € espessura
do elemento no né k; ¢ é a coordenada natural do elemento que parametriza coordenadas z
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local e {vf‘k Vs k} sdo as coordenadas do vetor do elemento na dire¢ao radial global associado ao

no local k do elemento. A descricdo matricial compacta da Eq. (8a) € feita pela Eq. (8b).

u,=N,U, (8b)
Ul ={ v el ]

3.2. Teoria cinematica cibica de Reddy (TSDT)

A teoria cinemética ctbica utilizada neste trabalho foi apresentada no trabalho de Reddy et
al. (1984). Nesta teoria, pela consideragdo das componentes membranais do camapo de
deslocamento estar definido por uma polynomial cubica da variavel z local, a deformacio
cisalhante apresenta distribui¢do parabdlica na direcdo da espessura. Na teoria original de
Reddy, desenvolvida para placas retangulares, a condi¢do de tensdo cisalhante nula nas
superficie superior e inferior da placa foi considerada nula. Na adaptacdo que foi feita para este
trabalho em modelos com restricdes de deslocamentos e deformacdes, como € o caso dos
modelos axissimétricos, ndo foi considerada a restri¢do de tensdo cislhante nula nas superficies
inferior e superior da casca.

A descri¢ao do campo de deslocamento, no sistema global de coordenadas, para pontos no
plano de simetria radial (ver: Fig. 1) € definida a partir das Egs. (9a2)-(9b).

k
V!
ho, "o, o, Y
¢ik 0 ¢ik - Vak ¢ik —-¢ 2V2“1< ¢ik - 3"2(2 Wi
% 2 4 8 3
ueh (r’ é,) = {W} = h h2 h3 goz (93)
e z z z k
0 ¢ik ¢ik — $vi ¢ik — §2v2k ¢ik - §3V2k a,
2 4 8 ﬂk

A descricdo matricial compacta da Eq. (9a) € idéntica a da Eq. 8(b) com a diferenca que
este modelo cinemético tem cinco graus de liberdade sendo ‘e B' os graus de liberdade

responséveis pela variagdo da rotacdo na direcdo z local. A distribuicdo da componente v de
deslocamentos com a varidvel z local no plano de simetria radial € descrito na Fig.3.
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bz,v

ru

Figura 3: cinematica ciibica no elemento de casca no plano de simetria radial (r,z)

4. VIBRACOES LIVRES DE FORCADAS

Nesta se¢ao serdo apresentadas as formulacdes discretizadas para o problema de vibracdes
livres e for¢adas com os espacos de aproximacdo obtidos a partir do Uniform FEM-BSpline.
As formulagdes utilizada estdo descritas na forma matricial compacta vélida, portanto, para
todas as teorias cienemdticas apresentadas neste trabalho. As equacdes de equilibrio dinAmico
e do problema de vibracdes livres sdo obtidas para o elemento tedrico de casca descrito no plano

de simetria radial pela Fig.4.

F(z)

k ATTANTAS

v
~

7

Figura 4: elemento teorico de casca descrito no plano de simetria radial.
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4.1. Vibracoes forcadas ndo amortecidas

Nesta subsecdo ¢ presentada a formulacdo semi discreta para o problema de vibragio
forcada ndo amortecida. A formulacdo semi discreta utiliza o método de Bubnov Galerkin para
discretizar o problema no dominio geométrico ficando os vetores de parimetros de
deslocamentos e aceleragdes em fungdo do tempo. Por se tratar de espacos de aproximacao
onde as fungdes da PU nio possuem a propriedade delta de Kronecker as condi¢gdes de contorno
essenciais serdo obtidas utilizando o método de penalidades. Para o problema tedrico de
equilibrio dindmico descrito na Fig.4 a equacio de equilibrio e definida pela Eq. (10).

[ N!pdoQ-[B!DB.dQU, (1)~ [ yN}(N,U,(t)-N,U,(1))doQ
oQy Q 0Q,
—[ PNIN QU (1)=0

Q

(10)

Na Eq. (10) N, € a matriz de fungdes de forma que dependem do modelo cinemadtico conforme
as equacdes 8(a) e 9(a). Por outro lado, a matrizes B, estdo associadas as deformacdes e
dependem do modelo cinemético utilizado sendo descrita de forma compacta pela Eq. (11).

B,=H(HRJG.+N,) (11)

Na Eq. (11) J,R, He H, sio o operador jacobiano o operador de rotagido e as matrizes
booleanas para obter o vetor final de deformagdes. Por outro lado, na mesma equagido G, € o
operador do gradiente de deslocamento descrito na forma vetorial e N, a matriz que leva em
conta a componente de deformacdo &, na dire¢do normal ao plano de simetria radial.

Deve-se ressaltar aqui que a formulagdo descrita pela Eq. (10) leva em conta as condicdes de
contorno de forma fraca sendo as mesmas for¢adas nas fronteiras de Dirichlet utilizando o

método de penalidades. A partir do exposto na Eq. (11) yé o coeficiente de penalidade e U (1)

¢é o deslocamento prescrito na fronteira de Dirichlet. A formulac¢do padrido de descrever a Eq.
(10) utilizada em problemas dindmicos € definida pela Eq. (12).

MU, (t)+KU,(1)=F,(1) (12)

e

Na Eq. (12) se tem:

K,= [ B/DB,dQ+ [ yN)N, doQ (13a)
QF

aQp

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
D. A. Andrade, A. F. Michels, O. A. Suarez, (Editores), ABMEC, Florianépolis, SC, Brazil, November 5-8, 2017.



D. A. Andrade, A. F. Michels, O. A. Suarez

M,= | pN!NdQ (13b)
QE
F,(1)= [ NIp(t)doQ- [ yN[N doQU (1) (13c)
aQy 2Q,,

Nas Eq. (13¢), N € a matriz de penalidade descrita na Eq. (13d) para o modelo de primeira
ordem (FSDT).

e S ¢_k 0 S h—"é/vr
vri @ 2 2k
N, = 0 s 4 e (13d)
w¢i S(p N ;Vzk
Onde
0, n/ prescrito
SV’SW’ S(p = .
1 prescrito

4.2. Vibracoes livres

O problema discretizado de vibragdes livres para modos harmonicos é obtido a partir da Eq.
(10) considerando a forca de excitagdo nula e obtendo o modo de deslocamento no tempo ou
autofuncdo como um produto de fungdes descrito na Eq. (14a).

u(x,t)=u(x)e”, (14a)

A Eq. (14b) é a forma disretizada da Eq. (14a).

U,(x,1)=N,(x)U.e" (14b)

Considerando na Eq. (11) p(t)=0, U,(¢)=0 e U, (t) conforme definido em (14) se obtém a
Eq. (15)
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( [B/DB.AQ+ [ yNN doQ-’| pNeTNedQJ Ue” =0 (15)
Q Q

Q,

A Eq. (15) d4 origem a equacdo de autovalores e auto vetores descritos na Eq. (16).

( [BI/DB.dQ+ [ yN|N doQ-w'| pNgTNngJUe =0 (16)
Q Q

Q)

A Eq. (16) descrita na forma matricial usual para um problema de vibragoes livres € definida
na Eq. (17).

(K,-&’M,)U =0 (17)
Em (17) se tem:

K, =[B/DBdQ+ [ yN/N,doQ (18)
Q

2,

M,=[pN!NdQ (19)
Q

5. MATERIAL COMPOSTO POR LAMINADOS

Dentro do contexto dos materiais compostos por laminados o qual constitui um tema muito
amplo, esta secdo limita-se a abordagem sucinta de compostos por laminados constituidos por

empilhamento  simétrico de Ildminas com orientagdes 6’=[0” /90” /90’ /0”] e

0= [90” 10°70° /90”]com relagdo ao sistema principal de coordenadas definido pela direcdo

da fibra em cada lamina conforme Fig.5. A andlise nas orientagdes supracitadas se deve ao fato
de que os empilhamentos ndo devem produzir empenamentos de forma aque ¥, #0 e 7, #0

Esta secdo se restringe a abordagem macro mecanica, ou seja, cada lamina se comporta com
um material ortétropo com propriedades mecénicas aparentes médias em sua forma
macroscépica.
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matriz

fibra de reforgo

(a) (®)

Figura 5: Laminado composto com fibras unidirecionais.

Em func¢éo da brevidade serdo apresentadas as matrizes constitutivas para uma lamina composta
de matriz polimérica e fibras unidirecionais que neste trabalho serdo fibras de vidro com
propriedades indicadas na Fig.6.

Para as teorias de primeira ordem FSDT e a TSDT as relagdes constitutivas para

6 =0"e 8=90"sao descritas nas Egs. (20a) e (20b)

= 0 KD, 0 7, (20a)

7, 1= 0 kD, 0 7., (20b)

Nas Egs. (20a) e (20b), Kk =5/6 para a teoria FSDT e & =1para a teoria TSDT. As constantes

D, i, j=1,...,6 sdo obtidas a partir da matriz de rigidez global do laminado ort6tropo

conforme Reddy (2000). Por outro lado, as Eqgs. (20a) e (20b) sdo obtidas a partir da equacio
para o sdélido tridimensional aplicando as restricdes de deformacdo normal na dire¢do da
espessura nula e deformacao cisalhante normal ao plano de simetria radial também nula.
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6. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta se¢do sdo analisados dois aspectos da problemética estudada: o primeiro trata do
desempenho dos espacos de aproximagdo obtidos a partir da metodologia Uniform FEM-B-
Splin na obtencdo de uma frequéncia alvo relativamente alta (aqui serd considerada uma
frequéncia relativamente alta aquela acima de dez por cento das frequencias obtidas pelo
problema numérico de autovalores e autovetores utilizados) num cilindro curto composto por
laminado; o segundo aspecto trata do desempenho dos modelos cineméticos de primeira ordem
FSDT e o de Terceira ordem de TSDT na abordagem de um problema de vibragdes forcadas
numa casca esférica rasa composta por laminados. Nos estudos de caso deste trabalho que
utilizam espacos de aproximacdo obtidos segundo o U-FEM-B-Splin é adotado um fator de
penalidade y=5x10"tanto para os deslocamentos como para as rotagdes. Este fator de

penalidade foi adotado por ser um valor préximo do maior médulo de elasticidade do material
ortétropo (Glass-epoxi) indicado na Fig.6. Por brevidade ndo foram apresentados neste
documento os testes de sensibilidade entorno do valor supracitado para ¥ feitos através do

nimero de condicdo da matriz de rigidez.

6.1. Resultados para frequéncia alvo

O estudo de caso proposto tem como finalidade analisar o desempenho do modelo numérico
obtido com teoria cinemdtica de primeira ordem (FSDT) juntamente com espagos de
aproximacao construidos a partir da versao p do MEF e do Uniform FEM-B-Spline, na obtencao
de uma frequéncia alvo relativamente alta. O estudo realizado para um cilindro curto com
propriedades geométricas mecénicas e condi¢des de contorno indicadas na Fig.6. Os resultados
sdo mostrados através do erro relativo indicado na Eq. (21) considerado o cilindro constituido
por laminados com esquema simétrico de laminacao do tipo [0/90]s e [90/0]s.

v=w=p=0
Nw A

eixo de revolugdo

A

o N\ B

6. ¢
v=w=p=0
(b)
Propriedades geométricas Propriedades mecdanicas do laminado ortdtropo
() R=300mm E1=53779,13 Mpa
h=3mm E2=E3 =17296,40 Mpa
H=150mm vI2=vi3=025

v23=0,34
G12=G13= 8963,19Map
G23= 3447,40Mpa
p=1,98e-6Kg/mm3

Figura 6: a) cilindro curto; b) dimensoes e condicdes de contorno.
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_ o, -,
@,

E

r

21

Na Eq. (21), w,, € a frequéncia alvo correspondente a0 modo de ordem M e @, € o valor de

referéncia. E importante ressaltar aqui que a ordem associada ao modo estd relacionada com o
autovalor do problema e nio necessariamente com a frequéncia de identificagdo. Em virtude da
dificuldade de se encontrar uma solug@o analitica para o modelo vibracdes livres de cascas
moderadamente espessas foi utilizada uma solucio de referéncia. A solucdo de referéncia foi
obtida através da regra geral proposta, na Eq. (22), por Dan Givoli (2008).

M=r gd/(2l’)N (22)

o

Na Eq. (22) r, =1, d é a dimensdo do espago de aproximagdo que para este caso € d=1, €€ o
erro de aproximacgdo desejado, p € a ordem polinomial do espaco de aproximacdo e N € o

nimero de graus de liberdade utilizados para aproximar o problema eliptico de autovalores e
auto vetores. Deve-se ressaltar aqui que esta solug@o de referéncia foi proposta para materiais
isotropicos e homogéneos. Para este estudo de caso € utilizada como uma aproximacao.

Neste exemplo a solucdo de referéncia é obtida a partir de um espago de aproximacio com
regularidade C°(Q)construida com cinquenta elementos lagrangeanos unidimensionais de
quinta ordem (seis nds) que aproximam a solu¢do com 747 graus de liberdade.

As frequéncias alvo @, _, =7274.023148Hz para o esquema de laminagdo [0/90]s, e
Wy, _e, = 6847.340220Hz para o esquema de laminac¢ado [90/0]s foram obtidos a partir da Eq. (22)
para um erro £=1x10"" associadas aos modos M, =62e M, = 64 respetivamente. Deve-se

ressaltar aqui que a ordem M destes modos sdo os obtidos do problema de autovalores auto
vetores e ndo de um método de identificacdo especifico. Em outras palavras @),,_, € ®,,_4, S0

as raizes reais associadas aos autovalores e de ordens M, e M,.

O erro relativo indicado na Eq. (21) € obtido para as estratégias A e B discriminadas a seguir
e mostrado na Fig. (7).

A. Espago de aproximagdo com regularidade C°() obtido a partir do Método de
Elementos Finitos com um grid uniforme de vinte elementos unidimensionais
lagrangeanos com ordens polinomiais p = {2, 3,4,5} ;

B. Neste item sao utilizados dois espacos de aproximacao obtidos a partir da metodologia
do U-FEM-B-Spline:

B1. Espaco constituido de um grid de sessenta nds com ordem polinomial p=3 e
regularidade C*(Q) ;
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B2. Espaco constituido de um grid com oitenta nés com ordem polinomial p=5 e
regularidade C*(Q).

O fato de se alterar a dimensdo do grid quando € utilizado o U-FEM-B-Spline consiste em
manter um ndmero de graus de liberdade préximos aos utilizados pela estratégia utilizada no
item A para as ordens polinomiais p=3 e p=5 respectivamente.

Analisando pela 6tica da influéncia da regularidade dos espagos de aproximagao, na obtencdo
de frequéncias relativamente altas, nota-se que a estratégia B mostra uma taxa de convergéncia
significativamente maior do que a estratégia A além da elevada precisdo mostrada com relagdo
a solucdo de referéncia. Estes resultados ratificam a expectativa do estimador a priori
apresentados em Dan Givoli (2008) para problemas elipticos de autovalores e auto vetores.

0

10

107 F

—*—Caso A [0/90]s
—e—Caso A [90/0]s
—&—Caso B[0/90]s
—&—Caso B [90/0]s

100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
NDOF

Figura 7: Resultados de E; da frequéncia alvo correspondente ao modo de ordem M=62 e M=64
para os esquemas simétricos de laminacao [0/90]s e [90/0]s

6.2. Vibracoes forcadas

Este estudo de caso tem como objetivo comparar o desempenho dos modelos numéricos obtidos
a partir dos modelos cineméticos FSDT e o modelo cuibico TSDT juntamente com o U-FEM-
BSpline na abordagem de um problema de vibracdes forcadas produzida por uma forga
impulsiva. O objeto de estudo é uma casca rasa de material composto por laminados com
esquema de laminacao simétrico [0/90]s.

A casca estudada, com relagdo a a/h=16, tem propriedades geométricas, propriedades
mecanicas, condicdes de contorno e forca aplicada indicada na Fig.8. As laminas sdo
constituidas do material ortétropo com propriedades mecanicas indicadas na Fig.6. Os
resultados sdo obtidos para a variagdo do deslocamento e da velocidade do ponto A para as
seguintes estratégias:
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A. Modelo numérico obtido a partir do modelo s6lido elastico de revolugdo discretizado
no plano de simetria radial com 20x4 elementos lagrangeanos de dezesseis nos
(elemento de ordem ctibica). O modelo numérico foi obtido com 1547 graus de
liberdade.

B. Modelo numérico obtido a partir do modelo cinematico de primeira ordem (FSDT)
juntamente com o espago de aproximacdo construido por uma PU de fungdes B-
Spline ctibicas sobre um grid de 21 nés. O modelo numérico € obtido com 69 graus
de liberdade.

C. Modelo numérico obtido com a teoria cinemadtica ctibica de Reddy (TSDT) sendo as

funcdes da PU € o grid idénticos ao do modelo B. Por outro lado, por este modelo

utilizar cinco graus de liberdade por n6 o modelo numérico foi obtido com 115 graus
de liberdade.

0.0.0.p
condigdes de contorno essenciais

propriedades geométricas Ponto 4
R=2438 4mm Caso > - @
a=406,40mm 1 0
h=254mm B 1 0 1

C 1 0 1

piMpa) Ponto B

)
g2
-}

(c) P

e (7]

[oll--1-23

-0,1

Figura 8: casca esférica rasa; b) carregamento e propriedades geométricas no plano de simetria
radial; c) forca impulsiva no tempo.

A integracdo no tempo da equagdo de equilibrio global obtida a partir de Eq. (13) é realizada
pelo método implicito de Newmark para um Af=1x10""s. Os resultados em deslocamentos
e velocidades para o ponto central A sdos mostrados nas Figuras. 10 (a) e 10(b).

Os resultados da propagacio de onda do deslocamento no tempo do ponto A mostram similitude
tanto no modo quanto nos valores de amplitude de onda como pode ser visto na Fig.10(a). Por
outro lada para a variagdo do deslocamento no tempo a propaga¢ao da onda no ponto A mostra
resultados mais préximos entre os modelos A e C. Visto que os modelos numéricos B e C foram

CILAMCE 2017
Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
D. A. Andrade, A. F. Michels, O. A. Suarez (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC, Brazil, November 5-8, 2017.



Template for CILAMCE 2017 (double-click to edit short title field)

gerados pela mesma discretizacdo do espaco o que ndo permite concluir que o modelo C
represente melhor a propagacdo. Neste caso os mecanismos mais complexos de deslocamentos
e deformacgdes do modelo C acabam sendo determinantes nas respostas das variacdes no tempo
do deslocamento. Deve-se ressaltar aqui que foi escolhido o modelo sélido pelo fato que as
teorias de primeira ordem FSDT e a TSDT foram idealizadas para representar o comportamento
do solido elastico.

7. CONCLUSOES

Os resultados deste artigo serdo analisados sobre o foco das probleméticas aqui estudadas
reconhecendo que se trata de tema muito complexo para poder tirar conclusdes categoricas. No
que diz respeito ao problema eliptico de autovalores abordado neste trabalho através do
problema de vibracdes livres os resultados observados corroboram os ja observados na
literatura supracitada neste texto. Neste caso a alta regularidade dos espacos de aproximacao
construidos segundo U-FEM-BSpline tem uma alta relevancia na precisdo dos resultados de
modos e frequéncias relativamente altas como pode ser constatado na literatura em (Hughes,
1987), (Dan Givoli, 2008), (Cottrel et al., 2006).

60

Caso A

—Caso B
—Caso C

40 F

201

wimm)
dw/dt (mm/s)

40 -

sl L L L : : L L L ! L L I I L i L L I
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1
t(s) t(s)

() (b)

Wy
dt

Figura 10: a) deslocamento w, ; b) velocidade

Por outro lado, os resultados da andlise da influéncia das teorias cinemadticas nas respostas do
problema de vibra¢des forcadas, evidenciou um comportamento pouco expressivo para o
modelo numérico construido com a teoria cinemédtica cibica. Os resultados observados para o
comportamento do deslocamento evidenciam resultados proximos dos modelos B e C e ambos
distantes dos obtidos pelo modelo do sélido de revolugdo. Neste caso para o esquema de
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laminag@o utilizado e a relagdo a/h =16 ,caracterizando a casca moderadamente espessa, seria
esperado um comportamento mais préximo da teoria cibica com o modelo sé6lido de revolucao.

Entretanto esta expectativa se confirma no comportamento da velocidade onde acredita-se que
0 comportamento mais proximo do modelo sélido se deva a complexidade do modelo
cinemadtico utilizado na estratégia C, visto que o espaco de aproximacao utilizado nas estratégias
B e C é o mesmo. De forma geral conclui-se que os resultados apresentados tanto para os espaco
de aproximacdo utilizando o Uniform FEM-B-Spline quanto para a andlise dos modelos
cinemdticos foram satisfatdrios com relac@o a solucdo de referéncia e a resposta do sélido de
revolucdo.
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