CILAMCE 2017

Flor'lanopohc; - Santa Catarina - Brazil

UMA ESTRATEGIA PARA O REFINAMENTO ADAPTATIVO UTILIZANDO O
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Myrella Vieira Cabral

Paulo Marcelo Vieira Ribeiro

myrella.cabral@ufpe.br

paulo.vribeiro@ufpe.br

Universidade Federal de Pernambuco — UFPE

Centro de Tecnologia e Geociéncias

Departamento de Engenharia Civil

Rua Académico Hélio Ramos, s/n, 50740-530, Pernambuco, Recife, Brasil.

Resumo. Uma das maiores vantagens do Método dos Elementos Finitos (MEF) é a utilizacao
de computadores convencionais para programacao e analise de problemas diversos. Qualquer
dominio fisico com geometria complexa e condi¢fes de contorno prescritas pode ser analisado
com o método. Por outro lado, o procedimento de geracdo de malha (pré-processamento)
muitas vezes exige um alto custo de processamento computacional para gera¢éo de uma malha
que forneca uma solucéo aceitavel, principalmente em problemas onde ha areas mais sensiveis
a analise, nas quais € necessario um namero maior de elementos para que a solucéo seja obtida
com a precisdo desejada. O presente trabalho consiste no desenvolvimento de um codigo no
MATLAB que gera uma malha inicial e realiza o refinamento h-adaptativo utilizando o MEF
para obtenco de solucdes de problemas bidimensionais descritos pela equacéo de Poisson. E
proposta uma estratégia com duplo critério para o refinamento adaptativo (global e local),
tendo em vista que de acordo com a finalidade da analise podem existir regides de maior e
menor interesse do dominio. O critério de discretizacao ¢ estabelecido através da utilizacdo do
estimador de erro a posteriori Média Nodal Simples e do erro relativo percentual em energia.
E utilizado o elemento triangular linear e realizada a suavizagio progressiva da malha. A
validacéo do cddigo foi feita por meio da comparagdo com solugdes analiticas e valores tedricos
de referéncia.

Palavas-Chave: Refinamento adaptativo, Elementos finitos, Poisson.
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Uma estratégia para o refinamento adaptativo utilizando o Método dos Elementos Finitos

1 INTRODUCAO

Técnicas numeéricas de anélise de estruturas foram desenvolvidas e vem sendo aprimoradas
ao longo dos anos. Sendo utilizadas para a solucdo de problemas de diversas naturezas de
acordo com suas caracteristicas e capacidade de representar e capturar singularidades
associadas a cada contexto envolvido. Nos métodos com malha, a geometria é subdividida em
pequenas partes, denominadas de elementos, 0s quais passam a representar o dominio continuo
do problema. Dessa forma, 0 MEF propGe que a superficie a ser analisada seja dividida em um
namero limitado de elementos conectados por nés. Regides mais refinadas, com maior nimero
de elementos, permitem maior precisdo ao passo que demandam elevado custo computacional.
Por esse motivo é importante que o refinamento seja distribuido de forma inteligente ao longo
do dominio.

Existem diversos procedimentos para o refinamento de solugdes em MEF (Zienkiewicz &
Taylor, 2000). Uma subdivisdo classica é apresentada a seguir: Refinamento-p, Refinamento-r
e Refinamento-h. O primeiro propde o refinamento da malha por meio da alteracdo da ordem
do polindmio usado na interpolacdo, geralmente alterado hierarquicamente, mantendo-se o
tamanho dos elementos. O segundo mantém o nimero total de nds constantes e ajusta as suas
posicBes para obter uma aproximacdo Otima. Esse procedimento é teoricamente interessante,
mas ¢é dificil de usar na prética e é pouco recomendado. No Refinamento-h, o qual foi utilizado
neste artigo, alteram-se as dimensdes e/ou formas dos elementos de maneira que em alguns
locais os elementos possuem maiores dimensdes do que em outros, permitindo que as regides
criticas dos problemas recebam atencéo especial, proporcionando maior economia no processo
de obtencgéo da solugédo desejada.

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um codigo para refinamento h-adaptativo
com duplo critério para subdivisdo dos elementos. Desse modo, além do refinamento h-
adaptativo convencional, foi implementada uma opc¢éo de analise de refinamento com foco em
uma regido para o direcionamento dos esfor¢os de processamento para regido de maior
relevancia de projeto, resultando num menor custo de processamento computacional para
obtencédo da solugdo desejada. O diferencial desta estratégia de refinamento esta em permitir
que o usuario controle tanto a qualidade da malha regional, referente a regido de foco da analise,
quanto global.

As rotinas computacionais foram implementadas no software MATLAB, iniciando com o
pré-processamento (dados de entrada e geracdao da malha) até a obtencao dos resultados (pos-
processamento). Utilizou-se 0 MEF para obtencdo de solucbes de problemas bidimensionais
descritos pela equacdo de Poisson.

2 EQUACAO DE POISSON E METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

As equacgdes de Laplace e Poisson possuem multiplas aplicagdes na engenharia. Por
exemplo, essas equacOes diferenciais podem representar conducao de calor, fluxo potencial e
torcdo de estruturas (Know & Bang, 2000). A Equacdo de Poisson é:
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ou o
k(82+8y j a(x,y) em Q 1)

Onde a incégnita u é uma funcdo ao longo do dominio Q e g(x,y) € uma funcédo
denominada fonte interna. Para o caso particular onde ndo h& fonte interna, g(x,y)=0, obtém-se
a Equacdo de Laplace:

o°u 0%

W_‘_W:o emQ (2)

A integracdo do peso residual da Eq. (1) e da condicdo de contorno, apés a realizacdo de
integracdo por partes para redugéo da ordem de diferenciagdo da integral, resulta em (Know &
Bang, 2000):

oW ou awau ou
dQ — J-W x dQ+IW— dar 3
J.(Gx OX j 9(%y) 0 ®)

n

A primeira integral torna-se a matriz de rigidez, a segunda integral esta relacionada a fonte
interna e torna-se um vetor de fluxos e a terceira integral refere-se ao fluxo no contorno ao
longo da fronteira natural, também resultando num vetor de fluxos.

A discretizacdo do dominio na Eq. (3) é feita usando elementos finitos bidimensionais. Um
dos elementos mais simples é o elemento triangular linear, utilizado neste trabalho. A funcéo
geral v, que representa as varidveis nodais nos trés pontos nodais, é (Logan, 2012):

Ui
[Hl H: Hs] Uz (4)
Us

v}

Com as variaveis nodais expressas pela Eq. (4), a matriz de rigidez pode ser expressa por:

K* = [ [B] [k][B]d2 5)

ot

Onde [B] corresponde as derivadas das funcdes de forma Hi e [K] corresponde a matriz
constitutiva. A segunda integral da Eq. (3) é calculada apenas para os problemas descritos pela
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equacdo de Poisson, ja que para Laplace a fonte interna de calor, g(x,y), € nula em todo o
dominio Q . A integral é computada no elemento triangular linear da seguinte forma:

Hl

I H, rg(x,y)dQ (6)
& | H,

4 REFINAMENTO ADAPTATIVO E CRITERIO DE DISCRETIZACAO

Dentre os procedimentos de refinamento ja apresentados, optou-se pela utilizacdo do
refinamento h-adaptativo com subdivisdo dos elementos. Os elementos existentes sao divididos
em menores, mantendo-se as condi¢gdes de contorno dos elementos originais. Um método
bastante conhecido e utilizado neste trabalho é o Red-Green (Bank & Sherman, 1981) que
consiste em adicionar nés nas arestas dos elementos, gerando quatro novos triangulos
geometricamente similares ao original. Pontos flutuantes (“hanging nodes™) sdo gerados no
meio dos lados dos n6s adjacentes ao elemento que foi refinado, sendo entdo necessario prover
restrices nesses pontos flutuantes (Rivara, 1984). Para tanto, os triangulos vizinhos, que
servem de transicdo entre a regido que sofreu refinamento e o resto do dominio, sdo divididos
de modo que tornam-se irregulares e de menor qualidade, sendo chamados de triangulos verdes.

Vo

Figura 1. Triangulos vermelhos e triangulos vizinhos verdes refinados
Fonte: elaborado por Johann Cervenka, 1968.

Para estimar o erro e estabelecer o critério de discretizacdo, utilizou-se o estimador de erro
a posteriori Método das Médias Nodais Simples (MNS) (Gongalves et al., 2014). Este consiste
em, apos o calculo do campo v, Eq. (7), em cada elemento conectado a cada no, e sabendo que

para um n6 compartilhado por N elementos existem, via de regra, N diferentes valores

el . el

de v, estimar a média nodal conforme a Eq. (8) (Cook et al, 2002).

(v) L (8)
V) =—— 3 Vi
med Ne|n0 a
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Um campo suavizado e continuo entre os elementos, v, é construido a partir da média
aritmética dos (v)med de cada elemento, ja que o elemento é linear, o qual é utilizado para
avaliar o erro dos elementos da malha quando a solucédo analitica ndo é conhecida. Buscando
obter um valor escalar que mega o erro em um sentido global para cada malha gerada, adotou-

se a norma do erro em energia, obtida em relacdo a solu¢do melhorada (Zienkiewicz & Taylor,
2000):

el = ] (v=9)"k* (v-v)de ©)

Para definicdo do critério de convergéncia do processo adaptativo, utilizou-se uma
combinacdo de dois critérios: um em nivel global e outro em nivel elementar ( Zienkiewicz &
Zhu, 1987). O primeiro refere-se a convergéncia global e requer que o erro global na norma em

energia para a malha j, [e;|, ndo ultrapasse um percentual 7,,, da energia total acumulada no
dominio |u;|. Desse modo, define-se o parametro de erro global ¢ . Como critério de malha

Otima, utilizou-se a equidistribuicdo do erro elementar (Silva, 2015), ou seja, cada elemento
deve ter o mesmo valor do erro. Define-se, entdo, o parametro de erro local elementar £ . Com

0 objetivo de satisfazer esses dois critérios simultaneamente, define-se o parametro de
refinamento elementar, £, determinado pela equagéo a seguir:

é/ie = ggéjie = ||e]|| ”e”ie N el (10)
||| 7cimJU

Onde N, € o namero total de elementos. O parametro de refino indica se a malha esta
adequada, quando ¢ & <I, ou se devera ser refinada, ¢ ¢, >1. Quando o usuario opta por

ie —
uma regido de refinamento especial, deve determinar um 7, . para o parametro ¢ da regiao
especial e 77,,,, paraos demais parametros. A se¢éo 5 explica de maneira mais detalhada como
a Eq. (10) é empregada no programa.

5 O PROGRAMA

Foi desenvolvido no software MATLAB (2015) e possui 4 etapas principais: pré-
processamento (dados de entrada e geracdo da malha), resolu¢do do sistema de equacdes,
estimativa de erro e verificacdo da convergéncia da malha. Estas etapas ocorrem em um loop
até que o critério de convergéncia seja satisfeito. A Fig. 2 apresenta o fluxograma dos
procedimentos do programa.

Inicialmente o usuério deve fornecer os dados do problema e os parametros para geracao e
refinamento da malha. Apds a defini¢cdo do dominio do problema, é dado ao usuério a opgao de
escolher uma regido de foco da andlise. Para determinar esta regido, o usuario define as
coordenadas de um ponto central e o raio. Em seguida, o projetista deve determinar os valores
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admissiveis do erro percentual em energia 77,1 € 7,4m2- O 77.4mp S€Fa utilizado no calculo do
parametro ¢ da area especial selecionada, estabelecendo o critério regional. O 7., €
utilizado no parametro £ da regido especial e em ambos os termos do pardmetro ', das

demais regides do dominio, conforme Eq. (10). Desse modo, os esfor¢cos de processamento sdo
concentrados na regido de maior interesse, permitindo assim, uma analise mais objetiva e de
menor custo computacional, como sera demostrado nos exemplos da secdo 6. A proposta é que
0 usuério tenha controle tanto sobre a qualidade da malha regional, referente a regido de foco
da analise, quanto global. Essa estratégia se diferencia, por exemplo, do Adaptive Meshing for
Local Solution Improvement do COMSOL — software de elementos finitos comercial — que
permite que o usuario especifique uma regido para o refinamento e, entdo, a malha é refinada
para fornecer melhores resultados localmente, de maneira que o refino global da malha esta
sujeito apenas a satisfacdo da precisao local.

Ainda na etapa de pré-processamento, a malha inicial é gerada fazendo uso de uma fungéo
disponivel na biblioteca do MATLAB, sendo o usuario responsavel por definir a dimenséo
permitida, Hmax, para o maior lado dos elementos. Para melhorar a qualidade da malha, é
utilizada a suavizacdo laplaciana (Lacassa, 2012) continuamente, sempre que uma nova malha
é gerada. Ap0s o pré-processamento, segue-se o calculo das matrizes de rigidez dos elementos,
Eqg. (5), montagem da matriz de rigidez global e resolucdo do sistema de equagdes. Utiliza-se,
entdo, o estimador de erro a posteriori Média Nodal Simples, o erro relativo percentual em
energia e o critério de equidistribuicdo do erro elementar na definicdo dos parametros global e
local, tanto para o dominio global quanto para o regional. A malha é refinada até que o critério
de refinamento elementar seja satisfeito para todos os elementos da malha, isto &, ggfieﬁl \4

Dados de
entrada

—{Domimo} - ->6egiao espec@ - A{nadmz)

Hmax dos elementos da
malha

Dados do problema

nadmi

i

Suavizagao

Geragao da malha —p» damalha [W Condigoes de

Subdivisao dos |

—Sim s~ elementos contorno
Nao \ Matriz de
rigidez
Convergéncia se
ies1Vei
(ot Sistema de
equagoes
3
Critério de Critério de — TETT ‘/
1 °-| convergéncia [a--{ convergéncia (e— doerrs:. [*1  simples %7 Gradiente
i regional global P
1
Pés- processamento 4.®
<------ Operagéo opcional <---- Quando a operagéo opcional -a«—— Operacéo obrigatdria

néo for selecionada

Figura 2. Fluxograma dos procedimentos do programa
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6 APLICACOES E RESULTADOS

Serdo apresentados alguns exemplos numéricos de problemas bidimensionais descritos
pela equacdo de Poisson: conducao de calor, torcdo e flexdo em placas (reducdo da equacao
diferencial de quarta ordem em duas equagfes de segunda ordem). Também é apresentado um
comparativo entre o refinamento h-adaptativo convencional e o refinamento h-adaptativo com

foco em uma regiéo.

6.1 Problema 1: Conducéo de calor

A solucéo analitica é dada pela Eq. (11), onde a=0 e b=1, a qual satisfaz v°T =0. O dominio
é Q=[0,1]2 A regido especial selecionada para foco da anélise localiza-se no canto inferior
esquerdo do dominio, tem centro em (0.15,0.15), raio=0.3 e esta indicada na Malha al da Fig.3.
Adotou-se 7,,., =0.1 € 7,,.,=0.05 para a malha (a) e 7, =0.05 para a malha (b).

2(1+y) (11)
(@a+x)2+(b+y)?

T(x,y)=100+

VA,

— 36 elementos  Malha a2 — 196 elementos
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Malha bl — 36 elementos  Malha b2 — 399 elementos Malha b3 — 422 elementos

Figura 3. (a) Refinamento com foco em uma regido e (b) Refinamento convencional

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC, Brazil,

November 5-8, 2017.



Uma estratégia para o refinamento adaptativo utilizando o Método dos Elementos Finitos

A Figura 3 apresenta um comparativo entre o refinamento com foco em uma regido e o
refinamento convencional. Nota-se que a analise (a) mostra-se mais efetiva, pois alcanga o erro
admissivel determinado para a analise com quase metade do nimero de graus de liberdade de
(b). Portanto, o refinamento com foco em uma regido mostra-se bastante eficiente quando se
tem uma regido particular de maior interesse, visto que proporciona a obtencdo da precisdo
exigida a um menor custo de processamento computacional.

Para avaliar a qualidade do estimador de erro utilizado, calculou-se o indice de efetividade,
68, descrito pela razao entre o valor do erro estimado e o valor do erro verdadeiro, obtido a partir
da solucéo analitica. Os indices de efetividade das malhas finais (a) e (b) sdo 1.0144 e 1.0312,
respectivamente. Observa-se que em ambos processos de refinamento o indice de efetividade
tende a 1, indicando que o erro na malha tende a um valor baixo. Portanto, a estimativa do erro
efetuada pelo estimador, que guia o processo adaptativo, € assintoticamente exata (Silva, 2015).

Refinamento com foco em uma regi&o —————————— Refinamento com foco em uma regi&o
Refinamento convencional e Refinamento convencional

10 —

Erro relativo percentual global regional
Erro relativo percentual global

1 T 1 T

10 100 10 100
Nutmero de graus de liberdade Numero de graus de liberdade

Figura 4. Erro relativo percentual global regional e erro relativo percentual global das
malhas (a) e (b)

A Figura 4 mostra os graficos log x log do erro relativo percentual global na regido especial
e no dominio global versus o nimero de graus de liberdade de toda a malha, para ambos
processos de refinamento. Para o refinamento com foco em uma regido, percebe-se que
inicialmente ha uma diminuicdo maior do erro global e, a partir de determinado NGL, o erro
regional converge mais rapidamente que o global, isto porque a regido escolhida coincide com
o local de maior erro da analise.

6.2 Problema 2: Torcgao

A rigidez torcional de uma se¢do qualquer também pode ser determinada pela equacdo de
Poisson, Eqg. (1), onde ¢ € a funcdo de tensdo e g(x,y)= 2Gk. Tomando Gk=1 e ¢ =0 no

contorno, obtém-se a rigidez torcional:

K =-2] ¢dQ (12)
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As figuras 5 e 6 mostram o comportamento da funcao de tensdo ao longo de diferentes
dominios. Em todos os casos apresentados, o refinamento adaptativo mostrou-se mais eficiente
que o refinamento uniforme. Na Fig.5 é feito um comparativo entre o refinamento com foco em
uma regido, com centro em (0,0) e raio=2, e o refinamento convencional. Neste caso, o objetivo
do foco foi evitar o refinamento intenso em regides de singularidade. Adotou-se 7,,,,=0.1 €

1 .am» =0.05 para a malha (a) e 7,,,=0.05 para a malha (b). Os valores da rigidez torcional
obtidos foram 19.3938 e 19.4333, respectivamente. Sendo 19,4385 o valor da solucéo exata.
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Figura 5. Malhas finais: (a) Refinamento com foco em uma regiéo e (b) Refinamento
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Em (c) adotou-se 7,,,=0.1eem (d) 7,,,=0.05. Em (c), obteve-se K= 0.2083, sendo 0.2028
o valor da solucdo exata, e em (d) obteve-se K=0.3113, sendo 0.3142 o valor da solucéo exata.
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6.3 Problema 3: Flexdo em placas

O problema de flexdo em uma placa pode ser reduzido ao problema de flexdo em uma
membrana, Eq. (13) e (14), onde M s&o os momentos, w sdo os deslocamentos, g € a carga
aplicada e D ¢ a rigidez a flexdo da placa (Timoshenko, 1989). A placa da Fig. 7 esta
simplesmente apoiada em todos os lados, portanto, M=0 e w=0 ao longo do contorno. Possui
20 cm de espessura, E= 200 MPa e v = 0,3. O célculo do erro na norma em energia foi obtido
a partir do campo suavizado da solucéo da Eq. (14) para a malha (a) e da Eq. (13) para a malha
(b). Os graficos da Fig. 8 mostram o compartivo entre os refinamentos adaptativo e uniforme.
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Figura 7. Deslocamentos verticais — malhas finais: (a) Adaptativo - 2 e (b) Adaptativo -1

10 —

Erro relativo percentual em energia

Uniforme - 2

Adaptativo - 2

100

1000
Numero de graus de liberdade

Uniforme - 1
Adaptativo - 1

10 —

Erro relativo percentual em energia

17‘ I
100

T
1000

Numero de graus de liberdade

Figura 8. Comparativo entre os refinamentos adaptativo e uniforme das malhas (a) e (b)

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC, Brazil,
November 5-8, 2017.



Cabral, M. V., Ribeiro, P. M. V.

7 CONCLUSAO

Os exemplos apresentados e validados confirmam o funcionamento do programa
desenvolvido para solugéo de diversos problemas bidimensionais descritos pela equacéo de
Poisson. O estimador de erro utilizado, MNS, mostrou-se eficiente, apresentando indices de
efetividade proximos a 1, tendendo a esse valor a medida que a malha era refinada,
demonstrando assim que a estimativa do erro é assintoticamente exata. A suavizacao laplaciana
contribuiu para melhorar a qualidade da malha, no entanto, os tridngulos vizinhos aqueles que
sofreram refinamento (triangulos verdes) ainda se mantém deformados e repassam essa
caracteristica caso venham a ser subdivididos num refinamento posterior. Foi demonstrada a
eficiéncia da estratégia de refinamento com foco em uma regido que direciona os esforcos de
processamento para o local de maior relevancia de projeto e proporciona a obtencdo da solucéo
com a precisao requerida pelo projetista tanto na regido especial quanto no dominio global do
problema. Pelo comparativo com o refinamento convencional, percebeu-se economia no tempo
de processamento pela diminui¢do do nimero de graus de liberdade e do nimero de iteracGes
necessarios a convergéncia.
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