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Resumo. Uma das maiores vantagens do Método dos Elementos Finitos (MEF) é a utilização 

de computadores convencionais para programação e análise de problemas diversos. Qualquer 

domínio físico com geometria complexa e condições de contorno prescritas pode ser analisado 

com o método. Por outro lado, o procedimento de geração de malha (pré-processamento) 

muitas vezes exige um alto custo de processamento computacional para geração de uma malha 

que forneça uma solução aceitável, principalmente em problemas onde há áreas mais sensíveis 

à análise, nas quais é necessário um número maior de elementos para que a solução seja obtida 

com a precisão desejada. O presente trabalho consiste no desenvolvimento de um código no 

MATLAB que gera uma malha inicial e realiza o refinamento h-adaptativo utilizando o MEF 

para obtenção de soluções de problemas bidimensionais descritos pela equação de Poisson. É 

proposta uma estratégia com duplo critério para o refinamento adaptativo (global e local), 

tendo em vista que de acordo com a finalidade da análise podem existir regiões de maior e 

menor interesse do domínio. O critério de discretização é estabelecido através da utilização do 

estimador de erro a posteriori Média Nodal Simples e do erro relativo percentual em energia. 

É utilizado o elemento triangular linear e realizada a suavização progressiva da malha. A 

validação do código foi feita por meio da comparação com soluções analíticas e valores teóricos 

de referência. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

Técnicas numéricas de análise de estruturas foram desenvolvidas e vem sendo aprimoradas 

ao longo dos anos. Sendo utilizadas para a solução de problemas de diversas naturezas de 

acordo com suas características e capacidade de representar e capturar singularidades 

associadas a cada contexto envolvido. Nos métodos com malha, a geometria é subdividida em 

pequenas partes, denominadas de elementos, os quais passam a representar o domínio contínuo 

do problema. Dessa forma, o MEF propõe que a superfície a ser analisada seja dividida em um 

número limitado de elementos conectados por nós. Regiões mais refinadas, com maior número 

de elementos, permitem maior precisão ao passo que demandam elevado custo computacional. 

Por esse motivo é importante que o refinamento seja distribuído de forma inteligente ao longo 

do domínio.   

Existem diversos procedimentos para o refinamento de soluções em MEF (Zienkiewicz & 

Taylor, 2000). Uma subdivisão clássica é apresentada a seguir: Refinamento-p, Refinamento-r 

e Refinamento-h. O primeiro propõe o refinamento da malha por meio da alteração da ordem 

do polinômio usado na interpolação, geralmente alterado hierarquicamente, mantendo-se o 

tamanho dos elementos.  O segundo mantém o número total de nós constantes e ajusta as suas 

posições para obter uma aproximação ótima. Esse procedimento é teoricamente interessante, 

mas é difícil de usar na prática e é pouco recomendado. No Refinamento-h, o qual foi utilizado 

neste artigo, alteram-se as dimensões e/ou formas dos elementos de maneira que em alguns 

locais os elementos possuem maiores dimensões do que em outros, permitindo que as regiões 

críticas dos problemas recebam atenção especial, proporcionando maior economia no processo 

de obtenção da solução desejada.  

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um código para refinamento h-adaptativo 

com duplo critério para subdivisão dos elementos. Desse modo, além do refinamento h-

adaptativo convencional, foi implementada uma opção de análise de refinamento com foco em 

uma região para o direcionamento dos esforços de processamento para região de maior 

relevância de projeto, resultando num menor custo de processamento computacional para 

obtenção da solução desejada. O diferencial desta estratégia de refinamento está em permitir 

que o usuário controle tanto a qualidade da malha regional, referente à região de foco da análise, 

quanto global. 

As rotinas computacionais foram implementadas no software MATLAB, iniciando com o 

pré-processamento (dados de entrada e geração da malha) até a obtenção dos resultados (pós-

processamento). Utilizou-se o MEF para obtenção de soluções de problemas bidimensionais 

descritos pela equação de Poisson. 

 

2 EQUAÇÃO DE POISSON E MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

 

As equações de Laplace e Poisson possuem múltiplas aplicações na engenharia. Por 

exemplo, essas equações diferenciais podem representar condução de calor, fluxo potencial e 

torção de estruturas (Know & Bang, 2000). A Equação de Poisson é: 
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Onde a incógnita u é uma função ao longo do domínio Ω  e g(x,y) é uma função 

denominada fonte interna. Para o caso particular onde não há fonte interna, g(x,y)=0, obtém-se 

a Equação de Laplace:  
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A integração do peso residual da Eq. (1) e da condição de contorno, após a realização de 

integração por partes para redução da ordem de diferenciação da integral, resulta em (Know & 

Bang, 2000): 
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A primeira integral torna-se a matriz de rigidez, a segunda integral está relacionada a fonte 

interna e torna-se um vetor de fluxos e a terceira integral refere-se ao fluxo no contorno ao 

longo da fronteira natural, também resultando num vetor de fluxos. 

A discretização do domínio na Eq. (3) é feita usando elementos finitos bidimensionais. Um 

dos elementos mais simples é o elemento triangular linear, utilizado neste trabalho. A função 

geral  , que representa as variáveis nodais nos três pontos nodais, é (Logan, 2012): 

   
1

1 2 3 2

3

u
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Com as variáveis nodais expressas pela Eq. (4), a matriz de rigidez pode ser expressa por: 

 

    
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 dΩ
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                                                                                                              (5) 

 

Onde [B] corresponde às derivadas das funções de forma Hi e [k] corresponde à matriz 

constitutiva. A segunda integral da Eq. (3) é calculada apenas para os problemas descritos pela 
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equação de Poisson, já que para Laplace a fonte interna de calor, g(x,y), é nula em todo o 

domínio Ω  . A integral é computada no elemento triangular linear da seguinte forma: 
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e
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 
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4 REFINAMENTO ADAPTATIVO E CRITÉRIO DE DISCRETIZAÇÃO 

 

Dentre os procedimentos de refinamento já apresentados, optou-se pela utilização do 

refinamento h-adaptativo com subdivisão dos elementos. Os elementos existentes são divididos 

em menores, mantendo-se as condições de contorno dos elementos originais. Um método 

bastante conhecido e utilizado neste trabalho é o Red-Green (Bank & Sherman, 1981) que 

consiste em adicionar nós nas arestas dos elementos, gerando quatro novos triângulos 

geometricamente similares ao original. Pontos flutuantes (“hanging nodes”) são gerados no 

meio dos lados dos nós adjacentes ao elemento que foi refinado, sendo então necessário prover 

restrições nesses pontos flutuantes (Rivara, 1984). Para tanto, os triângulos vizinhos, que 

servem de transição entre a região que sofreu refinamento e o resto do domínio, são divididos 

de modo que tornam-se irregulares e de menor qualidade, sendo chamados de triângulos verdes. 

 

 

 

Figura 1. Triângulos vermelhos e triângulos vizinhos verdes refinados 

Fonte: elaborado por Johann Cervenka, 1968. 

 

Para estimar o erro e estabelecer o critério de discretização, utilizou-se o estimador de erro 

a posteriori Método das Médias Nodais Simples (MNS) (Gonçalves et al., 2014). Este consiste 

em, após o cálculo do campo v , Eq. (7), em cada elemento conectado a cada nó, e sabendo que 

para um nó compartilhado por 
no

N el  elementos existem, via de regra, 
no

N el  diferentes valores 

de v , estimar a média nodal conforme a Eq. (8) (Cook et al, 2002). 
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Um campo suavizado e contínuo entre os elementos, v, é construído a partir da média 

aritmética dos  
med

v  de cada elemento, já que o elemento é linear, o qual é utilizado para 

avaliar o erro dos elementos da malha quando a solução analítica não é conhecida. Buscando 

obter um valor escalar que meça o erro em um sentido global para cada malha gerada, adotou-

se a norma do erro em energia, obtida em relação a solução melhorada (Zienkiewicz & Taylor, 

2000): 

 

   
2

1T

dΩv v v vke 



                                                                                                        (9) 

 

Para definição do critério de convergência do processo adaptativo, utilizou-se uma 

combinação de dois critérios: um em nível global e outro em nível elementar ( Zienkiewicz & 

Zhu, 1987). O primeiro refere-se à convergência global e requer que o erro global na norma em 

energia para a malha j, je , não ultrapasse um percentual 
adm  da energia total acumulada no 

domínio ju . Desse modo, define-se o parâmetro de erro global 
g . Como critério de malha 

ótima, utilizou-se a equidistribuição do erro elementar (Silva, 2015), ou seja, cada elemento 

deve ter o mesmo valor do erro. Define-se, então, o parâmetro de erro local elementar 
ie . Com 

o objetivo de satisfazer esses dois critérios simultaneamente, define-se o parâmetro de 

refinamento elementar, 
ie , determinado pela equação a seguir: 

j ie
elie g ie

j jadm adm

ee
N

u u
  

 
                                                                          (10) 

 

Onde elN  é o número total de elementos. O parâmetro de refino indica se a malha está 

adequada, quando 
g ie

  ≤1, ou se deverá ser refinada, 
g ie

  >1. Quando o usuário opta por 

uma região de refinamento especial, deve determinar um 
2adm  para o parâmetro  

g  da região 

especial e 
1adm   para os demais parâmetros. A seção 5 explica de maneira mais detalhada como 

a Eq. (10) é empregada no programa. 

 

5 O PROGRAMA 

  
Foi desenvolvido no software MATLAB (2015) e possui 4 etapas principais: pré-

processamento (dados de entrada e geração da malha), resolução do sistema de equações, 

estimativa de erro e verificação da convergência da malha. Estas etapas ocorrem em um loop 

até que o critério de convergência seja satisfeito. A Fig. 2 apresenta o fluxograma dos 

procedimentos do programa. 

Inicialmente o usuário deve fornecer os dados do problema e os parâmetros para geração e 

refinamento da malha. Após a definição do domínio do problema, é dado ao usuário a opção de 

escolher uma região de foco da análise. Para determinar esta região, o usuário define as 

coordenadas de um ponto central e o raio. Em seguida, o projetista deve determinar os valores 
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admissíveis do erro percentual em energia  
1adm  e 

2adm . O  
2adm  será utilizado no cálculo do 

parâmetro 
g  da área especial selecionada, estabelecendo o critério regional. O 

1adm  é 

utilizado no parâmetro 
ie  da região especial  e em ambos os termos do parâmetro 

ie das 

demais regiões do domínio, conforme Eq. (10). Desse modo, os esforços de processamento são 

concentrados na região de maior interesse, permitindo assim, uma análise mais objetiva e de 

menor custo computacional, como será demostrado nos exemplos da seção 6. A proposta é que 

o usuário tenha controle tanto sobre a qualidade da malha regional, referente à região de foco 

da análise, quanto global. Essa estratégia se diferencia, por exemplo, do Adaptive Meshing for 

Local Solution Improvement do COMSOL — software de elementos finitos comercial — que 

permite que o usuário especifique uma região para o refinamento e, então, a malha é refinada 

para fornecer melhores resultados localmente, de maneira que o refino global da malha está 

sujeito apenas à satisfação da precisão local.         

Ainda na etapa de pré-processamento, a malha inicial é gerada fazendo uso de uma função 

disponível na biblioteca do MATLAB, sendo o usuário responsável por definir a dimensão 

permitida, Hmáx, para o maior lado dos elementos. Para melhorar a qualidade da malha, é 

utilizada a suavização laplaciana (Lacassa, 2012) continuamente, sempre que uma nova malha 

é gerada. Após o pré-processamento, segue-se o cálculo das matrizes de rigidez dos elementos, 

Eq. (5), montagem da matriz de rigidez global e resolução do sistema de equações. Utiliza-se, 

então, o estimador de erro a posteriori Média Nodal Simples, o erro relativo percentual em 

energia e o critério de equidistribuição do erro elementar na definição dos parâmetros global e 

local, tanto para o domínio global quanto para o regional. A malha é refinada até que o critério 

de refinamento elementar seja satisfeito para todos os elementos da malha, isto é, 
g ie

  ≤1 ∀ 

ei.  

 

Figura 2. Fluxograma dos procedimentos do programa 
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6 APLICAÇÕES E RESULTADOS 

 

Serão apresentados alguns exemplos numéricos de problemas bidimensionais descritos 

pela equação de Poisson: condução de calor, torção e flexão em placas (redução da equação 

diferencial de quarta ordem em duas equações de segunda ordem). Também é apresentado um 

comparativo entre o refinamento h-adaptativo convencional e o refinamento h-adaptativo com 

foco em uma região.  

 

6.1   Problema 1: Condução de calor 

 

A solução analítica é dada pela Eq. (11), onde a=0 e b=1, a qual satisfaz 2 0T  . O domínio 

é Ω =[0,1]². A região especial selecionada para foco da análise localiza-se no canto inferior 

esquerdo do domínio, tem centro em (0.15,0.15),  raio=0.3 e está indicada na Malha a1 da Fig.3. 

Adotou-se 
1adm =0.1 e 

2adm =0.05 para a malha (a) e 
adm =0.05 para a malha (b). 

 

2(1 )
( , ) 100

( )² ( )²

y
T x y

a x b y


 

  
                                                                                              (11) 

 

 

Malha a1 – 36 elementos      Malha a2 – 196 elementos     Malha a3 – 231 elementos 

 

Malha b1 – 36 elementos      Malha b2 – 399 elementos     Malha b3 – 422 elementos 

Figura 3. (a) Refinamento com foco em uma região e (b) Refinamento convencional 
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A Figura 3 apresenta um comparativo entre o refinamento com foco em uma região e o 

refinamento convencional. Nota-se que a análise (a) mostra-se mais efetiva, pois alcança o erro 

admissível determinado para a análise com quase metade do número de graus de liberdade de 

(b). Portanto, o refinamento com foco em uma região mostra-se bastante eficiente quando se 

tem uma região particular de maior interesse, visto que proporciona a obtenção da precisão 

exigida a um menor custo de processamento computacional. 

Para avaliar a qualidade do estimador de erro utilizado, calculou-se o índice de efetividade, 

𝜃, descrito pela razão entre o valor do erro estimado e o valor do erro verdadeiro, obtido a partir 

da solução analítica. Os índices de efetividade das malhas finais (a) e (b) são 1.0144 e 1.0312, 

respectivamente. Observa-se que em ambos processos de refinamento o índice de efetividade 

tende a 1, indicando que o erro na malha tende a um valor baixo. Portanto, a estimativa do erro 

efetuada pelo estimador, que guia o processo adaptativo, é assintoticamente exata (Silva, 2015).

   

 

 

Figura 4. Erro relativo percentual global regional e erro relativo percentual global das 

malhas (a) e (b) 

A Figura 4 mostra os gráficos log x log do erro relativo percentual global na região especial 

e no domínio global versus o número de graus de liberdade de toda a malha, para ambos 

processos de refinamento. Para o refinamento com foco em uma região, percebe-se que 

inicialmente há uma diminuição maior do erro global e, a partir de determinado NGL, o erro 

regional converge mais rapidamente que o global, isto porque a região escolhida coincide com 

o local de maior erro da análise.  

 

6.2 Problema 2: Torção 

 

A rigidez torcional de uma seção qualquer também pode ser determinada pela equação de 

Poisson, Eq. (1), onde   é a função de tensão e g(x,y)= 2Gk. Tomando Gk=1 e  =0 no 

contorno, obtém-se a rigidez torcional: 

 

2 dΩK 


                                                                                                                                    (12)   
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As figuras 5 e 6 mostram o comportamento da função de tensão ao longo de diferentes 

domínios. Em todos os casos apresentados, o refinamento adaptativo mostrou-se mais eficiente 

que o refinamento uniforme. Na Fig.5 é feito um comparativo entre o refinamento com foco em 

uma região, com centro em (0,0) e raio=2, e o refinamento convencional. Neste caso, o objetivo 

do foco foi evitar o refinamento intenso em regiões de singularidade. Adotou-se 
1adm =0.1 e 

2adm =0.05 para a malha (a) e 
adm =0.05 para a malha (b). Os valores da rigidez torcional 

obtidos foram 19.3938 e 19.4333, respectivamente. Sendo 19,4385 o valor da solução exata.     

                                                                                                                                                                                                                   

 

                      Malha a – 1001 elementos               Malha b – 1567 elementos 

Figura  5. Malhas finais: (a) Refinamento com foco em uma região e (b) Refinamento 

convencional          

 

        
Malha  c – 3351 elementos                             Malha d – 999 elementos 

Figura 6. Malhas finais – domínios: (c) C e (d) Elipse 

 

Em (c) adotou-se 
adm =0.1 e em (d) 

adm =0.05. Em (c), obteve-se K= 0.2083, sendo 0.2028 

o valor da solução exata, e em (d) obteve-se K= 0.3113, sendo 0.3142 o valor da solução exata. 
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6.3 Problema 3: Flexão em placas 

 

O problema de flexão em uma placa pode ser reduzido ao problema de flexão em uma 

membrana, Eq. (13) e (14), onde M são os momentos, w são os deslocamentos, q é a carga 

aplicada e D é a rigidez à flexão da placa (Timoshenko, 1989). A placa da Fig. 7 está 

simplesmente apoiada em todos os lados, portanto, M=0 e w=0 ao longo do contorno. Possui 

20 cm de espessura, E= 200 MPa e  = 0,3. O cálculo do erro na norma em energia foi obtido 

a partir do campo suavizado da solução da Eq. (14) para a malha (a) e da Eq. (13) para a malha 

(b). Os gráficos da Fig. 8 mostram o compartivo entre os refinamentos adaptativo e uniforme.  
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Figura  7. Deslocamentos verticais – malhas finais: (a) Adaptativo - 2 e (b) Adaptativo -1 

 

 

Figura 8. Comparativo entre os refinamentos adaptativo e uniforme das malhas (a) e (b) 
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7 CONCLUSÃO 

 
Os exemplos apresentados e validados confirmam o funcionamento do programa 

desenvolvido para solução de diversos problemas bidimensionais descritos pela equação de 

Poisson. O estimador de erro utilizado, MNS, mostrou-se eficiente, apresentando índices de 

efetividade próximos a 1, tendendo a esse valor à medida que a malha era refinada, 

demonstrando assim que a estimativa do erro é assintoticamente exata. A suavização laplaciana 

contribuiu para melhorar a qualidade da malha, no entanto, os triângulos vizinhos àqueles que 

sofreram refinamento (triângulos verdes) ainda se mantém deformados e repassam essa 

característica caso venham a ser subdivididos num refinamento posterior. Foi demonstrada a 

eficiência da estratégia de refinamento com foco em uma região que direciona os esforços de 

processamento para o local de maior relevância de projeto e proporciona a obtenção da solução 

com a precisão requerida pelo projetista tanto na região especial quanto no domínio global do 

problema. Pelo comparativo com o refinamento convencional, percebeu-se economia no tempo 

de processamento pela diminuição do número de graus de liberdade e do número de iterações 

necessários à convergência.  
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