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Resumo. A engenharia de estruturas demanda sistemas estruturais cada vez mais leves, o que
pode causar problemas de instabilidade e comprometer o desempenho estrutural. Um alto
indice de esbeltez de um elemento estrutural o torna susceptivel a instabilidade, sendo
importante compreender o problema, os limites de estabilidade e seu comportamento pos-
critico. Um exemplo de perda de estabilidade que pode ocorrer em arcos abatidos sob carga
transversal é o snap-through, em que a estrutura, em determinada condicdo de equilibrio,
salta para uma nova configuracdo de equilibrio remota, causando curvatura, normalmente
repentina. As abordagens convencionais no estudo da estabilidade fazem uso de
consideragoes estdticas; entretanto, problemas de instabilidade sdo processos inerentemente
dindmicos, de forma que uma andlise transiente é necessdria para completa descricdo do
comportamento estrutural. O presente trabalho avalia o comportamento dindmico
geometricamente ndo-linear de arcos abatidos submetidos a forca transversal. As respostas
no dominio do tempo, via Método de Newmark e formulacdo posicional do Método dos
Elementos Finitos, foram obtidas para dois exemplos, em termos dos deslocamentos,
velocidades, aceleracées e diagramas de fase.

Palavras-chave: Instabilidade dindmica, Arcos abatidos, Formulagdo posicional, Método dos
elementos finitos, Andlise dindmica ndo linear.
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INSTABILIDADE DINAMICA EM ARCOS ABATIDOS SUBMETIDOS A FORCA TRANSVERSAL

1 INTRODUCAO

Estruturas delgadas em formato curvilineo, como cascas e arcos, sao utilizadas
amplamente em determinados campos da engenharia mecanica, civil ou aeroespacial. Por
apresentarem esbeltez consideravel, elas podem ser submetidas a um tipo de instabilidade
dindmica denominado snap-through onde, para um nivel de carregamento critico inferior a
carga limite, o arco salta do vale potencial pré-flambagem e a resposta converge para uma
solugdo pds-critica estdvel, com o arco assumindo uma configuragdo invertida (Galvao,
2004).

Este processo leva a grandes inversdes de tensdo e frequéncias que aumentam
significativamente a possibilidade de falha da estrutura. Portanto, torna-se necessdrio
identificar os limites de estabilidade dindmica que separam as respostas de pequenas
amplitudes daquelas que ocorrem na regido poés-critica. O snap-through dindmico é um
fenomeno fortemente ndo linear que, geralmente, ndo possui solucdo analitica (Zhou et al.,
2017).

Nos dltimos anos pesquisas tém sido realizadas na investigacdo deste fenomeno em arcos
abatidos. Zhou et al. (2017) prop6s uma abordagem de escala para destacar semelhangas entre
os limites de snap-through dinamicos em diferentes estruturas curvas delgadas, utilizando
variacOes entre as caracteristicas geométricas e/ou de condi¢des de contorno para
aproximacodes rapidas de limite de estabilidade dinamica. Rosas (2016) realizou estudos em
um arco esbelto senoidal submetido a um carregamento uniformemente distribuido,
considerando condi¢des de extremidade como molas rotacionais discretas. Este mesmo
modelo foi também avaliado por Galvao (2004) e Silva (2009). Zhou et al. (2015)
apresentaram um método analitico para estudar a estabilidade ndo linear e o equilibrio
desconectado de arcos rasos com imperfeicoes geométricas assimétricas. A solugdo proposta
por eles pode ser aplicada a arcos abatidos arbitrdrios com imperfeicdes geométricas
arbitrarias. Ha et al. (2014) analisou a estabilidade assintética de arcos rasos, obtendo a
resposta analitica para os mesmos quando a forma inicial do arco e o carregamento atuante,
assumido como independente do tempo, sdo combinacdes lineares de funcdes senoidais.
Virgin et al. (2014) verificou a resposta para um arco raso submetido a carregamento e a
influéncia de mudancas no ambiente térmico. Chandra et al. (2013) obteve resultados
experimentais e computacionais do comportamento transiente de arcos abatidos sob carga
distribuida harmonica, identificado as faixas de variagdo dos pardmetros que levam ao snap-
through e a respostas cadticas.

O trabalho proposto apresenta a resposta dindmica de arcos abatidos sob forca transversal
via integracdo numérica utilizando o algoritmo tradicional de Newmark para problemas
transientes ndo lineares, comparando-a com resultados da literatura. A andlise ndo linear
geométrica foi feita utilizando uma formulacdo posicional do Método dos Elementos Finitos
na qual se considera, ao invés dos deslocamentos lineares dos nds, as posi¢cdes nodais como
incégnitas do problema.
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2 INSTABILIDADE DINAMICA EM ARCOS ABATIDOS

Arcos abatidos sdo aqueles que possuem pequenas contra-flechas comparadas ao seu vao
(Fig. 1a). A representacao tipica do snap-through em andlise estitica pode ser visualizada na
Fig. 1b. Quando ele ocorre, o diagrama carga-deslocamento apresenta um salto, sob controle
de carga, do ponto 1 ao ponto 3. Em alguns casos € possivel também observar, sob controle de
deslocamento, um efeito snap-back: a estrutura retorna a sua configurac@o original por uma
trajetdria diferente da anterior (ponto 5 ao ponto 7).

P P
A @
Snap
@ through ® @
Snap-back
6 i
7
2 i
(a) (b)

Figura 1. (a) arco abatido bi-rotulado e (b) curva tipica carga-deflexdo em analise estatica.

Entretanto, a falha das estruturas ¢ um processo dindmico; consequentemente, torna-se
mais realista avaliar o fendmeno de flambagem e a estabilidade do ponto de vista dindmico.
Em termos gerais, pode-se dizer que uma estrutura (ou qualquer sistema) € estavel se uma
pequena alteragdo nas condicdes iniciais do problema levarem a uma pequena alteracdo na
solucdo do mesmo (Bazant e Cedolin, 2010). O comportamento estrutural nao linear pode
surgir devido a nao-linearidade geométrica (grandes deflexdes) ou a ndo-linearidade fisica
(material ndo-linear).

Sistemas dindmicos ndo-lineares mostram um espectro de comportamento mais complexo
em relacdo aos lineares. Eles podem exibir ndo apenas uma resposta dindmica simples, como
oscilagdo ou divergéncia periddica, mas também uma resposta ndo periddica e aparentemente
aleatdria. A esta resposta se denomina caos; no entanto, ele pode apresentar certo grau de
ordem e, portanto, seria incorreto tratd-lo por métodos de dindmica aleatéria (Bazant e
Cedolin, 2010).

Uma vez que o snap-through € um problema altamente ndo-linear, as simulacOes
numéricas de tal fendmeno requerem uso de algoritmos de marcha no tempo numericamente
estdveis. Chandra (2012) demonstra dificuldades numéricas em algoritmos usuais de
integracdo no tempo neste tipo de andlise.

3 FORMULACAO POSICIONAL PARA O METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

Greco (2004) apresenta o equacionamento do Método dos Elementos Finitos com base
em formulacdo posicional, associando-o ao Método de Newmark para andlise dinidmica
geometricamente ndo linear. Partindo-se do funcional de energia do sistema, tem-se:
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N =1U—-FX - K.—K, (D
onde as parcelas K. (energia cinética), K, (amortecimento) e U, (energia potencial) sdo:

K = [, 2X*dV (2)
Ka = [, cmpXXdV-f, [, cmp ka dv 3)
Uy = J, ;Ee?dV 4)

sendo ¢, o coeficiente de amortecimento, p a massa especifica, F sdo as forgas externas e X
representa o conjunto de coordenadas (posi¢des ou inclinagdes) independentes que um
determinado ponto nodal pode apresentar.

A matriz de massa dos elementos € considerada discreta e os termos de massa devidos a
rota¢do foram desprezados, o que explica a ocorréncia de zeros na diagonal principal da Eq.

(5).
10000 0
[010000}
all0 0 0 0 0 0
M=o 0 0 1 0 0 ®)
0000 1 0
00000 0

A parcela de amortecimento K, pode ser reescrita como:
=CXX-C f = ka (6)

onde a matriz de amortecimento proporcional é dada por:

C=2cy,M (7)
O funcional de energia total descrito na Eq. (1) deve ser minimizado a partir do Principio

da Energia Potencial Total Estacionaria:

d mj aX;
ZCOOI‘ 1 i aXl ik (8)

Aplicando—se a Regra da Cadeia para obten¢@o da derivada da velocidade em relacdo a
posicdo nodal X; e retornando na Eq. (8):

0K,
0Xx

— coord m; X X 81k — coordm Xk (9)

Para a parcela devida ao amortecimento:

oK . o 1 XX :
—2 = yeoord ¢ (Xi +XiXig — % ) ik = 212" ComicXi (10)
Assim, a minimizagao do funcional pode ser representada como:
o _ aU; s -
X = ox —F+MX+CX=0 (11)

sendo esta uma equagdo que apresenta, como varidveis, o tempo ¢ e a posicao X. Torna-se
necessario realizar uma integracdo numérica no dominio do tempo e efetuar a segunda
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derivagcdo em relacdo a posicdo. Reescrevendo-se a mesma equagdo para o instante de tempo
t+At, obtém-se:

on _ Uy

X AL X — Feac + MXt+At + CXt+At =0 (12)

t+At

A Eq. (12) representa a condi¢do de equilibrio dindmico ndo linear geométrico para o
problema em andlise. O vetor dos carregamento nodais F,, 4 € conhecido em cada instante de
tempo, e € definido como:

Feoae = Folcy + ot + c3t? + c,t3 + cssin(cgt) + ¢,cos(cgt) + c¢ '] (13)
onde cj, ¢z, c3, ..., cjp sdo coeficientes da funcdo do carregamento aplicado ao sistema em
estudo.

3.1 Meétodo de Newmark

Utilizando o Método de Newmark para a integracio numérica no dominio do tempo,
pode-se obter as equacdes deste em funcdo das posicoes:

. 1 . .
Xerar = X¢ + AtX, + At? [(5 - B) Xt] + BXtrat (14)
Xt+At = Xt + At(1 — Y)Xt + YAtXHAt (15)
onde a aceleracio nodal inicial é determinada, com base na Eq. (12):
oo 1 e %
Xo=M"[F— X -5 O] (16)

Como a formulagdo proposta é baseada na descricdo das posi¢cdes, os deslocamentos nao
sdo utilizados ao longo do processo. Entretanto, conhecidas as posi¢des, pode-se fazer:

X=X +U=2U=X-X, @a7)
A aceleragdo e a velocidade ficam:

U=X (18)

U=X (19)

Se as Egs. (17) a (19) forem substituidas nas Eqs. (16) e (17), serdo obtidas as expressoes
para o Método de Newmark em funcdo dos deslocamentos.

Tomando-se a Eq. (14) e isolando-se as aceleracdes no tempo t+A4¢, chega-se a:

X _ Xewar . X Xe (1 4\

Xerar = BAtZ  BAtZ  BAt (26 1) Xt (20)
Levando-se as Eqgs. (15) e (20) na Eq. (12):

on — Ut _ M _ Yc _ _

aXlesnr — 0X lepat Froae + BAL Xtyat — MD¢ + CE¢ + BAtXt+At YAtCQ = 0 (21)

onde os vetores D; e E, cont€tm as contribuicdes das varidveis consideradas no instante
anterior t:

X X (1)
Dy = pac T pac t (23 1) X (22)

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Florianépolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



INSTABILIDADE DINAMICA EM ARCOS ABATIDOS SUBMETIDOS A FORCA TRANSVERSAL

Er = X¢ + At(1 — )X, (23)
Retornando-se na Eq. (21) derivando-a em relacdo as posi¢des no instante atual:

N gex0y = U M_ L Y

ox?lipar ve(X) = 0X? lesat * pAt2 + At (24)

A Equacgdo (24) representa a expressao da matriz Hessiana para o problema dinamico.

4 EXEMPLOS

A seguir sdo apresentados dois exemplos de aplicacdo da referida formulacido,
implementada em FORTRAN, em arcos abatidos.

4.1 Exemplo 1

O primeiro exemplo consiste em um arco senoidal abatido submetido a uma forga stbita
conforme Fig. 2a. Este problema foi analisado por Galvao (2004), Silva (2009) e Rosas
(2016), com diferentes abordagens. A amplitude do arco € de zp=20mm. A massa especifica
considerada para a andlise foi de 78x10”Ns*’mm®*. O médulo de elasticidade equivale a
210GPa, e a taxa de amortecimento utilizada foi de 0.10. A discretizacao do arco foi feita com
18 elementos. O intervalo de tempo considerado foi At=0.0001s.

P(t) = IN/mm x A(t)

BRI A

h=20mm
|< L=1000mm
o

Ht) Alt)

A i }\(t]?}\ Xt

}\[t):}\ /./'//
0 -t 0 -t
(a) (b)

Figura 2. Arco senoidal abatido e carregamentos considerados na analise: (a) carga sdbita e (b) carga
triangular crescente.

A Figura 3 apresenta os resultados do deslocamento do né central. Observa-se boa
concordancia com os resultados apresentados por Galvao (2004). Nas relacdes A=P/h situadas
entre 0.1 e 0.3 (Figs. 3a-c), o arco vibra em sua configuragdo pré-critica, em torno de um
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valor constante, equivalente a anélise de instabilidade estética. Na relagao P/h=0.35 (Fig. 3d)
observa-se a ocorréncia de snap-through: a vibragdo ocorre em torno de um valor constante
equivalente a andlise estdtica considerando a configuracdo pds-critica. Observa-se, entre 0.2s
e 0.8s, um pequeno desvio horizontal entre as duas solucdes.

A=P/h=0.1 A=P/h=0.2
0.12 0.3
] e  Galvdo (2004[1)) f
g - frao:d ) Presente trabalho
0.1 grae\slzgteztorg?)alho 0.25
0.08-F 0.2
S it _ S e
3 0_06__: W/2,=0.0720279675 5 0.15 W/2p=0.164649891
0.04 0.1
0.02 0.05
o+—+——1————1— +rY¥¥
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
tempo (s) tempo (s)
(a) (b)
A=P/h=0.3 A=P/h=0.35
0.7 5 2.5
] . lvao (2004) 1 . =
0.6 E ‘ F?raezzﬁtezer%?)alho 1 = ‘ * grae‘:zgt(ezgrg?)glho
] 27 SV heres-
0.5—; ] : * w/z,=1.933570996
<047 151
N ] N ali
%037 2 1 .
] w/z,=0.3097606125 1
0.2 ]
1 0.5
0.1 ]
o+ o7+
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
tempo (s) tempo (s)
() (d)

Figura 3. Deslocamentos do né central ao longo do tempo para diferentes valores de carregamento.

No que diz respeito as aceleracdes (Fig. 4), observa-se comportamento semelhante nas
situagcdes que envolvem A variando entre 0.1 a 0.3. Entretanto, na ocorréncia do salto para a
configuracdo pos-critica, um pico de aceleragdo no tempo correspondente a 0.09s pode ser
visto. Em seguida, a mesma tende a oscilar em pequenos valores préximos a zero,
correspondente a situacdo de andlise estdtica, indicando que, a partir deste instante, as forgas
de inércia pouco contribuem para a resposta.
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A=P/h=0.1
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Figura 4. Aceleracoes do né central ao longo do tempo para diferentes valores de carregamento.

Em relacdo as velocidades observa-se, conforme ocorreu com as aceleracoes,
comportamento semelhante para A compreendido entre 0.1 a 0.3 (Figs. 5a-c). Na ocasido do
snap-through (Fig. 5d), picos de velocidade podem ser verificados entre 0.04s e 0.06s.
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A=P/h=0.1 A=P/h=0.2
200+ 400
1007 R 200—_
g ] g 04
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< ] S -400
[ i ] |
> 5 > ]
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Figura 5. Velocidades do né central ao longo do tempo para diferentes valores de carregamento.

Os diagramas de fase sdo apresentados na Fig. 6. Seu formato € caracteristico de
problemas de instabilidade dindmica geometricamente nao lineares. A forma espiral tende a
convergir para um ponto em particular do diagrama, denominado foco, onde a velocidade é
nula e o deslocamento correspondente a resposta em andlise estitica. As Figs. 6a-c
apresentam comportamento similar; destaca-se, entretanto, a Fig. 6d, onde se observa uma
alteracdo da trajetéria original, correspondente ao periodo anterior ao snap-through, e deste
instante em diante, onde o comportamento espiral passa a ser novamente verificado, que
corresponde ao periodo posterior ao snap-through.
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Figura 6. Diagramas de fase relativos ao né central para diferentes valores de carregamento.

4.2 Exemplo 2

O exemplo 2 consiste no mesmo arco do exemplo anterior, porém submetido a um
carregamento triangular crescente (Fig. 2b). A massa especifica considerada neste caso foi
78x10*Ns*/mm*. O médulo de elasticidade equivale a 210GPa, e as taxas de amortecimento
utilizadas foram de 0.10, 0.5, 0.05 e 0.0. A discretizagdo do arco foi a mesma do exemplo
anterior. O intervalo de tempo considerado foi At= 0.0004s. O fator de carga considerado foi

A=P/h=0.2.
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Figura 7. Deslocamentos ao longo do tempo (né6 central) para diferentes taxas de amortecimento (A=0.2).

A Figura 7 apresenta a resposta transiente para o arco em estudo em relacdo ao
deslocamento vertical do né situado no meio do vao. Cada curva corresponde a um diferente
valor de taxa de amortecimento. O intervalo de tempo situado entre 0 e 1.8s corresponde ao
periodo anterior ao snap-through. O arco ndo apresenta, nesta regido, diferencas significativas
em relacdo ao deslocamento para os valores de taxa de amortecimento. No instante
correspondente ao snap-through, observa-se um pequeno afastamento em relacdo as quatro
respostas, sendo que aquela obtida para a maior taxa de amortecimento encontra-se mais a
direita. Na regido pods-critica, observa-se diferencas significativas entre as respostas. Os
deslocamentos referentes a resposta sem amortecimento sao consideravelmente maiores.

Para as velocidades (Fig. 8) observa-se valores aproximadamente nulos na regido anterior
ao salto e, no intervalo de tempo correspondente ao snap-through, um aumento subito de
velocidade. As respostas amortecidas convergem para velocidade nula, enquanto a resposta
ndo amortecida, no intervalo considerado, aumenta gradativamente.
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Figura 8. Velocidades ao longo do tempo (né central) para diferentes taxas de amortecimento (A=0.2).

As aceleragdes no meio do vao sao mostradas na Fig. 9. Seu comportamento assemelha-
se, de certa forma, ao das velocidades. A resposta nio amortecida apresenta as maiores
intensidades. Destaque deve ser dado para a resposta equivalente a taxa de amortecimento de
0.10. Altas intensidades foram observadas na regido posterior ao snap-through.

A Figura 10 apresenta os diagramas de fase para o arco em estudo. Todas as respostas,
excetuando-se a de amortecimento nulo, convergem para um foco de velocidade nula e
deslocamento aproximado de 23mm, considerando a curvatura invertida do arco. Para o caso

sem amortecimento ndo ha convergéncia, visto que ndo hd dissipa¢do de energia por parte do
sistema estrutural.
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Figura 9. Aceleracoes ao longo do tempo (n6 central) para diferentes taxas de amortecimento (2=0.2).
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Figura 10. Diagramas de fase (né central) para diferentes taxas de amortecimento (2=0.2).
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CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho apresentou a resposta dinamica de arcos abatidos sob forca
transversal via integracdo numérica utilizando o Método de Newmark para problemas
transientes ndo lineares. Foi utilizada uma formulacao posicional do Método dos Elementos
Finitos. As respostas obtidas possuem coeréncia em relacdo a problemas encontrados em
literatura. O fendmeno de snap-through dindmico pdde ser observado e comentado em cada
exemplo.

AGRADECIMENTOS

Os autores agradecem os apoios financeiros concedidos pelo Conselho Nacional de
Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico (CNPq), pela Coordenacdo de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) e pela Fundagdo de Amparo a Pesquisa do Estado de
Minas Gerais (FAPEMIG).

REFERENCIAS

Bazant, Z., &Cedolin, L., 2010. Stability of Structures: Elastic, Inelastic, Fracture and
Damage Theories. World Scientific.

Chandra, Y., Wiebe, R., Stanciulescu, I., Virgin, L. N., Spottswood, S. M., &Eason, T. G.,
2013. Characterizing dynamic transitions associated with snap-through of clamped shallow
arches. Journal of Sound and Vibration, vol. 332, pp. 5837-5855.

Galvao, A. S., 2004. Instabilidade Estdtica e Dindmica de Porticos Planos com Ligacoes
Semi-rigidas. PhD thesis, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Greco, M., 2004. Andlise de problemas de contato/impacto em estruturas de comportamento
ndo linear pelo Método dos elementos finitos. PhD thesis, Universidade de Sdo Paulo.

Ha, J., Gutman, S., Shon, S., &Lee, S., 2014. Stability of shallow arches under constant load.
International Journal of Non-Linear Mechanics, vol. 58, pp. 120-127.

Rosas, L. R. B., 2016. Andlise Dindmica de Sistemas Estruturais Reticulados com Restrigcoes
de Contato. MSc dissertation, Universidade Federal de Ouro Preto.

Silva, A. R. D., 2009. Sistema Computacional para Andlise Avancada Estdtica e Dindmica de
Estruturas Metdlicas. PhD thesis, Universidade Federal de Ouro Preto.

Virgin, L. N., Wiebe, R., Spottswood, S. M., &Eason, T. G., 2014. Sensitivity in the structural
behavior of shallow arches. International Journal of Non-Linear Mechanics, vol. 58, pp. 212-
221.

Zhou, Y., Stanciulescu, 1., Eason, T., &Spottswood, M., 2017. Fast approximations of
dynamic stability boundaries of slender curved structures. International Journal of Non-
Linear Mechanics, vol. 95, pp. 47-58.

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Florianépolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



William Luiz Fernandes, Daniel Boy Vasconcellos, Marcelo Greco

Zhou, Y., Chang, W., &Stanciulescu, 1., 2015. Non-linear stability and remote unconnected
equilibria of shallow arches with asymmetric geometric imperfections. International Journal
of Non-Linear Mechanics, vol. 77, pp. 1-11.

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Florianépolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



