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Abstract. The Boundary Element Method (BEM) has been distinguished by its good
performance in several applications where the field of variables is stationary and the
constitutive medium is homogeneous. However, there are a range of problems in applied
physics and engineering that are known to be difficult to solve by BEM. Among these are the
physically inhomogeneous problems, where physical properties may vary locally or
sectorally. For these problems, domain formulations such as Finite Element Methods (FEM),
Finite Volumes (FVM) or even Finite Differences (FDM) have considerable advantages.
However, even for these cases, it is possible to obtain consistent formulations for the BEM,
such as the sub-region technique. In this work, an alternative technique is presented, within
the scope of the BEM, to solve sectorial homogeneous elastic problems. This new formulation
has already been successfully tested on Laplace’s Problems. The goal is extend it to
stationary cases of elasticity and to evaluate its applicability in this new class of problems.

Keywords: Boundary Element Method, Sectorial Homogeneous Problems, Elastic Problems.
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Aplicagdo da Superposigcdo de Dominios para Resolver Problemas Eldsticos Setorialmente Homogéneos

1 INTRODUCAO

Considera-se que entre as aplicagcdes menos adequadas para o Método dos Elementos de
Contorno (MEC) estd a modelagem de problemas fisicamente ndo homogéneos, caso muito
comum na Mecanica dos Solos. Considerando-se que a heterogeneidade estd localizada
setorialmente, a utilizacdo da técnica de sub-regides ainda é a abordagem mais comumente
encontrada (Brebbia et al., 1984). Nesta abordagem, cada subdominio € examinado de modo
estanque e, posteriormente, cada parte é acoplada ao dominio completo através das condi¢des
de continuidade e equilibrio. Como o procedimento € baseado em um conceito simples,
considerando a particio de dominio, mudancas significativas ndo foram observadas
relativamente a esta técnica ao longo de varios anos (Brebbia e Dominguez, 1992; Wrobel e
Aliabadi, 2002). Isto ndo significa que o procedimento seja eficaz; devido a inser¢do de
fronteiras internas, em certas situacdes complexas a técnica de sub-regides € insatisfatdria
porque se torna menos precisa, dispendiosa e requer uma programacdo computacional mais
elaborada, tipica das técnicas de dominio.

Infelizmente, ndo ha outra abordagem eficiente no MEC sobre a solucdo desta importante
classe de problemas; portanto, os métodos de dominio como o Método dos Elementos Finitos
(Reddy, 2005; Zienkiewcz et al., 2013) e o Método das diferencas finitas (LeVeque, 2007),
sao geralmente escolhidos para modelagem e solug@o desses casos.

Em outros ramos de engenharia, importantes, tais como mecanica da fratura, em que o
MEC € mais adequado do que outros métodos discretos tradicionais, restri¢des semelhantes
podem ocorrer. Se matrizes com camadas de materiais secunddrios estdo envolvidas, como
nos materiais compdgsitos, a técnica de sub-regides deve ser introduzida e o tamanho da matriz
final pode ser aumentada significativamente. Neste caso, para preservar as vantagens do
MEC, ocasionalmente algumas estratégias sdo propostas para reduzir o tamanho da matriz
final, quando um grande nimero de elementos precisa ser utilizado (Xiaoping e Wei-Liang,
2005). De qualquer forma, a criac@o de fronteiras adicionais no interior e a consequente perda
de precisdo numérica devido a aproximac¢do neles embutida ainda persiste.

Este trabalho apresenta a extensdo de uma técnica que mostrou resultados animadores em
problemas de potencial escalar (Loeffler e Mansur, 2016) para tratar esta categoria de
problemas que, devido a sua simplicidade, pode credenciar o MEC para outras aplicacdes
mais elaboradas sem grandes dificuldades de execug¢do, destacando problemas interessantes,
tais como problemas eldsticos setorialmente homogéneos e problemas de plasticidade.

Com a técnica proposta, uma vez que o dominio € constituido por homogeneidades
setoriais, a modelagem se faz sobrepondo um dominio completo homogéneo com outros
subdominios com propriedades diferentes. Todos os setores estdo ligados por meio de
coeficientes de influéncia, que no procedimento MEC sdo gerados por integracdes realizadas
em fronteiras dos setores ndo homogéneas, com os pontos de fonte localizados tanto no
dominio completo como no circundante. Particularmente, os principios de energia apoiam o
procedimento proposto, que o tornam ainda mais distinto ao conceito de sub-regido.

De certa forma a idéia deste trabalho é apresentada em modelos que consideram acdes de
dominio localizadas. Loeffler e Mansur (1987) utilizaram esta abordagem para ter em conta as
cargas setoriais com a técnica de Dupla Recirpocidade (Partridge et al., 1992). Além disso, a
solucdo de problemas de interagdo entre o solo e estruturas que empregam o MEF e o MEC
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em conjunto (Soares et al., 2004), bem como os casos de integragdo entre setores compostos
por placas flexionadas (Paiva e Venturini, 1988; Paiva e Venturini, 1993) e também a
interacdo placa-viga-pilar (Paiva e Venturini, 1987;. Reis et al., 2011) empregam parcialmente
a idéia mostrada aqui, nos quais os pontos nodais comuns de sistemas diferentes sdo
montados em uma matriz geral. Vale ressaltar que Wagdy e Rashed (2014) também
propuseram uma formulacdo onde ¢ montada uma matriz de rigidez adicional para equagdo
integral de contorno. Com efeito, os autores ligam diferentes subdominios (tais como placas
com colunas em estruturas), utilizando pontos internos. O procedimento final e os objetivos
deles sdo distintos da abordagem apresentada aqui, uma vez que nao foi proposto um modelo
matemadtico para lidar com subdominios que t€ém propriedades diferentes. Eles estdo em
destaque na bibliografia do presente trabalho apenas porque a metodologia aqui apresentada
utiliza a idéia de ligacdo de dominios distintos usando pontos internos.

O objetivo deste trabalho € aplicar a técnica denominada de superposi¢do de dominios
para solucdo dos problemas elasticos lineares setorialmente homogéneos, em duas dimensoes,
regidos pela Equagao do Navier.

2 A TECNICA DA SUPERPOSICAO

A Equacdo de Navier modela matematicamente o problema eldstico em termos de
deslocamentos, é representada em um sistema 2-D como:

G
Guj,kk-i-muk,kj-l-bj:O, em (1)

Para apresentacdo da Técnica de Superposicao (TSBEM) é mais conveniente escrever a
equacdo geral de governo do problema eléstico, a conhecida Equacdo de Navier (Timoshenko
e Goodier, 1970), na forma que utiliza as constantes A e p, ditas constantes de Lamé (Boresi,
2000), ou seja:

i+ A+ o, +b =0 (2)

Na Eq. (1), ui(X) representa o campo de deslocamentos, enquanto o vetor b; representa
possiveis forcas de corpo, como o peso préprio, que ndo sao aqui consideradas.

Seguindo a metodologia apresentada por Vera-Tudela (1999) a formulacao tradicional do
MEC via Teoria das Equagdes Integrais consiste em ponderar a Eq. (2) por uma fungao
vetorial auxiliar uj*(g“;X), chamada de solu¢do fundamental, e depois integrd-la no dominio.

Por meio de um tratamento matemdtico adequado, mostrado a seguir, transforma-se esta
equacao integral de dominio em uma equagao integral de contorno.

A funcio uj*(g’;X) ¢ a solucdo de um problema eldstico correlato, cujo dominio € infinito

ou semi-infinito, onde as forcas de corpo sdo ag¢des concentradas no dominio, atuando nas
direcdes coordenadas. Assim, também obedece a Equacao de Navier:

M+ A+ wu;; +b, =0 3)

Na equacdo anterior tém-se a for¢a de dominio b;* representando uma carga concentrada
num dado ponto ¢, ou seja:
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b=A(,X)P,, P =1 “4)

Usualmente o ponto de aplicacio da carga concentrada ¢ € chamado ponto fonte enquanto
X representa o ponto campo. A, X) é a fungdo Delta de Dirac, que possui propriedades

especiais (Brebbia et al., 1984).

Entdo, tomando-se a Eq. (2), ponderando-a e integrando-a no dominio, tem-se a
expressao seguinte:

pfug,u;dQe(A+ m) [ ug,,u;dQ=0 )
Q Q

Doravante, apenas o ponto fonte figurard explicitamente como argumento das funcdes
por simplicidade.

Sem perda de generalidade, para apresentacdo das particularidades da técnica de
superposi¢cdo considere um dominio constituido por duas regides com diferentes propriedades
fisicas, conforme mostrado na Fig. 1.

.

_dl, ’-l'l, )Ul ’.ll = !'ll

Figura 1: Dominios completos e setoriais com propriedades homogéneas

~ NaFig. 1, o dominio completo Q(X) é composto pela soma de Q° e Q'; tanto A°, 1", pe
u' sdo propriedades admitidas constantes dentro de cada sub-dominio. Nesta formulagéo, ao
contrério do que € feito em sub-regides, um dominio completo ou circundante € eleito; como €
mostrado acima, com propriedades homogéneas.

~ Considere-se que o niicleo das integrais € composta por fungdes integraveis. Supondo que
A=A+ A*epn =pu + p*, as equagdes seguintes podem ser escritas:
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Q Q

[T juej,iiudee+ (A +u) juei,ijuj:dQe +u juij,iiujdﬂi+ A +uh) juii,ijujdﬂi =

Q Q Q Q
ne juej,iiudee+ (A +u) juei,iju?dQe +u+p’) juij,iiujdﬂi +

Q Q Q'
FAC+A +pc+p) juii,ijujdﬂi =

o

Q Q Q' Q'

# O+ [ulrgujd@ 4 (040 [l jujd@ = (6)

WO Tul jou dQ0+ A+ ) Juiu;dQC +u” Ju'ju5dQ + (X +p’) [u'i,u;dQ =0
Q Q Q Q

No procedimento efetuado a seguir fazem-se as operagdes cldssicas de integragdo por
partes e aplicacdo do Teorema da Divergéncia, expressando algumas integrais em termos do
contorno I'(X) do problema. Desenvolvendo, entdo, o nicleo que aparece na primeira parcela
da dltima igualdade dada na Eq. (6) tem-se:

Iuj,iiude=.[ (u_j,iuj)nidf—j(u_juj,i )nidF+Jl(uju_* )dQ (7)
r T Q

jrii
Q

O mesmo pode ser feito para a terceira parcela, dada em termos de Q'. De modo andlogo,
desenvolve-se o nucleo da segunda parcela da tltima igualdade dada na Eq. (6):

J‘ui,ijuj.dQ=JA (ul.,l.uj.)nj dF—I (ul.u;,j )nidF+Jl(uiu*. )dQ (8)
r T Q

J i
Q

Esta mesma transformacdo se aplica a quarta parcela, em termos de Q'

Sabe-se que trocando os indices apenas da ultima parcela da Eq. (8) ndo haverd mudancas
no resultado final destas equagdes. Assim fazendo, substituindo a Eq. (7) e (8) na Eq. (6),
apenas na primeira e segunda parcela, e rearranjando:

JIC g A+ g 5 )1dQ+ T I (u jopu iy —u ju;n;) 1T+
Q r

+J.[(/1€+,u")(ui,iu;nj—uiuj,jni)]dl“ )
r
A Eq. (3) apresenta u;* como soluc¢do fundamental, de modo que:
[ L Gy A+ )] 01dQ=[=A(S 5 x) Pyu ; dQ==Pu (&5 %) (10)
Q Q

Assim, substituindo a Eq. (10) na Eq. (9) e procedendo-se ao reagrupamento de termos,
obtém-se:
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-P, uj(;)+jpj W, dT — I[ﬂ“(u;,i w,n)+ A (u),, u;n)]dT +
r r (11)

e % * *
—I,u (wuyy,m—ug u,n +ug, u,n)dl
r

Nesta dltima expressdo também foi utilizada a equacdo de equilibrio no contorno em
termos das constantes de Lamé, dada por:

Qg )0 0w n=p; (12)

Trocando-se a ordem dos indices da primeira parcela da segunda integral do lado direito,
introduzindo-se uma nova identidade auxiliar e reagrupando a expressao, chega-se a:

—Pjuj(é')+.fpju; dl“—.f[,u“(u,*,j+u;,i)nj+/1" (u;,j) nlu, dl +
r T (13)

e * * * *
—ju (uiuj,jni— ui,iujnj+ui,jujni—uj,iuinj)dr
r

Simples manipulacdes com a notacao indicial mostram que a dltima integral de contorno
na equacdo (13) € nula. J4 a segunda integral da Eq. (13) tem a mesma estrutura da Eq. (12),
de tal forma que serd substituida por p;*. Assim:

(L () +u ) n+ A% (),) mdu,dU = | p)u,dT (14)
r I

Finalmente, substituindo a Eq. (14) na Eq. (13) tem-se, entdo, a expressao da Equacgao
Integral de Contorno, apenas para a primeira e segunda parcela da Eq. (6):

,u"{—Pjuj(§)+iju;dl"—jp;ujdl“:| (15)

Uma expressdo similar a esta seria obtida em termos das propriedades do contorno
interno A e , ou seja:

© {—Pju;(g“wr [ piuar - | pju;dr'} (16)
r r

Por necessidades operacionais, uma estrutura diddica precisa ser adotada para a solucdo
fundamental e sua derivada normal. Dessa forma u;* e p;* passam a representar
deslocamentos e for¢as de superficie na dire¢do j no ponto X, resultado de uma carga unitaria
agindo na direcdo i e aplicada no ponto {. Um coeficiente diddico Cj; é introduzido em funcao
do posicionamento do ponto fonte se situar dentro do dominio, fora dele ou exatamente sobre
o contorno. Desse modo, a Eq. (15) transforma-se em:

u{— ci,-<g“>u,-<§>+jp,-(x)u;@;x)dr(x)—juj<x>p;<§;x>dr(x>} (17)

Onde as expressoes de uu e pU sdo as solugdes fundamentais de Kelvin para problemas
bidimensionais, apresentadas por Brebbia et al., (1984):
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" 1 1
uij Zm[(3—4‘/)ln(7j5ﬁ+hifj:| (18)
Py = m{%((l_zv)é‘u + 2’11’3‘)_(1_ 2")((:"’,1‘ NN )} (19)

Com relacdo ao contorno interno, a expressao integral seria dada por:

H —C,.;({)uj-<§)+jp;(xm;(:;x)dr"(x)—ju;<x>p;<§;x)dr"<x)} (20)
1—~i

1—~i

A expressao integral completa ficaria na forma:

Y

Y2

= Cy (O )+ [ py(uy (§500dT(x) = [u;(x) p, (g“;x)dl“(x)} +

1)
+u*[— Ci (i () + [ ) (0w (50)dT () - juf;-(x)p;(;;x)drf(x)}

Contudo, a contribuicdo em termos de energia do setor interno pode ser computada apenas
pela energia eléstica, dada em termos dos valores de deslocamento u]‘ em pontos fontes

internos, conforme justificado em trabalhos anteriores (Loeffler e Mansur, 2016). Assim, a Eq.
(21) pode ser simplificada de modo que:

[— C,; (Hu, (&) + j p;(Nu; ({;x)dl (x) - fuj(X)p; (é“;X)dF(X)} =
r r 22)

+ze {—juf;(x)p;(;;x)drf(x)

3 SIMULACOES NUMERICAS

Dois exemplos simples sdo resolvidos a seguir pela técnica proposta, visando mostrar a
consisténcia de seu modelo matematico. Os exemplos simulados tém geometria regular e o
carregamento € aplicado uniformemente, na auséncia de acdes de dominio. Foram
considerados apenas dois setores com propriedades fisicas distintas. Para validacao dos
resultados obtidos por meio da técnica de superposicdo, no primeiro exemplo foi feita a
comparacdo com os resultados colhidos por meio da solucao analitica; no segundo exemplo,

foram considerados os resultados obtidos pelo Método dos Elementos Finitos (MEF).

4.1 Primeiro Exemplo

A primeira simulacdo apresenta um dominio com dois setores com propriedades distintas. A
geometria do problema, assim como as condi¢des de contorno e os valores das propriedades de
cada setor sao mostrados conforme Fig. 2.
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Figure 2: Caracteristicas geométricas e condicoes de contorno para o primeiro exemplo.

O primeiro exemplo escolhido para ilustrar o desempenho da técnica consiste em
analisar um so6lido em forma de quadrado composto por dois setores, representado na Fig.
2. A andlise foi realizada adotando o comprimento do lado do quadrado L igual a uma
unidade e a tracdo aplicada P também igual a uma unidade.

Os resultados foram comparados com os valores analiticos para esta geometria, ao longo
de uma linha do dominio em y=1 para K;=1 e K,=2, os valores comparados sdo mostrados na
Fig. 3.

0,8

0,7

0,6

0,5

> 04
—%— Superposicdo

0,3
—%— Analitico

0,2

0,1

0

X

Figure 3: Comparacio entre deslocamentos, obtido analiticamente e pelo MEC (Superposiciao) para
150 elementos.

Como esperado, a extensdo da técnica de superposicdo para problemas eldsticos
setorialmente homogéneos mostra resultados animadores.

Uma excelente concordancia foi alcangada entre a técnica de superposi¢ao e resultados
obtidos analiticamente. A malha com 150 elementos lineares € mais que suficiente para
obtencdo de resultados precisos, conforme mostrado na Fig. 3.
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4.2 Segundo Exemplo

Neste exemplo, escolhido para ilustrar o desempenho da técnica de superposicdao de
dominios, utilizou-se uma configuragcdo geométrica com duas regides com propriedades
distintas, uma imersa na outra. A Fig. 4, a seguir, mostra a geometria simulada com as
condicdes de contorno utilizadas.

Este exemplo consiste em analisar um sélido em forma de quadrado com uma
pequena inclusao quadrada, representado na Fig. 4. Assim como no primeiro exemplo, a
andlise foi realizada adotando o comprimento do lado do quadrado L igual a uma unidade
e a tragdo aplicada P também igual a uma unidade.

Dois casos foram escolhidos para se avaliar o desempenho da técnica de
superposi¢ao de dominios. No primeiro caso sao avaliados os deslocamentos obtidos ao
longo de uma linha do dominio em x=0,75 para K;=1 e K,=10, ao longo da interface entre
as duas regides. No segundo caso sao avaliados os deslocamentos obtidos ao longo de uma
linha do dominio em x=0,75 para K ;=1 e K,=100, também ao longo da interface entre as
duas regioes.

¥k
F
. |Ii - |
Ll IPfre K, h
D L2 | :
| : L,

Figure 4: Caracteristicas geométricas e condicoes de contorno para o segundo exemplo.

Os resultados, para o primeiro e segundo caso, os obtidos ao longo de uma linha do
dominio em x=0,75, com K; igual a 10 e 100 respectivamente, sdo mostrados na Fig. 5.

A solucao de referéncia para esses casos € dada pelo Método dos Elementos Finitos.
A solucao de referéncia utilizada foi obtida por simulagdes realizadas através do Método dos
Elementos Finitos (MEF) utilizando uma malha estruturada com 6400 elementos (Leite e
Venturini, 2005).

Assim como no exemplo anterior, os resultados sdo animadores. Uma boa concordancia
foi alcangada entre a técnica de superposicao e resultados obtidos pelo MEF. A malha com 200
elementos lineares é mais que suficiente, para obtencdo de resultados satisfatérios, conforme
mostrado na Fig. 5.
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Figure 5: Comparacio entre deslocamentos, obtido pelo MEF e pelo MEC (Superposicao) para 200
elementos.

Uma malha maior que os 200 elementos lineares utilizados nao foi implementada, visto
que o objetivo deste trabalho, conforme foi destacado, ndo € abordar a precisdo do método, e
sim avalid-lo quanto a possibilidade de aplicacdo em casos estaciondrios da elasticidade.

4 CONCLUSOES

Embora apenas dois exemplos simples tenham sido apresentados, os resultados auferidos
da simulagdo foram satisfatérios, mostrando que o procedimento proposto se apresenta como
uma alternativa importante a técnica padrdo de sub-regides, no contexto do método do
elemento de contorno. Este desempenho confirmou que os principios basilares da técnica da
superposicdo, avaliados com rigor e maior diversidade de exemplos na classe dos problemas
de potencial escalar, pode ser estendido aos problemas eldsticos como preconizado por
Loeffler e Mansur (2016). Nao obstante a necessidade de uma maior gama de testes ainda no
contexto dos problemas eldsticos estaciondrios € possivel cogitar que esta técnica possa ser
estendida com éxito a solu¢do de problemas elastoplasticos e da Mecanica da Fratura. Isto
porque nestes casos a técnica de sub-regides ndo tem mostrado a necessdria adequacao, pois
que muitas aplicacoes do MEC nesta linha acabam por utilizar as integracdes por células. O
potencial promissor da técnica também se alarga rumo a outros casos especiais da mecanica
de grande importancia, que lidam com problemas setorialmente homogéneos como a andlise
sismica.

Deve-se ressaltar que além de uma boa precisdo, a técnica da superposicdo mostra uma
enorme vantagem em termos de trabalho de programacdo computacional e formatagdo da
entrada de dados. Para implementacdo do modelo € necessdrio apenas criar novas matrizes
similares a matriz cldssica H, referentes a energia eldstica contida nos setores internos.
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