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Abstract. Este trabalho tem por objetivo estudar problemas de interação fluido-estrutura ( FSI
- Fluid-Structure Interaction) utilizando a Biblioteca de domı́nio público FEniCS na solução de
problemas de formação e ruptura de aneurismas por fluxo sanguı́neo anormal. A formulação
Lagrangeana-Euleriana-Arbitrária (ALE) é uma das abordagens mais utilizadas para resol-
ver problemas de FSI, entretanto também é reconhecidamente uma das mais onerosas. Neste
trabalho vamos considerar o método de impulso acoplado para problemas de interação fluido-
estrutura (CMM-FSI - Coupled momentum method for FSI). Este método define o sólido como
uma membrana, sendo consideradas formulações variacionais para as equações de Navier-
Stokes em um domı́nio rı́gido, modificando-o de tal forma que a deformidade da membrana é
levada em consideração. Assim, não há necessidade de remalhamento o que torna o método
computacionalmente mais rápido do que a abordagem ALE. Para a formulação variacional
do fluido a formulação estabilizada Streamline-Upwind/Petrov Galerkin (SUPG) para a ve-
locidade e Pressure-Stabilizing/Petrov-Galerkin (PSPG) para a pressão são utilizadas. Um
conjunto de experimentos com geometria simplificada mostra a eficiência da abordagem con-
siderada.
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Interação fluido-estrutura em problemas fisiológicos

1 INTRODUÇÃO
A interação fluido-estrutura (FSI) representa o acoplamento entre leis de diferentes fı́sicas,

em especial as da fluidodinâmica e mecânica estrutural. Os fenômenos estudados tem de-
pendência mútua entre as áreas de mecânica dos fluidos e a dinâmica dos sólidos. As variáveis
do fluido dependem da estrutura e as reações do sólido dependem das forças que o fluido produz
na estrutura.

Os problemas FSI estão presentes em varias áreas do ramo da engenharia, tais como: civil,
mecânica, aeronáutica (Stein et al., 2000; Wren et al., 1997; Bazilevs et al., 2013; Gomes,
2013), em simulações geológicas (Kumagai, 2002), e vão além, estando também presentes em
problemas de biomecânica (Kamensky et al., 2015; Vignon-Clementel et al., 2006; Figueroa
et al., 2006; Helmig, 2013; Selim & Logg, 2017), dentre outras áreas de aplicação.

Um problema de interação fluido-estrutura pode ser descrito como um conjunto de equações
diferenciais e condições de contorno associado a cada domı́nio (fluido e sólido), formando um
único conjunto acoplado de equações. A natureza inerentemente não linear e dependente do
tempo de problemas FSI dificultam a busca por soluções analı́ticas. Entretanto, grandes avanços
na pesquisa de métodos computacionais vem sendo desenvolvidos nas últimas décadas (Mittal
& Tezduyar, 1995; Kuhl et al., 2003; Figueroa et al., 2006; Bazilevs et al., 2013; Court et al.,
2014; Court & Fournié, 2015).

Diante dos avanços computacionais os modelos matemáticos aplicados nas áreas da me-
dicina e biologia têm sido cada vez mais utilizados, especialmente para aplicações envolvendo
artérias tridimensionais. Esses modelos possibilitam estudo em regiões favoráveis à ateros-
clerose e aneurismas (Perktold et al., 1991; Taylor et al., 1998; Steinman, 2002), mecanismos
reguladores do coração (Magosso & Ursino, 2002; Brebbia, 2009), e ainda podem possibilitar
planejamentos cirúrgicos (de Leval et al., 1996; Migliavacca et al., 1999; Taylor et al., 1999;
Laganá et al., 2002). Em indivı́duos saudáveis o fluxo sanguı́neo é normal, mas pessoas com
determinadas patologias estão sujeitas a fluxos anormais, e a formação e propagação dos aneu-
rismas são diretamente afetados por estes campos de fluxos nas artérias (Glagov et al., 1988;
Moore, 1991). Com isso a fisiologia do corpo humano pode ser examinada com riquezas de
detalhes, sem risco à vida, e ainda, simulações podem ajudar na proposição de melhorias nas
técnicas de diagnósticos e tratamentos (Stergiopulos et al., 1992) .

Grande parte das aplicações de modelos de fluxo sanguı́neo em artérias não contabilizam a
deformação da parede do vaso, ou seja, o sólido é assumido rı́gido (Oshima et al., 2001; R. Ce-
bral et al., 2003; Salmon et al., 2003; Shojima et al., 2004), ou a configuração geométrica é
altamente simplificada (Perktold & Rappitsch, 1995; van de Vosse et al., 2003). Mas esses tipos
de suposições não remetem de forma realista o comportamento destes problemas, pois a defor-
midade do sólido está diretamente relacionada com forças de fluxo e vice-versa. Diante desses
fatos, existe a necessidade de levar em conta a deformação do vaso acoplando as equações
provenientes do fluido e sólido, obtendo assim os problemas de interação fluido-estrutura.

A formulação Lagrangeana-Euleriana-Arbitrária (ALE) é uma das abordagens mais utili-
zadas para resolver os problemas FSI (Tezduyar et al., 1992; Mittal & Tezduyar, 1994; San-
ches & Coda, 2009). Mas a utilização desta técnica encontra grandes desafios para modelos
fisiológicos, pois existe necessidade de atualização, a cada passo de tempo, da geometria do
fluido e da parte estrutural, resultando em um método computacionalmente oneroso. Em ge-
ral, aplicações em medicina necessitam que os modelos sejam resolvidos em tempo clinica-
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mente importante (horas, por exemplo) (Figueroa et al., 2006), sendo portanto não indicada a
estratégica ALE para essas aplicações.

Devido a isso, técnicas mais simples para impor a deformação da parede do vaso são
primordiais para aplicações fisiológicas. O método de impulso acoplado para problemas de
interação fluido-estrutura (CMM-FSI - Coupled Momentum Method for FSI) foi introduzido
por (Figueroa et al., 2006, 2004), contornando as dificuldades relacionadas com a formulação
ALE. Esta abordagem define o sólido como uma membrana. Esta consideração se justifica pelo
fato dos diâmetros das artérias serem pequenos quando comparados com o comprimento de
onda do pulso cardı́aco. Portanto, o sólido apresenta um comportamento de membrana ao invés
de um comportamento de flexão, não sendo necessário graus de liberdade adicionais na parede
da membrana. Além disso, para simplificar o modelo, uma abordagem cinemática linearizada
é adotada. Sendo que, um reforço de cisalhamento transversal para a membrana linear é ado-
tado, não acrescentando graus de liberdade na interface para a membrana linear a fim de conter
instabilidades.

São consideradas formulações variacionais para as equações de Navier-Stokes em um domı́-
nio rı́gido, modificando-o de tal forma que a deformação da membrana é levada em consideração.
A deformação da parede do vaso é acoplada nas equações do fluido, no nı́vel variacional, como
uma condição de contorno. Assim sendo, não há necessidade de remalhamento e são incorpora-
dos alguns termos adicionais no contorno, tornando o método computacionalmente mais eficaz
do que a abordagem ALE.

Neste artigo é considerada para o fluido a formulação estabilizada Stremline-Upwind Petrov-
Galerkin (SUPG) (Elias, 2007) para a velocidade, Pressure-Stabilizing/Petrov-Galerkin (PSPG)
(Elias, 2007) para a pressão, e um termo de captura (LSIC) (Elias, 2007), com elementos de or-
dem linear para a velocidade e pressão. Dada a complexidade dos problemas FSI, a abordagem
é implementada utilizando a Biblioteca numérica de domı́nio publico FEniCS (Logg et al.,
2012), que utiliza a linguagem C ou python para implementar as equações diferencias pelo
métodos dos elementos finitos, no qual gerenciam essas dificuldades, liberando o pesquisador
para se concentrar nos aspectos mais relevantes da simulação e/ou formulação escolhida. Um
conjunto de experimentos com geometria simplificada foi escolhido para mostrar a eficiência
da abordagem considerada.

2 EQUAÇÕES GOVERNANTES E FORMULAÇÃO VARIACIONAL

Nesta seção apresentamos as equações governantes do problema e as condições de contorno
pertinentes ao fenômeno estudado. As equações do fluido, sólido e o acoplamento ao nı́vel
variacional são descritas, sendo que a equação do sólido é inserida como uma condição de
contorno na equação do fluido. A Fig.(1) descreve o domı́nio do problema, sendo que a estrutura
é considerada como uma parede fina. Com isso, o domı́nio do sólido (Ωs) pode ser considerado
como a interface (Γs) com espessura da parede (ζ): Ωs = Γs × ζ . Devido a esta consideração e
a definição adequada de um modelo de membrana é gerado um forte acoplamento dos graus de
liberdade no nı́vel variacional.

2.1 Formulação do fluido

O fluxo sanguı́neo em vasos de parede fina pode ser aproximado por um fluido newtoniano
incompressı́vel em um domı́nio tridimensional descrito pelas equações de Navier-Stokes (ENS).
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Figura 1: Representação dos domı́nios, adaptado de Figueroa et al. (2006)

As ENS são provenientes da lei de conservação da massa e do momento, que com condições
de contorno formam um sistema fechado de equações diferenciais parciais. Seja Ω ∈ <3 o
domı́nio do fluido e Γ as condições de contorno, tal que Γ = Γg ∪ Γh ∪ Γs e Γg ∩ Γh ∩ Γs = ∅,
a forma forte das equações de Navier-Stokes, descritas em Elias (2007), são dadas por:

ρ
∂~v

∂t
+ ρ~v · ∇~v −∇ · σ (~v, p) = ~f, em Ω× (0, T ) , (1)

∇ · ~v = 0, em Ω× (0, T ) , (2)

~v = ~g, em Γg × (0, T ) , (3)

~t~n = σ (~v, p)~n = ~h, em Γh × (0, T ) , (4)

~t~n = ~tf , em Γs × (0, T ) , (5)

~v (~x, 0) = ~v0 (~x) , em Ω0, (6)

onde ~v é o vetor velocidade do sangue, ~f é a força de corpo por unidade de volume, ~v0 (~x) é a
condição inicial do problema, T é o tempo final, ρ é a densidade do fluido e σ (~v, p) é o tensor
das tensões de Cauchy,

σ (~v, p) = −pI + 2µε (~v) (7)

onde p representa a pressão do sangue, I o tensor identidade, µ é a viscosidade dinâmica do
fluido e ε (~v) é o tensor deformação do sangue,

ε (~v) =
1

2

(
∇~v + (∇~v)T

)
(8)

A Eq. (3) representa à parte do contorno com velocidade prescrita (condição de Dirichlet),
e as Eq. (4) e (5) representam condições de Neumann. A Eq. (5) representa à interface do fluido
com a parede do vaso. Nos casos de parede rı́gida são impostas condições de Dirichlet do tipo
de não escorregamento, mas neste trabalho essa condição não será considerada, sendo inserida
a força de tração, devido a interação do sangue com a membrana. ~tf é proveniente da interação
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do sangue com a parede do vaso, que será determinada utilizando as equações elastodinâmicas
da estrutura.

A formulação variacional, definida a partir das Eqs. (1-6), considera os seguintes espaços
variacionais (Figueroa et al., 2006):

Vk
h = {~v|~v (., t) ∈ Hk (Ω)3 , t ∈ [0, T ], ~v|~x∈Ωe ∈ Pk (Ωe)

3 , ~v (., t) = ~g em Γg}, (9)

Pm
h = {p|p (., t) ∈ Hm (Ω) , t ∈ [0, T ], p|~x∈Ωe ∈ Pm (Ωe)}, (10)

Considerando as funções testes e os espaços definidos nas Eqs. (9) e (10), a formulação semi-
discreta de Galerkin resulta em:

Encontrar ~v ∈ Vk
h e p ∈ Pm

h , de tal modo que

F (~v, p; ~w, q) =

∫
Ω

{
~w ·
(
ρ
∂~v

∂t
+ ρ~v · ∇~v − ~f

)
+∇~w : σ (~v, p)− q∇ · ~v

}
d~x

−
∫

Γh

~w · ~hds+

∫
Γs

−~w · ~tfds = 0

(11)

∀~w ∈ Vk
h e q ∈ Pm

h .

2.2 Formulação do sólido

O movimento da parede do vaso é descrito pelas clássicas equações elastodinâmicas, con-
siderando vasos de paredes finas, supondo assim uma dependência do domı́nio do sólido (Ωs)
com a interface do fluido (Γs). A formulação variacional do sólido se relacionará com a tração
do fluido na interface. Além disso, é considerado um modelo de membrana para o sólido, que
define um alto grau de acoplamento dos graus de liberdade do domı́nio do fluido e do sólido,
resultando em (Figueroa et al., 2006):∫

Γs

−~w · ~tfds (12)

As equações elastodinâmicas para o sólido são dadas por:

ρs
∂2~u

∂t2
= ∇ · σs +~bs, em Ωs × (0, T ) , (13)

~u = ~gs, em Γs
g × (0, T ) , (14)

~t~n = σs~n = ~hs, em Γs
g × (0, T ) , (15)

~u (~x, 0) = ~u0 (~x) em Ωs
0, (16)

∂~u (~x, 0)

∂t
=
∂~u0 (~x)

∂t
em Ωs

0, (17)

onde ~u é a deformação, ~bs força de corpo do sólido, σs é o tensor das tensões do vaso, ~hs é a
tensão na interface, e as Eqs. (16) e (17) são as condições iniciais.
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Para acoplar as equações do sólido com a interface do fluido, é necessário definir uma
relação do domı́nio (Ωs) da membrana com a interface Γs. Assim, considerando um vaso de
parede fina, podemos utilizar as seguintes relações:∫

Ωs

(·) dx = ζ

∫
Γs

(·) ds, (18)

∫
Γs
h

(·) ds = ζ

∫
∂Γh

(·) dl, (19)

onde ζ é a espessura da parede. A força que o fluido faz na parede, ~tf , é igual e oposta a que
o sólido faz na interface. Assim, considerando novamente um vaso de parede fina, a força de
corpo é distribuı́da de forma uniforme sobre a espessura (Figueroa et al., 2006):

−~tf = ~ts, (20)

~ts =
−~bs

ζ
. (21)

Portanto existe um forte acoplamento dos graus de liberdade entre os domı́nios do fluido e do
sólido e, ainda, as equações que descrevem o comportamento da parede possuem as mesmas
condições daquelas descritas pela forma variacional do fluido. Com isso, os mesmos espaços
de funções podem ser utilizados para a formulação do sólido, ou seja:

Vsk
h = {~u|~u (., t) ∈ Hk (Ωs)3 , t ∈ [0, T ], ~u|~x∈Ωs

e
∈ Pk (Ωs

e)
3 , ~u (., t) = ~gs em Γs

g}, (22)

Wsk
h = {~w|~w (., t) ∈ Hk (Ωs)3 , t ∈ [0, T ], ~w|~x∈Ωs

e
∈ Pk (Ωs

e)
3 , ~w (., t) = ~0 em Γs

g}. (23)

A partir dessas considerações, a formulação semi-discreta de Galerkin para a parte sólida resulta
em:

Encontrar ~v ∈ Vsk
h , de tal modo que:∫

Ωs

ρs ~w · ∂
2~u

∂t2
d~x+

∫
Ωs

∇~w : σsd~x =

∫
Ωs

~w ·~bsd~x+

∫
Γs
h

~w · ~hsds (24)

∀~w ∈ Wsk
h .

2.3 Acoplamento fluido-sólido

O método CMM-FSI tem por objetivo considerar a forma fraca do sólido em função da
velocidade do fluido na interface. Como a derivada segunda da deformação na interface está
relacionada com a aceleração do fluido, utilizando as Eqs. (18), (19) e (21), podemos reescrever
a Eq. (24), resultando em:

ζ

∫
Γs

ρs ~w · ∂~v
∂t
ds+ ζ

∫
Γs

∇~w : σsds =

∫
Γs

~w · ~tf + ζ

∫
∂Γh

~w · ~hsdl, (25)

ou

−
∫

Γs

~w · ~tf = ζ

∫
Γs

ρs ~w · ∂~v
∂t
ds+ ζ

∫
Γs

∇~w : σsds− ζ
∫
∂Γh

~w · ~hsdl. (26)
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Todo os termos da Eq. (26) são definidos, exceto o tensor das tensões do sólido que será de-
finido mais adiante. Portanto, as equações elastodinâmicas provenientes do sólido podem ser
acopladas a formulação variacional do fluido como uma condição de contorno:

F (~v, p; ~w, q) =

∫
Ω

{
~w ·
(
ρ
∂~v

∂t
+ ρ~v · ∇~v − ~f

)
+∇~w : σ (~v, p)− q∇ · ~v

}
d~x

−
∫

Γh

~w · ~hds+ ζ

∫
Γs

ρs ~w · ∂~v
∂t
ds+ ζ

∫
Γs

∇~w : σsds− ζ
∫
∂Γh

~w · ~hsdl = 0

(27)

2.4 Formulação estabilizada

Para fluxos com convecção dominante a formulação padrão de Galerkin considerando po-
linômios interpoladores de mesma ordem é instável. Neste trabalho adotaremos formulações
estabilizadas: SUPG para a velocidade, PSPG para a pressão e o termo de captura LSIC, con-
forme descritas em Elias (2007):

Encontrar ~v ∈ V1
h e p ∈ P1

h, de tal modo que

F (v, p;w, q) =

∫
Ω

{
w ·
(
ρ
∂v

∂t
+ ρv · ∇v − f

)
+∇w : σ (v, p)− q∇ · v

}
dx

+

nel∑
e=1

∫
Ωe

1

ρ
(τSUPGρv · ∇w + τPSPG∇q) ·R (v, p) dx+

nel∑
e=1

∫
Ωe

τLSICρ∇ · w∇ · vdx

−
∫

Γh

w · hds+ ζ

∫
Γs

ρsw · ∂v
∂t
ds+ ζ

∫
Γs

∇w : σs (u) ds− ζ
∫
∂Γh

w · hsdl = 0

(28)

∀~w ∈ V1
h e q ∈ P1

h, onde τSUPG, τPSPG, τLSIC e R (~v, p) são, respectivamente, o parâmetro
de estabilização SUPG, PSPG, LSIC e o resı́duo da equação de Navier-Stokes. Os parâmetros
podem ser encontrados em Shakib et al. (1991), e são dados por:

τSUPG = τSUPG =

((
2

∆t

)2

+

(
2||v||
h

)2

+ 9

(
4µ

ρh2

)2
)− 1

2

τLSIC =
||v||h

2

R (~v, p) = ρ
∂v

∂t
+ ρv · ∇v − σ (v, p)− f

(29)

2.5 Discretização da parede do vaso

Neste trabalho a discretização do tensor σs, que representa a tensão da parede, será consi-
derada como em (Figueroa et al., 2006). A malha do sólido é definida por triângulos lineares
enquanto que a malha do fluido por elementos tetraédricos. Um triângulo linear é um plano cujo
campo varia linearmente com as coordenadas x e y. Na análise do sólido, a deformação linear
produz uma tensão constante. Dessa forma, o triângulo linear pode ser chamado de triângulos
de tensões constantes (Constant Strain Triangles - CST), recaı́ndo no problema em que os CST
são instáveis para geometrias tridimensionais com cargas transversais. Portanto, será conside-
rado uma rigidez adicional ao elemento do vaso com cargas transversais – detalhes na Fig. 2 –
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Figura 2: Esforço na membrana com carga transversal, retirado de Figueroa et al. (2006)

contornando a falta de instabilidade sem adicionar graus de liberdade ao problema. Além disso,
a adição de rigidez, considerada a nı́vel local, deve mapear o tensor a nı́vel global. O tensor da
tensão e deformação linear são dados por:

σs = C : ε,

ε =
1

2

(
∇u+ (∇u)T

)
,

(30)

onde C representa um tensor de quarta ordem com as propriedades do material.

Devido a parede da membrana ser fina e, ainda, a tensão ser distribuı́da de forma uniforme
na espessura da parede, podemos negligenciar a tensão normal na direção da espessura. Utili-
zando a simetria de C, σs e ε, é possı́vel utilizar tensores com ordens reduzidas e um tensor de
segunda ordem para as propriedades do material. Dessa forma, o tensor das tensões e o tensor
deformação, na forma reduzida, são dados por:{

σs,l
}

=
(
σl
xx σl

yy 0 τ lxy τ lxz τ lyz

)T
,{

εl
}

=
(

∂ul

∂xl
∂vl

∂yl
0 ∂ul

∂yl
+ ∂vl

∂xl
∂wl

∂xl
∂wl

∂yl

)T
,

(31)

onde ul, vl e wl são as componentes da deformação local e, xl e yl são as coordenadas locais
da membrana. Considerando um material isotrópico, incompressı́vel e utilizando a simetria, o
tensor do material, na forma reduzida, é definido por:

D =
E(

1− (νs)2)



1 νs 0 0 0 0

νs 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0.5 (1− νs) 0 0

0 0 0 0 0.5k (1− νs) 0

0 0 0 0 0 0.5k (1− νs)


, (32)
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onde E e νs = 0.5 são o módulo de Young e o coeficiente de Poisson. O parâmetro k foi
inserido a fim de descrever uma variação parabólica do esforço de cisalhamento transversal.
Figueroa et al. (2006) sugere um valor de k = 5/6, para uma membrana sólida e homogênea.

2.6 Inicialização

A derivada temporal da velocidade será aproximada por diferenças finitas atrasada, Eq. (33).
Enquanto que a deformação será determinada de forma explı́cita – fórmula de Newmark
(Eq. (34)), relacionando a velocidade e aceleração do fluido na interface:

∂v

∂t
=

v − vn

∆t
, (33)

un+1 = un + ∆tvn +
∆t2

2

(
(1− 2β) v,tn + 2βv,tn+1

)
, (34)

considerando β = 1.0.

Para inicializar o método CMM-FSI, o problema de parede rı́gida deve ser resolvido, ob-
tendo a velocidade que será a condição inicial para o problema deformável. A inicialização
do campo de deformação pode ser considerada de duas formas: deformação zero e pressão
hidrostática.

Os principais passos da deformação zero são:

• Resolva o problema de parede rı́gida, dado pela Eq. (11) acrescida dos termos de estabilização
presentes na Eq. (28);

• Inicialize a deformação e velocidade na interface como zero;

• Resolva o problema deformável, dado pela Eq. (28).

Os principais passos da pressão hidrostática estão descritos a seguir.

A ideia básica é requerer que a tensão do fluido na parede se equilibre com a do sólido na
interface, começando a partir de um ponto de equilı́brio (Figueroa et al., 2006). Para tanto é
considerado que a parede seja carregada com a pressão média na interface, proveniente do pro-
blema de parede rı́gida. Caracterizando-se, portanto, como um caso hidrostático, uma vez que
pressão na parede inicialmente é estritamente devido a pressão estática (v = ∂v/∂t = τ = 0).
Dessa forma, a Eq. (27) pode ser reescrita por:

ζ

∫
Γs

∇w : σsds =

∫
Γh

wP · nds (35)

onde P é a pressão média na interface Γs. Com isso a inicialização do algoritmo pode ser
resumida por:

• Resolva o problema de parede rı́gida, dado pela Eq. (11) acrescida dos termos de estabilização
presentes na Eq. (28);

• Inicialize a velocidade na interface como zero, solucione Eq. (35) e inicialize a deformação;

• Resolva o problema deformável, dado pela Eq. (28).
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3 A BIBLIOTECA FEniCS

FEniCS é uma biblioteca de domı́nio público para solucionar equações diferenciais parciais
utilizando o método dos elementos finitos. A FEniCS possibilita, de forma automatizada, o con-
trole de erros, adaptatividade de malha, pacotes de álgebra linear de alto desempenho, soluções
em paralelo, entre várias outras opções, detalhes podem ser consultados em Logg et al. (2012).
A programação é simples, pois a formulação variacional pode ser descrita numa notação quase
matemática. As implementações podem ser feitas em códigos C++ ou Python, adotado neste
trabalho.

Para exemplificar, considere o problema de Poisson discretizado pelo método de Galerkin
(Logg et al., 2012) em um domı́nio quadrado Ω = [0, 1] × [0, 1] com condição de contorno de
valor prescrito. A forma variacional é dada por:∫

Ω

∇v · ∇wdx =

∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ V. (36)

A Fig. 3 mostra o código em python para esta aplicação. A primeira linha do código importa a
biblioteca FEniCS, contendo todos os requisitos para resolver o problema por elementos finitos.
Em seguida é gerada a malha do domı́nio Ω com seis divisões na direção longitudinal e qua-
tro na transversal. O espaço de função é definido no próximo comando, definindo elementos
Lagrangeanos com polinômios lineares. As condições de contorno começam a ser definidas,
sendo que v0 representa a expressão que será aplicada ao contorno e, logo abaixo, é definido
em qual parte do contorno será inserida a condição – neste exemplo será inserido em todo o
contorno. Na sequência é explicitado que as condições de contorno são do tipo Dirichlet, sendo
informado qual o espaço de função, o valor e a parte do contorno que será imposta. Nas linhas
a seguir, o problema variacional é descrito, onde a = a (v, w) é a forma bilinear e L = L (w)
é a forma linear. Por fim, o problema é solucionado, sendo informado a variável de interesse
e a condição de contorno. Neste comando está inserido a solução do sistema linear resultante,
sendo que o método padrão é a decomposição LU, entretanto é possı́vel explicitamente esco-
lher um conjunto grande de métodos e precondicionadores utilizando diferentes bibliotecas de
domı́nio público.

4 EXPERIMENTOS NUMÉRICOS

Nesta seção são apresentados os experimentos numéricos obtidos para três problemas. Pri-
meiramente, consideramos um problema teste com paredes laterais deformáveis. Dois experi-
mentos, uma artéria idealizada com um fluxo constante na entrada e uma artéria aneurismática
com um fluxo senoidal de entrada, foram considerados. Para solução dos sistemas lineares foi
utilizado o método iterativo GMRES com precondicionador ILU(0), com tolerância de 10−3. A
não linearidade do problema foi aproximada pelo método de Newton com tolerância de 10−5.
Todos os códigos desenvolvidos foram executados pela biblioteca FEniCS em uma máquina
com a seguinte configuração: 7.3 GB de memória RAM e processador com velocidade de clock
de 3 GHz.

4.1 Parede deformável

O problema é definido por um canal retangular com paredes laterais deformáveis e fluxo
constante. O domı́nio é dado por Ω = [−1,−0.5,−1]× [1, 0.5, 1](cm3), com velocidade pres-
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Figura 3: Código FEniCS

crita na entrada (vz = Vmax (1− x2)) e pressão constante na saı́da (pout). Os valores das pro-
priedades do fluido e do sólido, bem como outros parâmetros são apresentados na Tab. 1. Neste
experimento é considerada uma malha com 6000 tetraedros, conforme mostra a Fig. 4, onde as
paredes deformáveis são as que estão normal à direção x. O passo de tempo utilizado para este
experimento foi de ∆t = 0.005 segundos.

Tabela 1: Propriedades e parâmetros para parede deformável

ρ µ E ρs νs k ζ Vmax pout

g/cm3 dyn.s/cm2 dyn/cm2 g/cm3 - - cm cm/s dyn/cm2

1.06 0.04 5320 1.09 0.5 5/6 0.1 12.5 2660

Os resultados são apresentados em quatro nós, posicionados de acordo com a Tab.2. Os
nós A e B podem ser visualizados na Fig. 4 e os nós C e D estão na parede paralela. Esses nós

Tabela 2: Posição dos nós

- x(cm) y(cm) z(cm)

Nó A -1.0 -0.4 0.0

Nó B -1.0 +0.4 0.0

Nó C +1.0 +0.4 0.0

Nó D +1.0 -0.4 0.0

são livres para se moverem na direção do fluxo, devido a tensão de cisalhamento, e na direção
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Figura 4: Malha para a parede deformável

perpendicular a parede em razão da tensão normal. Portanto, a deformação e a velocidade nestes
nós são observadas nas direções z e x. Os resultados das deformações e velocidades (Figs. 5
e 6), incluem as duas formas de inicialização: deformação zero e pressão hidrostática.

Figura 5: Velocidade e deformação dos nós nas paredes (deformação zero)

Podemos observar na Fig. 5 que a variação inicial da tensão, devido a interação do fluido
com a estrutura, causa uma oscilação do deslocamento nas paredes laterais. O sistema atinge o
equilı́brio, como esperado, onde a velocidade na parede é zero e a deformação é um valor fixo.
O deslocamento na direção x ocorre devido a pressão do fluido nas paredes laterais da estrutura
e na direção longitudinal (z) ser nula, pois a velocidade na interface é zero. Vale ressaltar que
inicialmente temos uma tensão maior devido à carga súbita imposta na parede.
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Figura 6: Velocidade e deformação dos nós nas paredes (pressão hidrostática)

O problema deformável é inicializado com a velocidade de parede rı́gida. Devido a este
fato, existe naturalmente uma deformação inicial, que é o deslocamento sofrido pelas forças de
pressão do fluido na interface, o que do ponto de vista mecânico é muito desejável, uma vez
que existe um equilı́brio entre as forças internas do fluido e o sólido na interface.

A Fig. 6 representa os resultados com a inicialização do algoritmo com pressão hidrostática,
ou seja, deslocamento inicial diferente de zero. Podemos observar que neste caso o regime es-
tacionário é atingido mais rapidamente. As oscilações iniciais, tanto nos campos de velocidade
como nos de deformação, são bem menores. Analisando mais detalhadamente a parte do deslo-
camento em x, observamos que iniciando com deformação zero demora cerca de 1.5 segundos
para atingir o estado estacionário e já no caso pré-carregado (pressão hidrostática) o tempo
para atingir o estado estacionário é de cerca de 0.3 segundos. Portanto, é vantajoso iniciar o
problema deformável com uma pré-carga.

Utilizamos o mesmo passo de tempo para as diferentes inicializações, entretanto o tempo
de CPU foi cerca de 1470 segundos para a deformação zero e 844 segundos para o caso hi-
drostático. O que demonstra que o caso com inicialização hidrostática necessita de menos
iterações lineares e não lineares para atingir as tolerâncias pré-fixadas, resultando em um pro-
cedimento numérico mais vantajoso.

4.2 Artéria Idealizada

Neste experimento uma artéria idealizada com raio de 0.3 cm e comprimento de 4.2 cm
é considerada para descrever o fluxo sanguı́neo. Na entrada é prescrito fluxo constante (vin)
com um perfil parabólico e na saı́da uma pressão constante (pout). A malha utilizada para o
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problema é formada por 36000 elementos e 6970 nós, sendo considerado um passo de tempo
igual a 6.2 × 10−5 segundos. A Fig. 7 mostra a malha bem como as dimensões da artéria. Os
resultados são obtidos utilizando o caso pré-carregado para inicializar a deformação, com uma
pressão média de 1510 dyn/cm2 na interface. As propriedades e parâmetros necessários para o
problema se encontram na Tab. 3. Destacamos que, com exceção do módulo de Young, todos
os parâmetros do experimento são fisiologicamente reais.

Figura 7: Dimensões e malha da artéria

Tabela 3: Propriedades e parâmetros para a artéria idealizada

ρ µ E ρs νs k ζ Vmax pout

g/cm3 dyn.s/cm2 dyn/cm2 g/cm3 - - cm cm/s dyn/cm2

1.06 0.04 4.07× 106 1.09 0.5 5/6 0.03 45 1330

Figura 8: Velocidade e pressão

A Fig. 8 apresenta a velocidade na linha radial (x = 2.1 cm) e a pressão ao longo do
comprimento para os problemas rı́gido e deformável até que uma tolerância pré-estabelecida de
10−4 seja atingida para a norma relativa da velocidade. O mesmo perfil parábolico do exemplo
anterior é considerado para a artéria idealizada. Podemos observar que após atingir a tolerância,
tanto o caso rı́gido como o deformável possuem a configuração parabólica. Além disso, a ve-
locidade na interface é zero e a pressão decaı́ linearmente até o valor imposto na saı́da. Esses
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resultados são esperados, pois devido o imposição de fluxo constante, o escoamento é con-
sequência do gradiente constante de pressão fazendo com que o problema atinja o estado de
equilı́brio, obtendo uma deformação fixa.

Figura 9: Vetores deformação

A Fig. 9 mostra os vetores da deformação. O deslocamento inicial representa a inicialização
do problema deformável com a pré-carga proveniente da pressão do caso rı́gido. Já o deslo-
camento final, representa a deformação após o problema atingir a tolerância pré-fixada. Foi
gerado um plano longitudinal no centro da artéria para visualização dos vetores deslocamento
neste plano. Observa-se que a deformação inicial e a final são próximas, pois a inicialização do
problema começou com uma carga de pressão inicial, proveniente do caso hidrostático, e as pa-
redes dos problemas fisiológicos possuem uma carga inicial na direção radial e longitudinal. Os
vetores de deformação apontam radialmente para fora da artéria, devido a força de pressão que
o fluido exerce na interface. O deslocamento máximo obtido no problema foi de 0.000985 cm
e o percentual de deformação ficou em torno de 3.28%, não ultrapassando o limite de pequenas
deformações que é de 5% (Figueroa et al., 2006).

4.3 Artéria Aneurismática

Neste experimento vamos considerar uma velocidade pulsátil na entrada, a fim de obter o
comportamento do método para uma situação mais realista, uma vez que fluxos constantes não
representam boas condições de contorno para modelos de artéria. A velocidade na entrada é
dada por: vin = Vm (1 + sin (2πt/T )), onde Vm = 13.5 cm/s, t é o tempo atual e T = 0.2
segundos é o perı́odo. Na saı́da foi considerada uma pressão constante pout = 1330 dyn.s/cm2.
A geometria da artéria tem raio de 0.2 cm e comprimento de 3.0 cm, conforme Fig. 10. No ponto
médio da artéria existe uma esfera com 0.25 cm de raio representando o aneurisma. A malha da
artéria aneurismática é formada por 13631 elementos e 2897 nós, sendo considerado um passo
de tempo igual a 1.14 × 10−4 segundos. As propriedades e demais parâmetros considerados
encontram-se na Tab. 1.

A Fig. 11 mostra a pressão no tempo de 0.15 segundos para os problemas rı́gido e de-
formável e as Figs. 12 e 13 apresentam os vetores deformação e vetores velocidade na interface
e no fluido no tempo de 0.05 segundos. Podemos observar na Fig. 11 que o comportamento da
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Interação fluido-estrutura em problemas fisiológicos

Figura 10: Parâmetros geométricos e malha para artéria aneurismática

pressão para os casos rı́gido e deformável são bem diferentes, principalmente na região aneu-
rismática. Esta situação não ocorreu no caso de ser considerado fluxo constante e ausência de
patologias nas artérias, como mostra a Fig. 8. Próximo a região aneurismática, observamos um
aumento da velocidade na interface, caracterizando a irregularidade do escoamento na presença
do aneurisma (Fig. 13). Devido a esse fato, são geradas concentrações de tensões em determi-
nadas regiões ocasionando um possı́vel rompimento da parede. Na Fig. 12 observamos que as
maiores deformações estão no inı́cio e no fim do aneurisma, ocorrendo um aumento da tensão
na parede da artéria nessa região. A máxima deformação no experimento foi de 0.00961cm
obtendo um percentual máximo de 9.61% de deformação, ultrapassando o limite esperado para
pequenas deformações (cerca de 5%, conforme descrito por Figueroa et al. (2006)). Este fato
ocorreu, pois o módulo de elasticidade utilizado para o experimento foi muito pequeno (ver
Tab. 1), comparado com situações reais.

Figura 11: Pressão do problema rı́gido e deformável para t = 0.15 segundos.

Figura 12: Vetores deformação para t = 0.05 segundos.
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Figura 13: Vetores velocidade para t = 0.05 segundos.

5 CONCLUSÃO

Este trabalho apresentou uma implementação, utilizando a Biblioteca de domı́nio público
FEniCS, da formulação estabilidade SUPG/PSPG e LSIC para o método de impulso acoplado
aplicado em problemas de interação fluido estrutura.

O CMM-FSI mostrou ser um método eficiente e simples para a simulação de problemas
deformáveis tridimensionais. O método faz o acoplamento das equações do sólido ao problema
variacional do fluido como uma condição de contorno. Sendo assim, é acrescido pouco esforço
computacional em relação ao problema rı́gido. Além disso, o problema deformável depende
fortemente da forma de inicialização da deformação, sendo desejável optar por uma pré carga,
eliminando as oscilações iniciais. A Biblioteca FEniCS utilizada gerenciou as grandes dificul-
dades relacionadas com as equações de problemas IFE, condições de contorno, entre outros
aspectos, liberando o pesquisador para se concentrar em aspectos mais relevantes dos proble-
mas.
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