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Resumo. As estruturas metálicas ganham cada vez mais espaço na construção civil 
brasileira, desde obras pesadas até as obras residenciais. É cada vez mais comum os 
engenheiros adotarem o uso de construções mistas, ou seja, empregando-se o aço e concreto, 
como solução estrutural de seus projetos. Na prática dos projetos de construção metálica e 
mista, normalmente as vigas são consideradas como simplesmente apoiadas. A presença de 
armadura na laje junto aos apoios, no entanto, permite a transmissão de momentos entre 
vãos adjacentes, reduzindo as flechas totais e aumentando a resistência.. Isso representa uma 
vantagem, pois, permite ao projetista, por exemplo, empregar vigas com seções mais 
econômicas. Este trabalho pretende apresentar a implementação de modelos numéricos não-
lineares para vigas mistas, incluindo ligações resistentes a momento, a fim de avaliar o 
comportamento de vigas mistas semicontínuas. 
Palavras-chave: Vigas mistas, ligações, interação parcial, semicontinuidade, elementos 
finitos 
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1. INTRODUÇÃO 

 

As vigas mistas têm sido cada vez mais empregadas na construção civil. É usual e 
tradicional, em situações de projeto estrutural com estes elementos, admitir o comportamento 
como simplesmente apoiadas, sem transmissão de momentos para os apoios. Esta hipótese 
permite projetar os vãos da viga isoladamente e simplifica os procedimentos de cálculo. No 
entanto, a presença da laje (maciça, steel deck ou outra solução) com armadura negativa em 
sua face superior pode proporcionar uma transmissão parcial de momentos fletores nas 
extremidades, ou entre vãos adjacentes.  

Soluções mais econômicas de projeto podem ser obtidas ao considerar a 
semicontinuidade, através da transmissão de momentos pela armadura negativa mencionada. 
Em relação ao sistema simplesmente apoiado, é necessário um aumento da armadura negativa 
na laje, que passa a não ser meramente uma armadura de controle de fissuração, sem 
acréscimo significativo no custo da ligação.  

Os conceitos modernos de análise e projeto de estruturas tendem a estabelecer modelos 
mais sofisticados baseados em análise de desempenho, surgindo a demanda de se obter 
soluções numéricas, inclusive para a análise não linear (Pires, 2003; da Mata, 2005). 

Um dos principais desafios para a simulação numérica de vigas mistas semicontínuas está 
na determinação das expressões, que definem a relação momento rotação de uma ligação 
mista, a serem utilizadas. Isso porque esta relação vem de curvas obtidas experimentalmente 
ou de simplificações destas curvas experimentais, encontradas, por exemplo, na norma 
brasileira (NBR8800, 2008) e no Eurocode 4 (2005). Estas expressões devem incorporar com 
fidelidade as principais características das ligações. 

As vigas mistas consistem em um perfil de aço e uma laje de concreto, conectadas entre si 
por meio de dispositivos mecânicos, tais como conectores metálicos. Uma importante 
característica desses elementos é a possibilidade para deslocamentos relativos entre as 
camadas, que geralmente é denominada como interação parcial, deslizamento relativo ou 
conexão deformável (Silva, 2006). 

Esse trabalho apresenta um procedimento inicial, baseado em Elementos Finitos, para a 
análise numérica não linear de vigas mistas, com a consideração da existência de ligações 
semi-rígidas em suas extremidades. No caso de ligações mistas semirrígidas com 
continuidade da laje, estas vigas são denominadas semicontínuas. Neste procedimento, os 
elementos finitos da viga mista não-linear com interação parcial são combinados com molas 
não-lineares para avaliar melhor o efeito da incorporação da semicontinuidade no projeto 
estrutural. As soluções de elementos finitos para esses tipos de problemas foram 
desenvolvidas há algum tempo e os modelos clássicos Euler-Bernoulli e Timoshenko são os 
mais empregados (Sousa Jr. et al, 2010). 
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Assim, o objetivo deste trabalho é apresentar a formulação inicial para a análise não-linear 
numérica de vigas mistas com deslizamento (interação parcial)  e realizar um estudo 
comparativo da qualidade da resposta de alguns elementos finitos especificamente projetados 
para resolver esse problema. 

 
2. FORMULAÇÃO 

 

O elemento finito a ser empregado neste trabalho permite a definição de múltiplas 
camadas de deslizamento relativo, além de contemplar a não-linearidade física e geométrica. 
A primeira etapa para o desenvolvimento da formulação em Elementos Finitos é definir o 
número de camadas e o número de nós para interpolação dos deslocamentos axiais.  

Na região da ligação, são criados dois nós adicionais, um imediatamente à esquerda e 
outro à direita da ligação. Cada nó adicional incorporará uma mola não linear e necessitará da 
definição de uma expressão algébrica que representará o momento em função da rotação 
relativa. Estas relações momento-rotação dependem da ligação presente nos dois lados da viga 
mista, e podem ser obtidas através de modelos numéricos complexos ou simplificados, ou ser 
obtidas através de dados experimentais (Li et al., 2000). Teremos então, um momento à 
esquerda e um à direita, sendo que ambos serão definidos em função da rotação (f(θ), onde θ é 
a rotação). A figura 1 ilustra um modelo com a representação dos nós para uma viga, 
incluindo a região da ligação. 

 

 
Figura 1. Representação dos nós em uma viga para a formulação em elementos finitos. 

 

As formulações que serão apresentadas a seguir valem para uma viga mista com várias 
camadas. No caso de uma viga mista com duas camadas (situação mais usual), temos que as 
equações cinemáticas são: 
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• Deslocamentos axiais para as duas camadas: 

 

𝒖𝜶 𝒙, 𝒚 = 𝒖𝜶𝟎 𝒙 − 𝒚 − 𝒚𝜶 𝜽 𝒙 = 𝒖𝜶𝟎 𝒙 − 𝒚 − 𝒚𝜶 𝝊,𝒙𝟎 								𝜶 = 𝟏, 𝟐                  (1) 

 

• Deslizamento na região da interface entre os elementos: 

 

𝒔 𝒙 = 𝒖𝟐𝟎 𝒙 − 𝒖𝟏𝟎 𝒙 + 𝒉	𝝊,𝒙𝟎                                                                                       (2) 

 

Para a equação do deslizamento mostrada acima, considerou-se a hipótese de grandes 
deslocamentos, bem como rotações moderadas. Tendo como base a formulação Lagrangiana, 
podem-se determinar as deformações derivando-se a equação dos deslocamentos axiais 
(equação (1)). Assim, para cada camada, chega-se na expressão: 

 

𝝐𝝌𝜶 = 𝝐𝜶𝟎 + (𝒚 − 𝒚𝟎)𝜿                                                                                                   (3) 

 

Onde κ representa a curvatura. 

Para uma viga mista de seção transversal genérica, as expressões para o momento e a 
força normal são: 

 

𝑵 = 𝝈	𝒅𝑨 = 𝝈 𝝐𝝌𝜶 𝒚 . 𝒃 𝒚 𝒅𝒚𝒚𝒔𝒖𝒑
𝒚𝒊𝒏𝒇𝑨                                                                   (4) 

 

𝑴 = 𝝈𝒚	𝒅𝑨 = 𝝈 𝝐𝝌𝜶 𝒚 . 𝒃 𝒚 . 𝒚𝒅𝒚𝒚𝒔𝒖𝒑
𝒚𝒊𝒏𝒇𝑨                                                            (5) 

 

Para determinar as equações de equilíbrio através do Método dos Elementos Finitos 
em problemas mais complexos, como o caso da viga mista, empregam-se princípios 
variacionais. Neste trabalho, foi empregado o Princípio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Por 
este princípio, o trabalho interno, para um elemento isolado, é a soma dos trabalhos realizados 
em cada uma das camadas da viga, mais o trabalho realizado na interface entre as camadas. 

Seja u o vetor dos deslocamentos axiais, ϵ o vetor das deformações. Matricialmente, o 
vetor das deformações ϵ é obtido derivando, em x, o vetor dos deslocamentos axiais u. Assim, 
chega-se na seguinte expressão: 
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𝝐 = 𝜕𝒖											𝑜𝑢												

𝜖EF

𝜖GF
𝜅
𝑠

=

							𝜕J 	0		 E
G
𝜐,JF𝜕J

							0 		𝜕J
E
G
𝜐,JF𝜕J

				0 			0 −𝜕JJ
−1 1 ℎ𝜕J

𝑢EF

𝑢GF

𝜐F
                                              (6) 

A variação das deformações é dada matricialmente pela expressão abaixo: 

𝛿𝝐 = 𝜕𝛿𝒖	𝑜𝑢	

𝛿𝜖EF

𝛿𝜖GF
𝛿𝜅
𝛿𝑠

=

				𝜕J 	0 𝜐,JF𝜕J
					0 	𝜕J 𝜐,JF𝜕J
				0 		0 −𝜕JJ
−1 1 ℎ𝜕J

𝛿𝑢EF

𝛿𝑢GF

𝛿𝜐F
                                                               (7) 

 

 

Nessa formulação, a função de interpolação empregada para o deslocamento axial foi 
um polinômio de segundo grau enquanto que, para o deslocamento transversal, foi utilizado 
como função interpoladora um polinômio de terceiro grau. 

Considerando d o vetor dos deslocamentos nodais e Φ a função interpoladora, têm-se 
as seguintes expressões: 

 

 

                                                               (8) 

 

Relacionando as deformações com a função de interpolação, tem-se, na forma 
matricial, a seguinte equação. 

 

 

 

                         (9) 

 

 

Visto isso, o trabalho interno pode ser escrito da seguinte maneira: 

 

𝜹𝑾𝒊𝒏𝒕 = 𝜹𝝐𝒕𝒅𝒙𝒍
𝟎                                                                                                         (10) 
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Substituindo a equação (9) na expressão do trabalho interno (10), consegue-se 
reescrever o trabalho interno em função do vetor de forças internas: 

 

𝜹𝑾𝒊𝒏𝒕 = 𝜹𝝐𝒕𝝈𝒅𝒙 = 𝜹𝒅𝑻 𝑩𝑻𝝈𝒅𝒙 = 𝜹𝒅𝑻𝒈𝒍
𝟎

𝒍
𝟎                                                           (11) 

 

A partir da expressão acima, pode-se então partir para o cálculo da matriz de rigidez 
tangente. A matriz de rigidez tangente é importante para o estudo da estabilidade da estrutura 
e para os métodos de obtenção da curva carga-deslocamento. Esta curva é de fundamental 
importância para a análise não linear. 

A matriz de rigidez é obtida derivando-se o vetor de forças internas em função do 
deslocamento. Assim: 

 

     

                                                          (12) 

 

A primeira parcela da equação (12) é também conhecida como matriz de rigidez 
tangente do material, escrita da seguinte maneira: 

 

 

                                        (13) 

 

Por sua vez, a segunda parcela da equação (12) é conhecida como matriz de rigidez 
geométrica, dada pela expressão: 

 

(14) 

A matriz BNL é escrita da seguinte forma 

: 

 

                                                                                          (15) 
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Conforme mencionado anteriormente, a curva carga-deslocamento, que também é 
conhecido como caminho de equilíbrio, é uma ferramenta de extrema importância na análise 
não linear. Isso porque esta ferramenta permite analisar o comportamento da estrutura e a sua 
capacidade de carga. 

Observa-se que, no caso da análise não linear de vigas mistas, o Princípio dos 
Trabalhos Virtuais nos conduz às equações de equilíbrio também não lineares, cujas soluções 
não são de simples obtenção (ou seja, determinadas de maneira direta). Frequentemente 
utilizam-se métodos iterativo-incrementais, onde as soluções destas equações são obtidas de 
maneira iterativa e numa faixa de tolerância pré-estabelecida. Pode-se citar como exemplos o 
Método Incremental de Euler e o Método de Newton Raphson. Neste trabalho, a atenção 
estará voltada em especial para o Método de Newton Raphson com controle de 
deslocamentos. 

 
3. APLICAÇÕES 

Como se trata de um trabalho em fase inicial de testes, não serão empregados nos exemplos a 
seguir toda a possibilidade de consideração de não-linearidades possíveis na solução 
numérica. Assim, apenas a não-linearidade geométrica será considerada, enquanto os 
materiais, o deslizamento relativo e a relação momento-rotação nas ligações serão 
consideradas lineares. 

 
3.1 Viga simplesmente apoiada com ligações semirrígidas. 

 

O primeiro exemplo de aplicação do procedimento é para uma viga com um vão e dois 
apoios, submetida a uma carga uniformemente distribuída, conforme mostrada na figura 3. 
Serão consideradas molas lineares nas duas extremidades da viga no intuito de simular uma 
ligação flexível com comportamento elástico.  

A Figura 2 apresenta a discretização adotada no problema para a viga. Neste exemplo, a 
força de deslizamento, na região da interface, é dada pela seguinte relação linear: 

 

𝐹 𝑠 = 50.000𝑠                                                                                                               (17) 

 

Para os dois materiais que compõem a seção, foram utilizadas as seguintes relações  
tensão-deformação: 

 

σ(ε) = 12000000ε                                                                                                              (18) 
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σ(ε) = 8000000 ε                                                                                                               (19) 

 

 
Figura 2. Discretização da viga mista. 

 
Figura 3. Representação da viga de 1 vão e 2 apoios. 

 

Para a modelagem do problema foram aplicadas três relações momento-rotação 
(M(θ)=0,1θ; M(θ)=100θ e M(θ)=1.000θ ) na região das ligações. Para ilustrar o 
comportamento da ligação mista, estabeleceu-se, para cada relação de momento, as 
respectivas curvas de carga-deslocamento, mostradas no gráfico 1. Estas curvas referem-se ao 
ponto médio do vão livre da viga, onde o deslocamento é máximo. 

 

 
Figura 4. Curvas carga-deslocamento do exemplo 1. 
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3.2 Viga com dois vãos e 3 apoios. 

 

Neste exemplo, toma-se uma viga mista com dois vãos (figura 4), onde cada vão mede 4,0 
metro. A seção transversal da viga e a força de deslizamento são exatamente iguais ao 
exemplo dado na seção 3.1.  A figura 5 apresenta a discretização para a viga mista. As 
relações tensão-deformação dos materiais utilizadas neste exemplo são exatamente iguais às 
do exemplo anterior. 

 

 

 
Figura 5. Viga com 2 vãos. 

 

 

 

 
Figura 5. Discretização da viga mista com dois vãos. 

 

Da mesma maneira que o exemplo anterior, foram aplicadas três relações momento-
rotação (M(θ)=0,1θ; M(θ)=100θ e M(θ)=1.000θ ) na região das ligações. Para ilustrar o 
comportamento da ligação mista, estabeleceu-se, para cada relação de momento, as 
respectivas curvas de carga-deslocamento, mostradas na Figura 6. Estas curvas referem-se ao 
ponto médio do vão livre da viga. 
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Figura 6. Resultados para deslocamento de viga com dois vãos. 

 
CONCLUSÕES 
Neste trabalho, um elemento finito para análise não-linear física e geométrica de vigas mistas 
com interação parcial foi acoplado a um esquema de molas em série nas extremidades, com o 
objetivo de simular vigas com semicontinuidade. Como se trata de uma etapa inicial no 
trabalho, somente foi considerada a não-linearidade geométrica e os materiais foram 
considerados elásticos, como também considerado por outros autores (Oliveira, 2003). 

Com base nas observações das curvas carga-deslocamento obtidas, pode-se avaliar a 
infliuência da ligação semirrígida no comportamento das vigas, surgindo um grande aumento 
de rigidez global em função das molas nos apoios, com consequente diminuição de flechas. 

Os resultados obtidos nas próximas etapas, onde se introduzirão as não-linearidades do 
material, das relações momento-rotação nas molas e nas interfaces entre o aço e o concreto, 
permitirão obter resultados de vigas mistas semicontínuas com interação parcial. 
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