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Abstract. O desenvolvimento de algoritmos de geracao automatica de malha néo estruturada
tem se intensificado nas Gltimas décadas, com aplicacdo a geometrias de superficie irregular
e complexa. Adotar métodos de suavizacdo durante o processo de geracdo se tornou uma
necessidade para producao de malhas de alta qualidade. Das técnicas de suavizacgdo, as mais
eficientes sdo as abordagens por analogia mecanica. O objetivo deste trabalho é a
elaboracdo de um gerador automético de malha ndo estruturada de elementos finitos
triangulares no plano, com posterior suavizacdo por analogia mecanica. A geracao inicial da
malha é estabelecida pela triangulacdo Delaunay a partir de uma nuvem de pontos
randémicos ou de um grid estruturado. As analogias mecanicas utilizadas para geracéo de
malha sdo baseadas em simples e avancadas estruturas de molas ficticias. A implementacéo
do codigo gerador é elaborada na linguagem Python e possui parametros de entrada: i -
geometria do dominio, ii - comprimento minimo dos elementos. Os dados referentes a
geometria sdo obtidos através de um arquivo de Desenho Assistido por Computador (CAD).
Adicionalmente, foram feitos exemplos de validacdo que confirmam a eficiéncia em
desempenho computacional e em qualidade dos elementos.

Keywords: Gerador de Malha, Suavizacdo, Analogia mecanica, Método dos Elementos
Finitos.
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GERACAO AUTOMATICA DE MALHAS DE ELEMENTOS FINITOS TRIANGULARES COM ANALOGIA
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1 INTRODUCAO

A aplicacdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) a problemas complexos de
engenharia tem exigido cada vez mais automatizag6es nos calculos e precisdo nos resultados.
Nas ultimas décadas, surgiram estudos aplicados ao desenvolvimento de algoritmos de
geragdo e suavizacdo de malhas, principalmente em dominios irregulares, curvilineos e com
furos.

Os métodos de geragdo de malha ndo estruturada progrediram no inicio dos anos 80,
principalmente pelo desenvolvimento de trés esquemas populares de geracdo de malhas: i)
Triangulacdo Delaunay, ii) Método do avanco de fronteira e iii) Decomposi¢do recursiva
quadtree e octree.

A primeira abordagem consiste em construir uma triangulacdo convexa a partir de uma
nuvem de pontos. A base teorica da triangulacdo Delaunay foi estabelecida por Dirichlet
(1850), demonstrando que, para um dado conjunto de nés em duas dimensBes € possivel
dividir o plano em células convexas usando um critério de proximidade. Nos anos 30,
Delaunay (1934) deduziu uma triangulacdo através do diagrama de Voronoi (1908) pela
dualidade. Essa propriedade € representada por uma caracteristica-chave, chamada de critério
de circulo vazio. Os circulos que circunscrevem os tridngulos ndo contém qualquer outro no
nos seus interiores. Sibson (1978) notou a maximizacdo dos angulos minimos dos elementos
gerados pela triangulacdo Delaunay; uma vantagem importante em relagdo as outras técnicas
de triangulacao por gerar bons elementos.

O método do avanco de fronteira foi proposta por Lo. S. H. (1985), em que a
triangulacdo é construida progressivamente do contorno para a parte interna do dominio. A

cada iteracdo, a fronteira “ativa” ¢ atualizada na medida em que novas camadas de tridngulos
irdo se formando até que o dominio fique preenchido por completo.

Geradores de malhas por decomposicdo recursiva se baseiam em estruturas de dados
quadtree e octree em dominios bidimensionais e tridimensionais, respectivamente. O
algoritmo funciona em subdiviséo sucessiva do dominio em células (tridngulos). Inicialmente
envolve o dominio em uma célula e geram outras por divisdes sempre que as estiverem
parcialmente dentro do dominio ou algum critério de parada ainda ndo alcancado.

Elementos irregulares presentes na malha podem afetar a precisdo dos calculos
numéricos, apresentando inconsisténcia nos resultados. Babuska & Aziz (1976) concluiram
que, para obter solucbes proximas do real era essencial gerar elementos com angulos
maximos nao proximos a 180 graus, ou seja, elementos achatados. Gerar malha com
tridangulos bem parecidos com equilateros passaria a ser o desafio dos geradores.

O algoritmo produto deste trabalho foi influenciado por trabalhos publicados sobre
analogia mecanica e pelo trabalho de Persson (2005), apresentando uma nova técnica de
geracdo de malhas baseada em equilibrio de forcas em dominios de geometrias especificas
com funcdes implicitas.

Neste contexto, o presente trabalho aborda o desenvolvimento de um algoritmo
gerador de malha, enfatizando a técnica de triangulagdo Delaunay e um processo de
suavizacdo por deslocamento nodal andlogo a comportamentos mecéanicos. Também é
apresentada uma evolugdo do método desde um simples célculo de média aritmética, como a
Suavizacdo Laplaciana, a deslocamentos causados pela Analogia de Mola Semi-torcional.
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2 SUAVIZACAO DA MALHA

As técnicas de suavizacdo de malha tém como principal objetivo melhorar as
qualidades dos elementos evolvidos sem mudar sua topologia. Os algoritmos de suavizagéo
usam técnicas locais de deslocamento nodal em busca de uma melhor posicdo de cada nd,
resultando em uma otimizacdo dos elementos que compartilham o mesmo né.

Abaixo sdo apresentados os métodos de suavizacdo de forma evolutiva.

2.1 Suavizagao Laplaciana

A técnica de suavizacdo Laplaciana consiste em melhorar a malha j& gerada
deslocando os nos internos i para a posicdo centroide do poligono formado pelos os nos
adjacentes j, ou seja, o calculo da nova posigéo de cada no i é dado pela média aritmética dos
nos adjacentes, minimizando a distor¢do dos elementos gerados. Este processo sem alteracdo
da topologia foi abordado por Hermann (1976).

Figura 1 - Algoritmo do método de suavizacao Laplaciana

A 1)

- 1 -
Pinew - a Riold

Onde n, é a quantidade vértices adjacentes conectados ao vértice i e P; é o vetor
l
pOsicao.

O quadro abaixo fornece o pseudocddigo do algoritmo utilizado para aplicacdo da
suavizacado laplaciana na linguagem de programacao Python:

Quadro 1 - Pseudocodigo do algoritmo de suavizagdo laplaciana

e Dados de entrada:

- Matriz das coordenadas dos pontos nodais: P
- Matriz das conectividades dos elementos triangulares: CONEC
- Matriz de identificacdo dos indices dos pontos nodais do contorno na

matriz P, pois precisam ser restringidos durante a suavizagédo: P,

e NUmero de pontos nodais: np
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e Calculo das novas posicdes nodais P; , dos pontos internos:

— [ = 1,2,..,np

Restricdo: Se P; € P,

Identificacdo dos pontos adjacentes: P;

Numero de pontos adjacentes: np,

P Ly™ip
inew _Ezj=1 Jj

e Fim.

Canann, Tristano & Staten (1988) mostraram que 0 método poderia resultar em um
possivel colapso ou inversdo dos elementos em regifes concavas presente no dominio em
analise. Observa-se também que é facil de implementar, entretanto nem sempre move o né
para a posicao ideal.

Para superar essas desvantagens, Lo. S. H. (1992) prop6s um esquema restrito de
suavizacao Laplaciana, conhecido por suavizagao Laplaciana inteligente, ou restrita, em que o
deslocamento nodal s6 aconteceria se houvesse um melhoramento na qualidade geral dos
elementos conectados. Este método é eficaz para evitar elementos invertidos, mas o custo
computacional aumenta bastante por estar sempre verificando as qualidades dos elementos
antes e apos a cada iteracdo.

2.2  Suavizacdo da malha por analogia mecanica

Batina (1990) introduziu um método de suavizacdo analogo a uma rede de tenséo de
molas longitudinais, isto €, cada aresta da malha é substituida por uma mola ficticia.

Figura 2 - Analogia de mola longitudinal

2.2.1 Analogia da mola longitudinal de segmento

Nesta secdo sera apresentada uma breve revisdao do método. Dado dois pontos nodais,
i e j, o0 vetor-aresta partindo de i para j é definido como:

— =

V=P —P, )

E seu comprimento é dado pela expressdo abaixo:
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E— (3)
Lij = (Vij " Vij

O vetor unitério de 17}]- pode ser escrito:

(4)

A analogia consiste no equilibrio das forcas provenientes da perturbacdo da mola em
relagdo ao comprimento néo estendido [.

Perturbagdo da mola i
x™~ »

Figura 3 - Demonstracdo da perturbacéo da mola

Os deslocamentos dos pontos nodais ou vértices i e j sdo especificados 6; e &;
respectivamente:

e (5)

As forcas em cada Vvértice e alinhada ao vetor 17; ; podem ser calculadas e escritas pela
seguinte expressao:

ﬁij = l](‘sli)l] - 5]i)U) = _F}i (6)

Onde K;; € a rigidez da mola analoga.

Uma particularidade na técnica da mola de segmento, no intuito de impedir a colisao
dos pontos nodais conectados, Batina (1990) prop0s a rigidez K;; inversamente proporcional
ao comprimento do segmento:

Ky =L U

A nova posicdo de cada n6 é obtida através da expressdo de equilibrio da Lei de
Hooke para as forcas produzidas por cada aresta adjacente:
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Figura 4 - Equilibrio de um n6 submetido a varias for¢as (dos vértices adjacentes)

& (8)
Ri = _ZFij =0= Keq ' Sinew

j=1
_)inew = _)iold + (Sinew (9)

Onde K., € a rigidez equivalente e n, 0 nimero de arestas conectadas. Uma das
maneiras de definir a rigidez equivalente € o somatorio das rigidezes das molas conectadas:

ng
Keq = Z Kij
j=1

Abaixo segue o pseudocddigo geral do algoritmo de analogia de mola:

(10)

Quadro 2 - Pseudocddigo do algoritmo de analogia de mola longitudinal

e Dados de entrada:
- Matriz das coordenadas dos pontos nodais: P
- Matriz das conectividades dos elementos triangulares: CONEC
- Matriz de identificagdo dos indices dos pontos nodais do contorno na
matriz P, pois precisam ser restringidos durante a suavizacédo: P,
- Comprimento ndo estendido: 1
e Matriz de conectividade das arestas através da matriz CONEC: BARS = (i j)

e NuUmero de arestas: ng
e Vetores-arestas: Vi]-
e Comprimentos das arestas: L;;

e Vetores unitarios: i;;
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e Rigidez das molas analogas: K;;

e Célculo das intensidades das forcas provenientes das perturbacGes das molas
analogas:
Fi, =Ky (1 - Ly)

F.

]i=_F

ij
e Calculo das reacdes:
—> k = 1,2, .., Np

i,j = BARS(k)

R; =R, - F; 1;
Keq, = Keg, + K
- Keq, = Keg, + K
e Célculo dos deslocamentos nodais: & = Ki

e Calculo das novas posi¢des nodais:

- Restrigdo dos pontos nodais no contorno.

- =

P,,=P+56

e Fim.

2.2.2 Analogia de mola longitudinal de vértice

Na comunidade cientifica sdo discutidos dois tipos de mola longitudinal: de vértice e
de segmento. O grande diferencial entre os dois esta no comprimento de equilibrio da mola.

A analogia de mola longitudinal de vértice tem como varidveis as proprias
coordenadas dos nos, ou seja, 0 seu comprimento nao estendido [ € considerado zero:

-

Fy, = Kij(~Lij. 1) = —F, (11)

De acordo com as Eqg. (8), (9), (10) e (11), observa-se uma particularidade desse
método com a Suavizagdo Laplaciana quando a rigidez K;; = 1:

| o (12)
Otnew = —z Lij. Ty
Ny =
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2.2.3 Analogia de mola semi-torcional

A rigidez da mola longitudinal apenas considera o efeito de alongamento, ou seja,
despreza as areas e 0s angulos dos triangulos conectados, resultando em possiveis
mecanismos de colapsos em grandes deformacbes, como a inversdo dos elementos
triangulares.

Blom (2000) e Zang & Ethier (2005) introduziram o método de mola semi-torcional.
A rigidez da mola longitudinal passa a depender dos angulos triangulares.

P

1

P.

J

Figura 5 - Algoritmo da analogia de mola semi-torcional

O coeficiente de rigidez introduzido por Zang & Ethier (2005) é dado pelo somatdrio
da rigidez linear com as semi-torcionais voltadas para aresta ij:

Kl?]"_otal — Kll} + Kig'_T (13)
ng
1
K" = Z CPNT (14)
4= sin® 6,

Onde ny se refere ao numero de elementos que compartilham a aresta ij. Ja o
coeficiente de rigidez longitudinal KiLj é 0 mesmo definido na Eq. (7).

3 ESTRATEGIA PARA GERACAO AUTOMATICA DE MALHA
BIDIMENSIONAL

3.1 Estratégia para definicdo da superficie do dominio

A definicdo da malha de elementos finitos € a subdivisdo do dominio em elementos de
comportamento conhecido, geralmente triangulos e quadrilateros, formando a malha. O
grande desafio do cddigo é gerar a malha obedecendo ao contorno do dominio, ou seja, inserir
pontos nodais e gerar os elementos no interior do dominio.

Para contornar tais problemas, foi desenvolvido um algoritmo de discretizagcdo da
fronteira em varios segmentos, ou um poligono com vérias arestas.

Uma técnica simples de verificar se 0 ponto esta dentro ou fora de um poligono, €
testar quantas vezes um raio, partindo do ponto de analise e indo a qualquer direcdo fixa,
cruza as bordas do poligono. Se o ponto estiver fora do poligono, o raio ira cruzar a borda um
namero de par de vezes, caso contrario, ira cruzar um nimero de impar de vezes.
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Figura 6 - Algoritmo Ray Casting

Esse algoritmo é conhecido por Ray Casting e ja foi mencionado por Shimrat (1962).
Entretanto possui alguns cuidados e limitagdes:

i) Se caso o0 raio intercepta a borda do poligono exatamente no vértice, o
cruzamento deve ser contabilizado para o segmento mais a direita e abaixo do
veértice.

ii) E possivel que o raio coincida exatamente com a aresta do poligono, a solucio
é ignorar o teste nesses segmentos.

iii) O meétodo apresenta limitacdo da ndo verificacdo dos pontos inseridos
exatamente no contorno.

3.2 Comprimento alvo das arestas dos elementos triangulares - h

O grau de refinamento da malha depende do comprimento alvo das arestas dos
elementos triangulares - h. Quanto maior for h, menores serdo 0s numeros de vertices e
arestas, no caso oposto, o dominio sera discretizado em maiores quantidades de vértices e
elementos triangulares. Resultando em uma quantidade suficiente de pontos nodais.

Figura 7 - Comprimento desejado da aresta final

Uma das exigéncias para 0 MEF é que as arestas das bordas coincidam com a fronteira
do dominio, isso € obrigatorio na analise. A estratégia adotada foi inserir os pontos nodais
fixos ao longo da fronteira de forma equidistante:

Figura 8 - Pontos nodais na fronteira do dominio
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Neste trabalho serdo apresentados dois algoritmos distintos na geracdo da malha
inicial, mas ambos utilizam o algoritmo Delaunay para a triangulacdo. A diferenca entre os
algoritmos esta na insercdo dos pontos nodais no interior do dominio de anéalise, um se da pela
nuvem de pontos randdmicos e o outro pelo grid estruturado de pontos.

3.3  Nuvem de pontos randdémicos

De ponto de vista bidimensional, a nuvem de pontos € um conjunto de pontos aleatorio
no plano, geralmente sdo definidos por coordenadas x e y, comumente tém o objetivo de ser o
conjunto de vértices para aplicacdo da triangulacdo Delaunay.

Figura 9 - Nuvem de pontos randémicos inicial

A estratégia utilizada consiste na insercdo de pontos obedecendo ao comprimento
minimo desejado das arestas - h. A partir de todos os pontos aleatérios pré-definidos
(inicialmente um ponto) na regido onde o dominio é inscrito, ao redor desses pontos s&o
processados uma série de pontos randémicos, candidatos, em seguida sdo aproveitados 0s
pontos no intervalo entre os raios h e 2h de cada ponto pré-definido, desses sdo aproveitados
0s que obedecem a distancia minima h entre si e por fim sdo aproveitados os que obedecem a
distancia minima com os pontos pré-definidos ja existente.

@ Ponto pré-definido

O Ponto candidato

@ Ponto descartado

Figura 10 - Inser¢des de pontos nodais randémicos

O processo de insercdo € repetido sistematicamente até que a regido onde o dominio
esta inscrito fique totalmente preenchida. Em seguida aplica o algoritmo Ray Casting é
aplicado e séo obtidos conjuntos de pontos no interior do dominio de forma sistematica.

Figura 11 - Nuvem de pontos randdmicos finais
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3.4  Grid estruturado de pontos

Grid de pontos estruturados € um conjunto de pontos organizados no plano de modo
que as ligagdes aos pontos adjacentes formem tridngulos equilateros. Mais uma vez o
comprimento minimo desejado h aparece como o comprimento dos lados dos tridngulos. Essa
ideia foi baseada no algoritmo de Persson (2005).

Novamente pelo algoritmo Ray Casting, elimina-se os pontos fora do dominio:
hy h —
. o .‘*]ﬂ . . . . < - - . .

Figura 12 - Grid de pontos estruturados

3.5 Triangulacdo Delaunay

Delaunay (1934) mostrou gque a questdo chave para a maioria dos algoritmos de
triangulacdo Delaunay estar no seguinte lema geral: Seja uma triangulacdo arbitraria, para
cada par de elementos triangulares, a condicao da esfera vazia é véalida, ou seja, uma condicdo
global para definicdo de uma triangulagdo Delaunay. Em outras palavras, se todas as arestas
da triangulacdo T do conjunto de pontos P for localmente Delaunay, entdo a triangulacdo T é
uma triangulacdo Delaunay.

A aresta é localmente Delaunay testando os dois triangulos que a compartilham. Por
exemplo, suponha que a aresta AB da triangulagdo T seja compartilhada pelos triangulos
AABC e AABD, chama-se a aresta AB localmente Delaunay se o ponto C estiver fora do
circulo que passa através dos pontos A, B e D.

Este trabalho usou o algoritmo Edge-flipping, ja definido na biblioteca Scipy do
Python, na aplicacdo da triangulacdo Delaunay. Primeiro é construido uma triangulacdo
arbitraria do conjunto de pontos e depois 0 modificando localmente até que todas as arestas
passem a ser localmente Delaunay. A ideia é procurar por arestas ndo localmente Delaunay e
vira-las, conforme ilustrado na figura abaixo:

SN
[/ N
Edge-Flipping
A B —> 4
N~/
\\ D~

Figura 13 - Algoritmo de Triangulacéo Delaunay (Edge - Flipping)

Aplicando a triangulacdo Delaunay nos pontos nodais definidos anteriormente, obtém-
se a malha inicial. Entretanto, a malha gerada ndo é considerada de alta qualidade, precisando
ser suavizada.
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Figura 14 - Triangulacdo Delaunay

Em alguns casos, a triangulacdo Delaunay forma triangulos fora do dominio. Se o
centroide de um tridngulo estiver fora do dominio, esse triangulo é removido.

3.6 Método de suavizacdo adotada

Neste trabalho foi adotada a analogia de mola de segmento na suavizagdo da malha
inicial. Ja& mencionado, essa técnica possui limitacdes em grandes deslocamentos, ocorrendo
colapsos, ou seja, os elementos tendendo a ficarem achatados ou até mesmo a inversdo dos
elementos:

Figura 15 - Problema de inverséo dos triangulos

Segundo Blom (2000), esse problema ocorre pela auséncia de artificios impedindo a
colisdo entre pontos nodais opostos.

A estratégia para contornar esse problema neste trabalho foi a mesma que Persson
(2005) publicou: A cada iteragcdo com a suavizacdo, observa-se o0 quanto obteve de
deslocamento acumulativo em relacdo a malha inicial, ou seja, se o deslocamento acumulativo
de qualquer ponto nodal ao longo das iteracdes for maior que 10% de - h, isso indica um
deslocamento significativo e aplica-se novamente a triangulacdo Delaunay para uma outra
topologia.

Se 0 objetivo é obter o comprimento h como o comprimento final das arestas, é
preciso uma perturbacdo nas molas analogas adotando um fator escala Fs sobre h. Segundo
Persson (2005) e por tentativas exaustivas realizadas neste trabalho revelam que o Fs
adequado em malha bidimensional é de 20% a mais do valor de h, ou seja, 0 comprimento
ndo estendido da mola - I:

I=Fs-h=12"-h (15)
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4 PROCEDIMENTOS COMPUTACIONAIS

4.1 Python

Essa linguagem possui programacdo orientada a objetos de alto nivel, e ndo é
necessario compilar o cddigo para que a maquina entenda. Por ser uma linguagem
interpretada, ela roda em qualquer sistema que possui interpretador Python. Quanto a
“estabilidade” da linguagem no mercado, possui uma imensa comunidade ao redor do globo.
Ou seja, probabilidades altas de existir bibliotecas complexas e funcionais aos problemas em
questéo.

Para construcdo dos algoritmos, foram utilizadas as seguintes bibliotecas: i) Numpy,
i) Scipy, iii) Sympy, iv) Ezdxf e v) Numba.

)} A biblioteca Numpy possui ferramentas Uteis em operagdes matriciais, ou seja,
suporta arrays e matrizes multidimensionais, e um enorme repertorio de
funcbes matematicas.

i) Jé& a biblioteca Scipy foi desenvolvida para trabalhar com a biblioteca Numpy.
Fornece cddigos prontos de algoritmos ja publicados na comunidade cientifica
como, por exemplo, a técnica de triangulacdo Delaunay.

iii) Sympy é uma biblioteca para computacao simbdlica. O pacote possui recursos
do simples ao avangado termos algébricos, incluindo as operacgdes
trigonométricas.

1v) O pacote Ezdxf foi construido para ler e manipular arquivos DXF. Através de
operacdes em conjunto com outras bibliotecas, consegue fazer a leitura da
geometria do dominio e gerar a malha.

V) Numba é um compilador de otimizacdo. Foi utilizado para deixar mais
eficiente o processo de geracdao da malha no codigo.

4.2  Critério de convergéncia

Na literatura ha critérios de convergéncia de acordo com o método de suavizagdo
aplicada. Com a Suavizacdo Laplaciana, por exemplo, o critério de parada estd na quantidade
de iteracdes, pois ndo se observam mudancas significativas ap0s a quarta iteracéo.

No trabalho de Persson (2005), o critério de parada com a analogia de mola € o
deslocamento nodal maximo menor que 10% do comprimento desejado das arestas dos
tridngulos. Entretanto, para criagcdo do critério de convergéncia proprio, foi estabelecido um
parametro de qualidade constante para todos os elementos triangulares, uma vez todos os
elementos dentro desse critério, o processo de convergéncia sera ativado.

4.3 Parametro de qualidade

A tendéncia é a producdo de tridngulos quase equildteros na malha. Este € uma
propriedade desejavel ao resolver equacgdes diferenciais parciais — EDP com MEF. Segundo
Persson (2005) os erros dependem do menor angulo, se todos os angulos forem préximos de
60°, bons resultados séo alcancgados.
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Em 2000, Field (2000) discutiu pardmetros de qualidade de varios elementos. O
pardmetro de qualidade muito utilizado em elementos triangulares é a relagdo entre o raio do
circulo inscrito (vezes dois) e o raio do circunscrito.

)%
Figura 16 - Pardmetro de qualidade — g

rin_(b+c—a)(c+a—b)(a+b—c) (16)
Tout abc

q=2

O triangulo equilatero tem g = 1 e um tridngulo tendendo a ter angulos préximos de
zero, chega a ter g — 0. Segundo Persson (2005), como regra geral, se todos os triangulos
tiverem g > 0.5, os resultados s&o bons.

4.4  Fluxograma geral do algoritmo final de geracdo automatica de malha
bidimensional triangular

Leitura da geometria e extragio

m ezdxf de todos os objetos das Discretizago da fronteira em

entidades: vértices, line, spline, vérios segmentos

circle earc. i
Pontos nodais dentro do dominio q Comprimento minimo alvo das
di i7ad <—— DPontos nodais fixos no contorno <— - h
Triangulag@o Delaunay —> coordenadgs ematrizdas —> aﬁﬁmm?;;m% segmg::o
conectividades.
T . Deslocamento acumulativo
Sim < jaior que 10% da malha inicial?
Néo
Fim - Sim - Convergiu?

A
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5 RESULTADOS

A implementacdo do algoritmo de suavizagdo por analogia mecéanica de mola nédo €
trivial e precisa de um esforco computacional a mais. Este item apresenta a capacidade do
codigo em gerar bons elementos partindo de malhas de méa qualidade.

51 Exemplo01

Abaixo segue a malha inicial originada pela triangulacdo Delaunay:

0.8

| ll”
0.4 0.6

QUALIDADE DOS ELEMENTOS - g

s @ @
o a S

ELEMENTOS

~
S

o

02

Figura 17 - Malha inicial por triangulacdo Delaunay

Posteriormente aplica-se quatro vezes a suavizacao Laplaciana:

P
=]
S

@
=

, |I||||
0.6 0.

02 Y] X 8
QUAUDADE DOS ELEMENTOS - g

ELEMENTOS

=
o
=3

w
&

Figura 18 - Malha inicial com a suavizagdo Laplaciana - 4 iteracGes

Com o intuito de comparar os resultados, partindo da malha inicial da figura 17,
aplica-se o algoritmo produto deste trabalho em 1, 2, 3, 4 e 228 iteracgdes:

140

120

a0

ELEMENTOS

60 I
a0 I
L
: T
02 .4 0.6
QUALIDADE DOS ELEMENTOS - g

'
0.8

Figura 19 - Malha gerada pelo algoritmo deste trabalho — 1 iteracéo
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Figura 21 - Malha gerada pelo algoritmo deste trabalho - 228 iteracdes (em equilibrio)

Tabela 1 - Comparacdo dos indices de qualidade das malhas apresentadas

Tipo de malha N°de nds N°deelem. Qualidade min. Qualidade média

Inicial 369 635 0.1998 0.7859
Lapl. 4 it 369 635 0.2712 0.8890
Alg. 1it. 369 635 0.2120 0.8425
Alg. 4 it. 369 635 0.5150 0.8831

Alg. 228 it. 369 635 0.5394 0.9540
021 —— INDICE QUALIDADE MiNIMA
INDICE QUALIDADE MEDIA
00 50 100 150 200

ITERACAQ
Gréfico 1 - Evolucdo da qualidade com o numero de iteragdes durante o processo de geragéo

pelo algoritmo
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52 Exemplo 02
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Figura 24 - Malha gerada pelo algoritmo deste trabalho - 6 iteragdes

Tabela 2 - Comparacdo dos indices de qualidade das malhas apresentadas
Qualidade média

Tipo de malha N°de nds N°de elem. Qualidade min.
Inicial 447 762 0.2302 0.7788
Lapl. 6 it 447 762 0.4615 0.9059
Alg. 6 it. 447 763 0.5607 0.9001
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Grafico 2 - Evolugdo da qualidade com o nimero de itera¢fes durante o processo de geracéo

pelo algoritmo

5.3 GiD x Algortimo

Gid é um software comercial de pré e pos-processamento de simula¢des numéricas em
analise de engenharia. Uma de suas funcGes é a geracdo de malhas. Foram geradas duas
malhas para 0 mesmo dominio, uma pelo GiD e outra pelo algoritmo através do grid
estruturado.
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Figura 25 - Malha gerada pelo GiD

50 I |
0 |
0.2 0.4 . 08
QUALIDADE DOS ELEMENTOS - q

Figura 26 - Malha gerada pelo algoritmo — 175 iteragdes
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Tabela 3 - Comparacédo dos indices de qualidade das malhas apresentadas

Tipo de malha N°de nds N°deelem. Qualidade min. Qualidade média

GiD 465 788 0.7613 0.9646

Alg. 175 it. 389 636 0.6280 0.9458

Observa-se que o algoritmo gerou uma malha de alta qualidade apresentando um
indice de qualidade minima de 0.6280. Mas a estratégia eficiente do GiD de refinar a malha
em regiBes curvilineas resultou em elementos de maiores qualidades.
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Gréfico 3 - Evolugdo da qualidade com o numero de iteragdes durante o processo de geracéo

pelo algoritmo

6 CONCLUSOES

Este trabalho descreve as etapas necessarias para 0 desenvolvimento de um algoritmo
de geracdo automatica de malha triangular bidimensional por analogia mecanica.

O co6digo mostrou que possui a capacidade de uniformizar uma malha de qualidade
baixa. J& em relacdo ao método de suavizacdo Laplaciana, com um ndmero de iteracdes
iguais, o algoritmo obteve resultados superiores.

Quando comparado com o software GiD, nota-se que a proposta atual apresentou
desempenho inferior.

O cédigo desenvolvido em PYTHON possui uma integracdo com qualquer modelador
CAD que salve em extensdo DXF. Isso facilita no processo de anlise para qualquer dominio.
Os arquivos de saida sdo padronizados em vetores: coordenadas dos pontos nodais e suas
conectividades. O codigo ndo é restrito ao MEF e pode ser aplicado a qualquer finalidade
onde a discretizacdo do dominio e geracdo de malhas suavizadas € necessaria.
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