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Resumo. Este trabalho implementou um modelo de zona coesiva baseado num potencial, 

chamado modelo PPR (Park-Paulino-Roesler), por meio do método dos elementos finitos 

generalizados capaz de estimar falhas em estruturas com diferentes modos de abertura de 

trinca. A validação da implementação foi feita através da simulação de um problema de 

barra submetida a diferentes modos de abertura de trinca e através da comparação dos 

resultados numéricos obtidos com resultados analíticos. O modelo implementado é capaz de 

simular a resistência e o comportamento de amolecimento de membros estruturais sob 

diferentes modos de falha de maneira eficiente. 

Palavras-chave: Materiais quase-frágeis, Modelo de zona coesiva, PPR, GFEM  

 

  

mailto:Jf_moreira1991@hotmail.com


Implementação bidimensional do modelos de zona coesiva PPR por meio do Método dos Elementos Finitos 

Generalizados 

CILAMCE 2017 

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering 

P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes,  M. Noronha (Editores), ABMEC, Florianópolis, SC, 

Brazil, November 5-8, 2017. 

 

1  INTRODUÇÃO 

A mecânica da fratura lida com descontinuidades causadas pela formação e crescimento 

de uma macrotrinca. Uma idealização muito empregada na Mecânica da Fratura são os 

modelos de zona coesiva, Cohesive Zone Models (CZM), inicialmente introduzido por 

Barenblatt (1959,1962) e Dugdale (1960), para abordar as singularidades de ponta de trinca. 

Nestes modelos, todas as não-linearidades estão localizadas numa zona coesiva à frente da 

ponta da trinca que se relaciona com a zona de processo de fratura, isto é, com a região onde 

ocorre a dissipação da energia durante o processo de fratura. O trabalho pioneiro de 

Hillerborg et al. (1976) aplicou os conceitos do CZM para superar algumas limitações da 

mecânica da fratura linear elástica, denominado de modelo de fissura fictícia, usando o 

método dos elementos finitos para investigar o comportamento de fratura no concreto. 

Recentemente, Park e Paulino (2013) apresentaram uma revisão crítica das relações de tensão-

abertura de trinca no campo do modelo de zona coesiva. O CZM tem sido amplamente 

utilizado em análises de materiais e estruturas (Xu e Needleman, 1994; Bazant e Planas, 1998; 

Hanson e Ingraffea, 2002; Roesler et al., 2007a; Park et al., 2008; Park et al., 2010; 

Evangelista Jr. et al, 2013; Cerrone et al., 2014; Kim e Duarte, 2015; Há et al., 2015). 

Em modelos de zona coesiva o comportamento de fratura é caracterizado por um 

potencial, do qual as relações de tensão e abertura de trinca são obtidas. As tensões coesivas 

são obtidas através da primeira derivada desse potencial com respeito aos deslocamentos de 

abertura da fissura e a segunda derivada fornece o módulo tangente do material. Na literatura 

são encontrado vários CZM baseados em uma função potencial, dos quais destacam-se os 

encontrados nós trabalhos de Needleman (1987), Tvergaard (1990), Needleman (1990), Xu e 

Needleman (1993). Neste último os autores desenvolveram um potencial no qual a separação 

normal e tangencial  é descrita através de funções exponenciais. Park et al. (2009) e Park e 

Paulino (2012) apresentaram um modelo constitutivo de zona coesiva baseado em um 

potencial que pode ser aplicado para modo I e modo misto (I+II) de fratura. Esse potencial é 

definito por parâmetros físicos tais como energia de fratura, parâmetros de resistência 

(resistência a tração, tensão de escoamento) e parametros de forma que caracterizam a 

resposta de amolecimento do material. 

Há várias métodos numéricos desenvolvidos na literatura para modelar problemas de 

fratura com o  uso do modelo de zona coesiva, incluindo o método dos elementos de 

contorno, métodos sem malha, metodo dos elementos finitos e o metodo dos elementos finitos 

generalizados e extendidos. Este último método faz uso das vantagens de métodos 

desenvolvidos recentemente para a propagação de trinca que utilizam o Método da Partição da 

Unidade. Esses novos métodos numéricos têm a capacidade de simular arbitrariamente a 

propagação de trinca sem que a mesma ocorra em regiões pré-definidas ou ao longo das 

fronteiras dos elementos (Belytschko e Black, 1999; Duarte et al., 2001; Wells e Sluys, 2001; 

Mariani e Perego, 2003; Simone, 2007; Kim e Duarte, 2015). 

Neste trabalho, relações constitutivas baseadas na Mecânica da Fratura coesiva, mais 

especificamente no modelo de zona coesiva de Park-Paulino-Roesler (PPR) (Park et al., 2009; 

Park e Paulino, 2012), são adotadas para a descrição física de materiais quase-frágeis sujeito à 

fissuração. Essas relações são combinadas com as hipóteses do Método dos Elementos Finitos 

Generalizados para formar um modelo capaz de descrever o comportamento de uma estrutura 

com descontinuidade, através da introdução de um salto no campo de deslocamentos de um 
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elemento finito padrão. Este artigo está organizado como segue: a seção 2 apresenta de forma 

simplificada a metodologia do método dos elementos finitos generalizados empregado, a 

seção 3 descreve as leis coesivas utilizadas para caracterizar o comportamento de 

amolecimento do material, a seção 4 é apresentado os resultados das simulações numéricas 

realizadas e a seção 5 conclui o presente trabalho. 

2  MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS 

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (Generalized Finite Element Method - 

GFEM) surgiu a partir dos trabalhos de Babuška et al. (1994), Duarte e Oden (1995), Melenk 

e Babuška (1996), Duarte e Oden (1996), Babuška e Melenk (1997) e Oden et al. (1998). O 

mesmo se baseia no princípio da partição da unidade e consiste basicamente no 

enriquecimento das funções de forma tradicionais dos elementos finitos com outras funções 

ditas especiais que representam o comportamento local da solução. Esse enriquecimento gera 

graus de liberdade extras nos nós do domínio sujeitos ao enriquecimento. 

Para o caso descontínuo, as funções de enriquecimento podem ser encontradas a partir da 

cinemática do salto de deslocamento. O campo de deslocamento para um elemento com graus 

de liberdade extras pode ser interpolado pela Eq. (1a), com 𝓗𝛤𝑑
 sendo a função Heaveside 

centrada na descontinuidade (𝛤𝑑), e o salto de deslocamento em 𝛤𝑑 dado pela Eq. (1b). 

𝒖 = 𝑵𝒂 + 𝓗𝛤𝑑
𝑵𝒃 

(1a,b) 
⟦𝒖⟧ = 𝑵𝒃|𝛤𝑑

 

As equações de equilíbrio para um corpo 𝛺 (Fig. 1) cortado pela descontinuidade 𝛤𝑑, 

desconsiderando as forças de corpo, podem ser resumidas nas Eq. (2a-c) e as condições de 

contorno essenciais são dadas pela Eq. (2d): 

𝛻𝝈 = 0 𝑒𝑚 𝛺 

(2a-d) 
𝝈𝒏 = 𝒕̅ 𝑒𝑚 𝛤𝑡 

𝝈𝒏𝒅 = 𝒕 𝑒𝑚 𝛤𝑑 
𝒖 = 𝒖̅ 𝑒𝑚 𝛤𝑢 

em que 𝝈 é o tensor das tensões de Cauchy, 𝒏 é o vetor unitário normal a superfície do corpo 

𝛺, 𝒕̅ é o vetor de forças aplicadas, 𝒕 é o vetor de forças agindo na descontinuidade e 𝒖̅ são os 

deslocamentos prescritos. 
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Fig. 1: Corpo 𝛺 cortado pela descontinuidade 𝛤𝑑 . 

Para as relações constitutivas, as tensões para o domínio contínuo são expressas em 

termos dos deslocamentos nodais, conforme a Eq. (3a); e as tensões na descontinuidade são 

expressa em termos dos deslocamentos nodais adicionais, conforme a Eq. (3b): 

𝝈 = 𝑫𝜺 = 𝑫(𝑩𝒂 + 𝓗𝑩𝒃) 
(3a,b) 

𝒕 = 𝑻⟦𝒖⟧ = 𝑻𝑵𝒃 

em que 𝑫 é a relação entre as tensões e as deformações e 𝑻 é a relação entre as tensões e os 

deslocamentos na descontinuidade. 

Em modelos de zona coesiva, a relação 𝑻⟦𝒖⟧ é descrita por um modelo constitutivo 

expresso em uma curva de tensão-abertura de trinca que permite a simulação da zona de 

processo aplicando tensões normais ao plano de abertura dependentes do valor de abertura da 

trinca. No modelo proposto, esta relação só é considerada quando a tensão em qualquer ponto 

de integração do elemento atingir um valor crítico, neste caso a tensão de resistência a tração 

do material (𝑓𝑡) e, portanto, a descontinuidade é inserida no elemento por meio das funções de 

enriquecimento pertinentes.  

3  MODELO DE ZONA COESIVA 

O modelo de zona coesiva é um dos primeiros métodos a tratar da propagação discreta de 

trinca em diversos tipos de materiais. Seu conceito foi introduzido por Barenblatt (1959, 

1962) e Dugdale (1960) com o objetivo de abordar as tensões singulares existentes na 

extremidade da trinca. Para caracterizar o Modelo de Zona Coesiva, é essencial a 

determinação da forma da curva de amolecimento. Nesta seção será apresentado brevemente 

alguns modelos de zona coesiva existentes na literatura e que foram utilizados nas simulações 

numéricas, são eles: linear, bilinear e PPR.  

De acordo com a abordagem do GFEM, o modelo constitutivo de um elemento 

atravessado por uma trinca é definido por um sistema de coordenada local, ortogonal, onde os 

vetores n e s representam, respectivamente, as direções normal e paralela à fissura. No 

restante do domínio não fissurado considera-se que o material possui comportamento elástico, 

isto é, a relação instantânea entre as tensões e as deformações D, dada na Eq. (3a), é a 

tangente constitutiva elástica. Modelo de Park-Paulino-Roesler 

Park et al. (2009) propuseram recentemente um modelo coesivo unificado para modo 

misto de fratura denominado pelos autores de Park-Paulino-Roesler, ou simplesmente PPR. O 

modelo PPR é apresentado na forma de potencial Ψ e se baseia, em sua forma extrinseca, nos 

𝛤𝑢 

𝛤𝑢 𝑡̅ 

𝑛𝑑 

𝛤𝑑 

𝛤𝑡 𝛺− 
𝛺+ 

𝑛 
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parâmetros físicos de fratura: energia de fratura normal e tangencial, 𝜙𝑛 e 𝜙𝑠, e tensão 

máxima resistente normal e tangencial, 𝜎𝑚𝑎𝑥 e 𝜏𝑚𝑎𝑥; e nos parâmetros de forma, 𝛼 e  𝛽, que 

caracterizam a resposta de amolecimento do material (Park et al, 2009). Esse potencial é 

expresso por: 

Ψ(𝛥𝑛, 𝛥𝑠) = min(𝜙𝑛, 𝜙𝑠)

+ [Γ𝑛 (1 −
𝛥𝑛

𝛿𝑛
)

𝛼

+ 〈𝜙𝑛 − 𝜙𝑠〉] [Γ𝑠 (1 −
|𝛥𝑠|

𝛿𝑠
)

𝛽

+ 〈𝜙𝑠 − 𝜙𝑛〉] 

(4) 

em que 𝛥𝑛 e 𝛥𝑠 são, respectivamente, as aberturas na direção nomal e tangencial da trinca. As 

tensões coesivas normal e tangencial podem ser obtidas através do gradiente do potencial da 

Eq. (4): 

T𝑛(𝛥𝑛, 𝛥𝑠) =
∂Ψ

∂𝛥𝑛
= −𝛼

Γ𝑛

𝛿𝑛
(1 −

𝛥𝑛

𝛿𝑛
)

𝛼−1

[Γ𝑠 (1 −
|𝛥𝑠|

𝛿𝑠
)

𝛽

+ 〈𝜙𝑠 − 𝜙𝑛〉], 

T𝑠(𝛥𝑛, 𝛥𝑠) =
∂Ψ

∂𝛥𝑠

= −𝛽
Γ𝑠

𝛿𝑠
(1 −

|𝛥𝑠|

𝛿𝑠
)

𝛽−1

[Γ𝑛 (1 −
𝛥𝑛

𝛿𝑛
)

𝛼

+ 〈𝜙𝑛 − 𝜙𝑠〉]
𝛥𝑠

|𝛥𝑠|
, 

(5a,b) 

em que o termo 〈∙〉 é conhecido como Macaulay bracket, isto é: 

〈𝑥〉 = (𝑥 + |𝑥|)/2, (6) 

os comprimentos característicos, 𝛿𝑛 e 𝛿𝑠, são dados por: 

𝛿𝑛 =
𝛼𝜙𝑛

𝜎𝑚𝑎𝑥
, 𝛿𝑠 =

𝛽𝜙𝑠

τ𝑚𝑎𝑥
, (7) 

as constantes energeticas, Γ𝑛 e Γ𝑠, são dadas por: 

Γ𝑛 = (−𝜙𝑛)〈𝜙𝑛−𝜙𝑠〉/(𝜙𝑛−𝜙𝑠), Γ𝑠 = (−𝜙𝑠)〈𝜙𝑠−𝜙𝑛〉/(𝜙𝑠−𝜙𝑛), (8a,b) 

se 𝜙𝑛 ≠ 𝜙𝑠. Se as energias de fratura são iguais, entao Γ𝑛 e Γ𝑠 são:  

Γ𝑛 = −𝜙𝑛, Γ𝑠 = 1. (9) 

Na Fig. 2 está plotado o Potencial, Ψ, e as tensões coesivas T𝑛 e T𝑠 para o caso em que os 

parâmetros de fratura e de forma são: 𝜙𝑛 = 100 𝑁/𝑚, 𝜙𝑠 = 200 𝑁/𝑚, 𝜎𝑚𝑎𝑥 = 40 𝑀𝑃𝑎, 

𝜏𝑚𝑎𝑥 = 30 𝑀𝑃𝑎, 𝛼 = 5 e 𝛽 = 1.3. 
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Eixo Unidade 

Ψ 𝑁/𝑚 

T𝑛, T𝑠 𝑀𝑃𝑎 

𝛥𝑛, 𝛥𝑠 𝜇𝑚 
 

  

Fig. 2: Potencial e seus gradientes (tensões coesivas) para o modelo de zona coesiva extrinseco PPR. 

4  SIMULAÇÕES NUMÉRICAS 

Esta seção apresenta os resultados de simulações numéricas realizadas com o objetivo de 

verificar a abordagem do GFEM com o modelo PPR apresentado na seção anterior. O 

objetivo das simulação é avaliar a reposta de uma barra com descontinuidade, engastada na 

base e submetida a um carregamento concentrado localizado na extremidade oposta ao 

engastamento. A geometria e discretização da malha de elementos finitos utilzada nos testes é 

mostrada na Fig. 3, com 𝐿 = 1, 𝐻 = 1 e espessura 𝑏 = 1. Uma descontinuidade coesiva é 

introduzida no meio da barra quando a tensão de tração atinge a resistencia a tração ft do 

material.  
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Fig. 3: Geometria e discretização da malha de elementos finitos da barra analizada. Os quadrados 

indicam os nós enriquecidos segundo a metodologia do GFEM. 

Os parâmetros requeridos pelas leis coesivas implementadas são encontrados na Tabela 

1. O módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson adotados em todas as simulações são 

𝐸 = 33 𝐺𝑃𝑎 e 𝑣 = 0.2, respectivamente. 

Tabela 1. Parâmetros das leis do modelo PPR. 

Park–Paulino–Roesler (PPR) 

𝜎𝑚𝑎𝑥 (𝑀𝑃𝑎) 𝜏𝑚𝑎𝑥 (𝑀𝑃𝑎) 𝜙𝑛 (𝑁/𝑚𝑚) 𝜙𝑠 (𝑁/𝑚𝑚) 𝛼 𝛽 

3.0 3.0 100 100 5 5 

 

Utilizando os parametros mostrados na Tabela 1, as tensões coesivas T𝑛 e T𝑠 podem ser 

plotadas em função das aberturas normal 𝛥𝑛 e tangencia 𝛥𝑠 de trinca. O resultado são as 

superfícies mostradas na Fig. 5 que reproduzem exatamente o comportamento esperando para 

as tensções existentes na superfície da discontinuidade. 

 
 

Fig. 4: Tensões coesivas para o modelo de zona coesiva extrinseco PPR utilizando os parametros utilizados 

nas simulações numéricas. 

Com o objetivo de mostra a capacidade da implementação do GFEM com o PPR em 

estimar o corportamento de danificação, foram realizadas simulações numéricas na barra com 
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descontinuidade da Fig. 3 onde se variavam as condições de contorno aplicadas. Os ensaios 

são controlados por deslocamentos normais e tangenciais impostos na extremidade da barra, 

enquanto que a outra extremidade permanece engastada. Esses condições de carregamento 

vão desde tração uniaxial (modo I), passando por estados mistos (modo I+II) até cisalhamento 

puro (modo II). As simulaçoes consideraram o estado plano de tensão. A Fig. 5 mostra os 

resultados para a tensão nomal 𝜎𝑛 e tensão cisalhante 𝜎𝑠 na barra em função, respectivamente, 

dos deslocamentos normais e tangenciais aplicados. Através da comparação das superficies da 

Fig. 4 com as da Fig. 5 pode-se perceber a semelhança da resposta da implementação do 

GFEM com o PPR com as tensões coesivas resultados das leis que caracterizam o modelo 

PPR. 

 
 

Fig. 5: Superfície de resposta da tensão normal 𝜎𝑛 versus deslocamento normal 𝛿𝑛 e tensão de 

cisalhamento versus deslocamento tangencial 𝛿𝑠. 

Dentre os ensios realizados destacam-se três: ensaio de tensão uniaxial (teste 1), ensaio 

com deslocamento normal igual ao tangencial (teste 2) e ensaio de cisalhamento puro (teste 

3). A trinca é perpendicular à direção de carregamento normal em todos os teste, assim como 

mostrado na Fig. 3. Com isso, pode-se obter o modo I de abertura de trinca no teste 1 (Fig. 6), 

modo misto no teste 2 (Fig. 7) e modo II no teste 3 (Fig. 8). 

A Fig. 6 mostra os resultados encontrados para o teste 1. Na figura é plotada a tensão 

normal 𝜎𝑁 versus o deslocamento normal 𝛿𝑁 dos resultados numérico e analítico. Conforme 

se observa, obteve-se uma excelente concordância entre os resultados comparados, com os 

resultados numéricos situados praticamente sobre a respectiva curva analítica. 
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Fig. 6: Teste 1 (deslocamento normal). Gráfico comparativo da tensão normal 𝜎𝑁 versus deslocamento 

normal 𝛿𝑁 analítico e numérico para o modelo PPR. 

A Fig. 7 mostra os resultados encontrados para o segundo teste. Na figura é plotada a 

tensão normal 𝜎𝑁 versus o deslocamento normal 𝛿𝑁 e a tensão tangencial ou cisalhante 𝜎𝑆 

versus o deslocamento tangencial 𝛿𝑠. Conforme se observa, as curvas das simulações 

numéricas estão em concordância com as curvas analíticas para ambas as tensões, e de acorco 

com o limite máximo a que as mesmas devem atingir, isto é, a resistência a tração do material. 
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Fig. 7: Teste 2 (Deslocamento normal e tangencial). Gráficos comparativos das tensões normal 𝜎𝑁 e 

cisalhante 𝜎𝑆 versus deslocamento normal 𝛿𝑁 e tangencial 𝛿𝑆 para o modelo PPR. 

A Fig. 8 mostra os resultados encontrados para o teste 3. Na figura é plotada a tensão 

tangencial 𝜎𝑠 versus o deslocamento tangencial 𝛿𝑆. Os resutados são semelhantes àqueles 

observados para o teste 1 para a tensão normal, ou seja, a tensão tangencial aumenta até 

atingir um valor máximo (resistência à tração) e, em seguida, diminui para zero numa curva 

de amolecimento característica do modelo PPR. 
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Fig. 8: Teste 3 (deslocamento tangencial). Gráfico comparativo da tensão cisalhante 𝜎𝑆 versus 

deslocamento tangencial 𝛿𝑆 para o modelo PPR. 

5  CONCLUSÕES 

Este artigo implementou bidimensionalmente, através do método dos elementos finitos 

generalizados,  o modelos de zona coesiva PPR para estimar o comportamento de falhas em 

estruturas com diferentes modos de abertura de trinca. O modelo foi validado através da 

comparação dos resultados numéricos com resultados analíticos para o modo I de abertura de 

trinca (teste 1), modo misto (teste 2) e modo II (teste 3). A comparação mostrou que a 

estratégia do GFEM juntamente com o CZM consegue reproduzir/estimar a tensão máxima 

(resistência a tração) e o comportamento de amolecimento da estrutura, comprovando a 

eficiência e acurácia dessa estratégia em prever o comportamento de ruptura. O modelo PPR, 

cujas leis de amolecimento consideram as tensões normal e tangencial ambas em função das 

aberturas normal e tangencial, mostrou-se eficiente em todos os testes realizados, sendo 

portanto este modelo robusto e eficaz. 
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