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Resumo. Em funcdo do grande volume de concreto que constitui grandes estruturas da
engenharia, como barragens e eclusas, elas sdo passiveis de sofrerem efeitos térmicos
ocasionados pela geracéo de calor oriunda das reacdes de hidratagéo do cimento. O gradiente
térmico entre o interior e o exterior do dominio macico da estrutura provoca tensdes térmicas
susceptiveis a introduzirem fissuras e danos na estrutura. Assim, torna-se necessaria a
determinacgdo preliminar do gradiente térmico que afeta estas estruturas. Como o fendbmeno
térmico é regido pela equagdo completa do calor, faz-se necessario resolvé-la em etapas
sucessivas e progressivas e, em consequéncia, este trabalho, como uma etapa inicial de
tratamento da questdo, aborda uma placa retangular de concreto, representativa de uma faixa
bidimensional de um bloco macico 3D, submetido a diferentes condicGes de temperatura no
contorno, com uma geracgao interna constante de calor no dominio interior da estrutura. O
dominio do problema é discretizado por uma malha retangular regular e a equacéo do calor,
solucionada pelo Método das Diferencas Finitas (MDF) através de rotinas computacionais,
sendo os resultados obtidos comparados com solugfes analiticas retiradas da literatura.
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UM ESTUDO DA DISTRIBUICAO DE TEMPERATURAS NUMA PLACA DE CONCRETO COM UMA
GERACAO DE CALOR CONSTANTE NO DOMINIO

1 INTRODUCAO

Alguns problemas requerem a habilidade do estudioso em escolher artificios para
determinar uma solucdo aceitavel aos parametros reais que os descrevam. Em face dessa
necessidade, pesquisadores tém dedicado esforcos para desenvolver e implementar métodos
numéricos que venham ao encontro de solucBes satisfatorias, que sejam embasadas em
conceitos matematicos solidos e que 0s erros possam ser minorados.

Nesse contexto, destacam-se as pesquisas dos efeitos térmicos em estruturas de concreto
por meio da equacédo de calor, como os trabalhos de Coelho (2013), Vasconcelos & Pedroso
(2014), Pedroso (2011) e Martins & Pedroso (2016) do Grupo de Dinamica e Fluido-Estrutura
da UnB (GDFE).

O estudo do fluxo de calor através de modelos numéricos é um procedimento eficiente
devido as vantagens que estes modelos possuem em relacdo aos métodos experimentais. Cabe
citar o Método das Diferencas Finitas (MDF), uma ferramenta capaz de transformar um
problema de equaces diferenciais em um problema algébrico, substituindo as derivadas por
uma aproximacdo de quociente de diferencas adequada. Este quociente e os parametros podem
ser escolhidos de forma a manter uma determinada ordem do erro de truncamento.

Assim, o objetivo desse trabalho é apresentar um estudo de caso sobre a determinacdo da
distribuicdo de temperatura em uma placa de concreto. Serdo apresentadas a solucdo analitica
da equacéo de calor em regime permanente sem geracéo de calor (Equacdo de Laplace) e com
geracdo de calor constante (Equacdo de Poisson), além da solucdo numérica através do MDF
com auxilio do software MATLAB.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

A equacao geral que rege a condugéo de calor em um corpo sélido ortotréprico pode ser
dada pela expresséo Eq. (1):

L (PT T 0Ty ar 1
e toptaz)ti=r g 1)

Onde: T = temperatura (°C); k = condutividade térmica (W/m.°C); ¢ = calor especifico
(J/9.°C); p = massa especifica (Kg/m?3); g = geracéo de calor interno (W/m3).

Seré&o utilizados os estudos elaborados por Coelho & Pedroso (2011) sobre o MDF e a Eq.
(1) sera reescrita com base nos conceitos pertinentes ao MDF. Dessa forma, esse trabalho
apresentard, sobretudo, as solugdes analitica e numérica de variagdes da (Eq.1).

Se 0 corpo estad em estado estacionario e sem geracdo de calor, ou seja, ‘;—f =0e g =0,tal
equacéo e denominada Equacéo de Laplace.

E caso o corpo esteja em estado estacionario e com geracgdo de calor, ou seja, tendo somente
‘;—f = 0, a referida equacdo é denominada de equacdo de Poisson, sendo ¢ € uma constante.

Na discretizacdo elaborada considerou-se uma placa retangular no plano cartesiano e

coberta por uma malha com pontos nodais espacados A% = l'e Ay = h ocorrendo fluxo de
calor nas direcGes x e y, conforme ilustrado na Fig. (1).
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Figura 1. Diagrama de solucao do método das diferengas finitas

A Tabela 1 exibe parte de um resumo disponibilizado em Coelho (2013), que se trata da
solucdo analitica para as equacdes de Laplace e Poisson 2D numa placa retangular, em que
podem ser prescritas as condigdes de contorno de temperatura em cada um dos lados.

Tabela 1. Solugdes Analiticas da Equacédo de Laplace e Poisson 2D

Equagao Condigdes de . -
Diferencial Contorno Solucéo Analitica
T(x,y) = Z[An-sin(n':'x)~sinh(n':’y)]
VT2 =0 T(x,H) = f(x) A ZE.L.IL[,«(X)MH(M)] dx
T(Ly) =0 "L g (L) Uy L
T(x,0)=0 +oo e
VT2 + % 7(0, y) -0 T(x,y) = ; [Bn . sm( I ) - sinh(¢ - y)] |
B, = % : m . fOL [f(x) -sin (n:x)] dx, em que ¢2 = % + 22

3 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS (MDF) PARA SOLUCAO

O MDF é um artificio capaz de transformar um problema de equacdes diferenciais em um
problema algébrico, substituindo as derivadas na equagdo por uma aproximacdo de quociente
de diferencas adequada. Cabe ressaltar que € permitido que o quociente e 0s parametros sejam
escolhidos para manter uma determinada ordem do erro de truncamento.

Mostra-se, na Tabela 2, as expressdes de substituicdo das derivadas de primeira e segunda
ordens de uma fungdo T = T'(x,y, z), com 0 MDF, e de acordo com Szilard (1974) e Pedroso
(2011).

Tabela 2. Expressoes das Derivadas de 12 e 22 Ordens com o MDF (Szilard, 1974)

Eixo Derivada — 12 ordem Derivada — 12 ordem
X ar _ Tip1 —Ticq _ Tip1 —Ticq 52_T _ Tivrji— 2 Tyju+ Timaju
0x  Xjp1— Xi_q 2 Ax 0x? (Ax)?
Y ar _ Tiv1 —Tiy _ Tiv1 —Tiy aZ_T _ Tijera =2 Tiju+ Tio1j-11
9y Yir1— Vi1 2-Ay dx? (Ay)?
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Com as derivadas parciais reescritas com o MDF de acordo com a Tabela 2 e, para
simplificar a notacdo, as equacdes de Laplace e Poisson sdo apresentadas respectivamente pelas
Eq. (2) e Eq. (3) a seqguir, de uma placa retangular no plano cartesiano e coberta por uma malha
com pontos nodais espacados Ax e Ay, ocorrendo fluxo de calor em ambas as direcdes:

2 ((2—;)2 + 1) Ty; = (Tieny + Tion)) — (i—;)z (Tirj +Tiyj) =0 (2
2. ((%)Z + 1) Toj = (Tiany + Tionj) - (2—;)2 (Tiay + Tees)) + 2= 0 3)

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

O caso proposto consiste em determinar a distribuicdo interna da temperatura em uma placa
quadrada de dimensdes (a x a) em funcdo do tempo e da posicao, submetida a condicdo inicial
T(x,a) = 100 °C, e condig¢des de contorno: T(a,y) = 0,T(x,0) = 0,T(0,y) = 0, no estado
estacionario com e sem geracao interna de calor para uma funcao constante. Considera-se ainda
gue o material da placa possui condutividade térmica igual a 1,79 (w/m°C), além de um valor
de ¢ = 200W /m? para a geracdo interna do calor.

Com o auxilio de rotinas computacionais com o software MATLAB, obtém-se as
superficies exibidas na Fig. 2 para o problema com a equacéo de Laplace. O dado analitico foi
determinado com as condic¢es aplicadas as equacdes da Tabela 1, considerando-se a série com
dez termos. O MDF, por sua vez, foi aplicado com as Eq. (4) e Eq. (5) a seguir, sobre uma
malha com 210 pontos em cada borda da placa. Constata-se que o valor da diferenca de
temperatura entre as solugfes analitica e numérica no centro da placa é da ordem de 0,13% .

T, = Tiv1j+Tioa 1‘ Tije1+Tija (4)
Tiei+Tiq:+T:: T . U2
7. = Lisa +Ti—1j+Tije1+Tija + q-L (5)
& 4 4k

As superficies sdo bem semelhantes, evidenciando que o MDF fornece uma boa
aproximacdo na determinacdo da distribuicao de temperatura na referida placa, enquanto que a
solucdo analitica, mesmo com uma série de poucos termos, também reproduz de forma
satisfatoria o resultado esperado.

Temperatura Numérica com 210° Temperatura Analitica k+5 termos e malha 4

Temperatura

Largura 00

Cormprimento

Figura 2. Distribuicao do fluxo de calor numa placa em funcéo da posicao
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Situacdo semelhante é observada para o problema com a equacdo de Poisson quando a
geracdo interna de calor é uma constante. A seguir, mostra-se, na Fig. 3, a comparacao visual
dos valores da distribuicdo de temperatura entre a solucdo analitica (Tabela 1) e a solucéo
numérica (Eg. 3), considerando-se que a geracao interna de calor é de 200 W/m3. Nota-se que,
ao passo que se retira a geracao de calor constante, os graficos abaixo se tornam semelhantes.
Hé coeréncia entre os resultados numéricos e analiticos.

Temperatura Analitica

@
=]
.

@
[=]
£

Temperatura

=
1

Figura 3. Comparacao entre resultado analitico e numérico para a variacao de temperatura em funcéo da
posicéo

5 CONCLUSAO

A partir da andlise dos resultados, é possivel constatar que a difusdo de calor em placas
pode ser satisfatoriamente modelada e prevista através do Método das Diferencas Finitas, pois
os resultados foram precisos quando comparados aos analiticos. Assim, este método, para as
geometrias simples testadas, apresenta-se como uma excelente alternativa para a solucdo de
problemas relacionados a natureza térmica em estruturas de concreto massa na engenharia.
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