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Abstract. O presente trabalho aborda a analise de problemas de elasticidade 2D pelo Método
dos Elementos Finitos (MEF) com refinamento h-adaptativo utilizando o elemento triangular
linear CST (Constant Strain Triangle). Busca-se demonstrar a vantagem e eficiéncia dessa
estratégia frente ao simples refinamento uniforme da malha através de uma abordagem
simples e acessivel a comunidade académica (inclusive a nivel de graduagéo). Para tanto, um
codigo em linguagem MATLAB foi desenvolvido para divisdo progressiva da malha de
partida originada no programa GiD. Regi0es de refinamento séo escolhidas com o estimador
de erro a posteriori baseado na Média Nodal Simples (MNS) e, ao final, toda a malha é
submetida a uma suavizacédo laplaciana. A validacao e eficiéncia do método € determinada
pela comparacdo com resultados numéricos de referéncia, os quais se mostraram bastante
coerentes e satisfatorios, confirmando entdo a utilidade da metodologia adotada. Para
demonstracdo da estratégia supracitada, sdo analisados neste trabalho alguns casos de
interesse pratico, sendo eles a chapa com furo e estrutura em L.

Keywords: Método dos Elementos Finitos, Refinamento h-adaptativo, Elasticidade 2D,
Estimador de erro a posteriori, Método da Média Nodal Simples.
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Cddigo MEF para solucdo de problemas de elasticidade 2D com refinamento h-adaptativo

1 INTRODUCAO

A busca por solucdo de problemas complexos de engenharia, tem se tornado cada vez
mais frequente. Nesse aspecto podemos destacar o Método dos Elementos Finitos (MEF)
como sendo um método numérico consagrado e versatil da atualidade (KWON & BANG,
1997). Por se tratar de um método aproximado, uma preocupacao existente reside na obtencdo
de resultados com precisdo e baixo custo computacional. Para tanto, faz-se necessario 0
refinamento da malha, o que gera um aumento no ndmero de elementos e de calculos a serem
realizados, e consequente aumento no custo computacional da analise numeérica. Dessa forma,
uma otimizacdo do processo consiste em aumentar o numero de elementos do dominio de
modo inteligente, em regides mais sensiveis, de forma a garantir um equilibrio entre custo
computacional e solu¢des com precisdo desejada por meio de estimadores de erro que guiam
o refinamento para regides de interesse do modelo discreto (ZIENKIEWICZ, 2000).

Programas comerciais ja solucionam o problema de malhas adaptativas com estimadores
de erros sofisticados e geradores de malhas integrados, porém o presente trabalho possui por
objetivo o desenvolvimento de um codigo MEF de baixa complexidade para a solucdo de
problemas de elasticidade 2D com refinamento h-adaptativo. Os procedimentos, que adotam
elementos lineares, médias nodais simples e triangularizacdo Delaunay, sdo acessiveis a
alunos de graduacdo com conhecimentos basicos do MEF e permitem a solucéo de problemas
classicos de elasticidade. Exemplos de aplicacdo deste cddigo além dos ja ilustrados neste
artigo podem ser encontrados no endereco fornecido na secdo Concluséo.

2 ELASTICIDADE 2D

Segundo Logan (2007), consideremos inicialmente um elemento plano em equilibrio
sujeito a tensdes normais ox € ay, tensoes cisalhantes zxy e forcas de corpo Xp e Yy (unidades de
forca por unidade de volume), como mostra a Fig. 1. As tensdes sdo consideradas constantes
atuando na espessura de cada face, porém variam de uma face para a face oposta, assumindo-
se espessura unitaria do elemento. Somando as forcas na direcdo x e simplificando obteremos
a Eq. (1), e similarmente podemos obter a Eq. (2) para direcdo y. Ja a terceira equagdo do
equilibrio (Eg. (3)) pode ser satisfeita tomando momentos em relacdo ao ponto C da Fig. 1:

dox | OTyx _
T4 X, =0 @)
99y , Otxy —
oy T ox T =0 @)
try = Tye ©

Ainda analisando a Fig. 1 podemos determinar a deformacdo em X (&) pela aplicacdo da
Lei de Hooke a tensdo em x somada com o efeito de Poisson dado pela tensdo em y, e de
maneira semelhante podemos obter a deformacdo em y (ey). J& a deformacéo cisalhante (zxy)
pode ser dado pela Lei de Hooke adaptada a este caso utilizando o modulo de elasticidade
transversal. Utilizando-se da notacdo matricial obtemos entdo as relagcdes tensdo-deformacéo
de um material isotrépico, elastico e linear, que sdo dadas por:
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O termo que multiplica a matriz de deformac6es é conhecido como matriz constitutiva do
material ([D]), que foi particularizada para o estado plano de tensoes.

y
o,+(dc /dy)dy y.v
Tyx+(0Tyx/dy)dy I
Yo
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Figura 1: Equacdes de equilibrio e Figura 2: Elemento CST. Cook (1995).

compatibilidade. Logan (2007).
3 DEDUC;AO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO CST
Segundo Cook (1995), podemos observar a derivacdo de uma expressao para energia de

deformacdo por unidade de volume de um material linear (Uo) em diversas bibliografias a
respeito de mecénica dos materiais, expressao essa dada por:

Uy =5 []"[D][e] ()

N |-

Onde [D] é a matriz constitutiva do material elastico linear adotado e as deformacdes [¢]
podem ser expressas em funcdo dos deslocamentos pela relacéo a seguir:

_ul_

€ ¢!
x L Y2—UY3 0 V3—W1 0 YVi—Y2 0 U,
€y =—| 0 X3 — X, 0 X; — X3 0 X2 = X1 [y,
2

yxy X3 =Xz Y2—Y3 X1—X3 Y3—YV1 Xa— X1 Y1— D)2 Us

V5]

ou [e] = [B][d] (6)

Onde x1, X2, X3 € Y1, Y2, Y3 s@0 as coordenadas dos nos do elemento triangular indicado na
Fig. 2. Integrando ao longo do volume de um elemento a Eq. (5) e substituindo a Eg. (6) na

Eq. (5):

U =-d"(J,[BI"[D][B]aV)[d] Y
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Cddigo MEF para solucdo de problemas de elasticidade 2D com refinamento h-adaptativo

Da expressao da Eq. (7) podemos identificar a matriz de rigidez como:

k = [ [B]"[D][B]aV 8

Particularizando a Eqg. (8) para o elemento CST, temos que as matrizes [B] e [D]
dependem apenas das coordenadas nodais e das propriedades do material, logo podem sair do
integrando, e além disso temos que dV=tdA, onde t é a espessura constante do elemento,
considerada nesse trabalho como unitéria, e A é a &rea do elemento triangular. Dessa forma, a
Eqg. (8) pode ser simplificada para a forma abaixo:

k = [B]"[D][B]tA ©)
4 REFINAMENTO ADAPTATIVO

Os resultados de uma andlise em Elementos Finitos devem convergir para a solucéo exata
uma vez que a malha é repetidamente refinada (COOK, 1995). No entanto, uma forma mais
eficiente consiste no uso do refinamento adaptativo, no qual o analista tem por objetivo
refinar a malha para obter a precisdo necessaria usando apenas a quantidade de graus de
liberdade necessarios. O objetivo final do método é obter igual distribuicdo de um indicador
de erro em todos os elementos (LOGAN, 2007). O tipo de refinamento adotado na proposta
atual é o h-adaptativo, que consiste no incremento progressivo do nimero de elementos de
regibes mais sensiveis, preservando a ordem das funcGes de interpolacdo. Para identificacéo
das regibes onde se faz necessario o refinamento utilizaremos um estimador de erro a
posteriori, que se baseia na prépria solugdo numérica para geracdo de uma melhor estimativa
dos campos de deslocamentos, tensdes ou deformacdes, os quais sdo conhecidos na literatura
como valores recuperados e sdo utilizados para guiar o processo adaptativo.

O erro serd medido através da norma de energia, o qual se fundamenta na diferenca entre
o valor de tensdo calculado pelo MEF (&) e o valor exato obtido analiticamente. Uma vez que
ndo possuimos os valores exatos, podemos, no entanto, obter os valores melhorados (ou
suavizados) de tensdes (o*), 0s quais tem uma convergéncia muito superior ao calculado na
solucdo por elementos finitos. A partir de entdo podemos obter o estimador de erro em norma
de energia por:

1
llell = [fﬂ(a* —8)TDY(o* — 6)da]’ (10)
A qualidade de um estimador de erro € entdo medida pelo indice de efetividade, dado por:

g = lel (11)

llell

Onde ||e|| € a norma de energia do dominio e ||e]| € o erro exato do dominio. Porém, para
situacOes onde ndo se conhece a solucdo exata pode-se substituir pelo obtido com uma malha
bem refinada, e é dessa forma que abordaremos no presente trabalho (SILVA, 2014). Um
bom estimador de erro deve ter seu indice de efetividade tendendo a um a medida que a malha
é refinada (ZIENKIEWICZ, 2000).
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Para descrever o comportamento dos problemas os quais analisaremos, definimos o erro
relativo percentual da norma de energia como:

n =2l 100% (12)

[l

Onde ||u|| representa uma medida da energia total acumulada no dominio sendo calculada
por:
1
2

lull = [[,[e]"[D][e]de] (13)

4.1 Método da Média Nodal Simples

O método consiste inicialmente da obtencdo do gradiente da solugdo, digamos tensoes,
através do célculo da média das tensbes que chegam em cada n6. Em um né compartilhado
por Nel elementos existem, em geral, Nel diferentes valores de tens6es, sendo a média nodal
dada por:

1
Om = — Nel(op); (14)

Onde (oi); é 0 vetor de tensdes obtido via MEF para o i-ésimo n6 do j-ésimo elemento.

Um campo suavizado pode ser construido a partir da média nodal das tensdes dos nos
utilizando as fungdes de forma [N]. Sendo assim, o campo de tensdes suavizadas num
elemento pode ser dado por:

o* = [Nl]o, (15)

Onde o* é 0 vetor de tensbes suavizadas do elemento e om é 0 vetor nodal das tensdes
recuperadas obtida através da Eq. (14) para o elemento em andlise. Aplicando entdo o
conceito de norma de energia a nivel do elemento é possivel computar o erro neste elemento
(COOK, 2002).

No entanto, para este trabalho, assumimos o campo de tensdes suavizada num elemento
como sendo a média dos valores das tensdes recuperadas nos nds, ou seja:

Essa estratégia foi adotada para fins de simplificacdo do método sem implicar na perda de
eficiéncia do mesmo, ja que o elemento ¢€ linear.

4.2  Critério de refinamento do processo adaptativo.
O critério estabelecido para o refinamento a nivel global é a busca por uma malha em que

0 erro relativo percentual em norma de energia esteja abaixo de um limite especificado 7,
expresso da seguinte maneira:

n<n (17
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Para se atingir uma malha otimizada, no entanto, é necessario que o erro em norma de
energia esteja distribuido igualmente por todos os elementos, o que é chamado de
equidistribuicdo do erro. A partir desse conceito é possivel podemos estabelecer que o erro
maximo admissivel num elemento qualquer k deve ser:

1
|u||2+||e||2

lell, < 7(elyz = ¢ (18)

Onde ||e||x é o erro para um elemento k calculado pelo estimador de erro, e, € 0 erro
maximo admissivel para um elemento qualquer k, ||0]| é a energia aproximada do dominio
calculado pela Eqg. (13) utilizando o estimador de erro, ||e|| pode ser considerado o erro em
norma de energia calculado no dominio também pelo estimador de erro da Eq. (16) e n é o
namero de elementos. Sendo assim, os elementos no qual a condigdo estabelecida pela Eq.
(18) ndo é atendida devem entéo ser refinados (ZIENKIEWICZ, 2000).

5 PROCEDIMENTO E ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Foi desenvolvido um codigo em MATLAB para anéalise de problemas de elasticidade 2D
usando o Método dos Elementos Finitos com o elemento CST (Constant Strain Triangle). O
tipo de elemento adotado se deu em razdo da simplicidade de célculo do mesmo, alem da
facilidade em se gerar novas triangularizacdes uma vez que possui nds apenas nos vértices e
permite o refinamento por meio de rotinas Delaunay nativas do MATLAB. A malha inicial
para analise sera obtida através do gerador de malha GiD, no qual, apds a geracdo da malha,
exporta-se um arquivo texto com o vetor de coordenadas de todos os nds da malha e as
conectividades, ou seja, quais nds compdem cada elemento triangular. Juntamente com esses
vetores, serd requerido do usuario ou analista que se entre com dados relativos a forcas
aplicadas e condigcdes de apoio. As forcas sdo todas descritas como uniformemente
distribuidas, seja ao longo da estrutura (maneira convencional), ou transversalmente no lugar
de uma forgca concentrada, para evitar a formacgdo de singularidades e tensdes infinitas
préximas a essas forgas. Os apoios podem ser de primeiro género, segundo género ou engaste.
Por ultimo sdo pedidas as caracteristicas do material, sendo eles 0 médulo de elasticidade e
coeficiente de Poisson.

Apobs a insercdo dos dados iniciais sucede-se o processo de analise pelo Método dos
Elementos Finitos seguido do refinamento h-adaptativo da malha inicial. O campo de tensbes
é determinado pelo Método das Médias Nodais Simples (Eq. (16)), e de posse desses
resultados calcula-se o erro em norma de energia de cada elemento de acordo com a Eq. (10).
A cada iteracdo a decisdo quanto a refinar ou ndo determinado elemento surge com o erro da
norma de energia elementar maximo admissivel, calculado para cada elemento segundo um
critério de equidistribuicdo de erro segundo a Eq. (18), no qual um elemento ao ter seu erro
em norma de energia acima do admissivel é selecionado para o refinamento. O processo de
refinamento adotado € conhecido por “Red-Green” (BANK & SHERMAN, 1981) (Fig. 3): ao
ser selecionado para o refinamento, um elemento recebe um novo né no ponto médio de cada
aresta; seus elementos vizinhos passam a ter um hanging node em uma de suas arestas; caso
esse elemento receba um novo hanging node de um outro elemento vizinho e passe a ter dois
hanging nodes sem que seja selecionado para refinamento pelo critério do erro em norma de
energia, ele passa a ser selecionado para refinamento por conta dos dois hanging nodes que
possui, e a partir da criacdo de todos os novos nos a nova malha refinada € gerada pelo
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processo de triangularizacdo Delaunay do proprio MATLAB, ou seja, ndo é feito uso de
nenhum gerador de malha externo ao proprio codigo aqui desenvolvido. Uma vez gerada a
nova malha, ela passa por um processo de suavizacao laplaciana, um procedimento simples de
movimentacdo dos nos a fim de que eles se localizem no centroide dos demais nos aos quais
esta ligado e garanta assim uma melhor qualidade da malha, evitando distor¢fes na forma dos
elementos, 0 que geraria erros maiores.

-»‘-».-».

Vermelho Vermelho Verdes com Vermelho Verde se
Selecionado Refinado hanging nodes Refinado torna Vermelho

\ el

Figura 3: Refinamento “Red-Green”.

7

O processo de refinamento € interrompido quando se atinge um valor abaixo do
estabelecido em erro relativo percentual da norma de energia méximo admissivel para o
dominio (Eq. (17)), no qual o erro da norma de energia é dado pela soma da contribuicdo do
erro de todos os elementos, e posteriormente € utilizada a expressdo da Eq. (12) para célculo
do erro relativo percentual em norma de energia do dominio, onde ||u|| foi calculado de
acordo com a Eq. (13) aproximado pelos valores de deformacéo calculados pelo modelo
discreto. O erro relativo percentual em norma de energia maximo admissivel deve ser
determinado e ajustado pelo usuario ou analista de acordo com suas necessidades de precisdo
dos resultados a serem obtidos. Os erros em norma de energia de cada elemento sdo somados
para obter-se um erro global do dominio a cada iteragéo.

Por fim é realizado o pds-processamento com a plotagem da malha final e das curvas
de isovalores de tensdes, deformacgdes ou deslocamentos de acordo com a necessidade do
usuario ou analista.

Aquisi¢ao de dados
(malha, material,
geometria, forgas,
restrigdes)

Tensoes

Aplicagdo do MEF Tensoes
(deslocamentos, médias nodais suavizadas
tensdes, deformagdes) 7., (MNS) o* (MNS)

Erro relativo Norma de
percentual da energia do erro

norma de llell
energian (elementar e

do dominio)

Refinamento Necessidade de
e Suavizacdo refinamento

Equidistribuicdo do Pés-processamento (plotagem
erro ([lellx < €,) de malha final, tensdes,
deformagdes e deslocamentos)

Figura 4: Estrutura do codigo.
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Um cddigo auxiliar para refinamento uniforme da malha foi desenvolvido
paralelamente como ferramenta de verificacdo e validagdo dos resultados obtidos com o
refinamento h-adaptativo. Nesse codigo, a cada iteracdo, o erro dos elementos também é
medido em norma de energia e sdo somados para obter-se 0 erro global do dominio e é
também computado o erro relativo percentual em energia do dominio de acordo com as
mesmas equacOes usadas no refinamento adaptativo, interrompendo o processo de
refinamento quando esse erro fica abaixo de um maximo admissivel estabelecido pelo
usuario. Posteriormente é realizado uma comparacdo dos erros relativos percentuais em
energia do dominio das malhas refinadas globalmente e adaptativamente para a avaliacdo da
eficiéncia do método. A estrutura do cddigo adaptativo é ilustrada no fluxograma da Fig. 4.

6 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo analisaremos dois casos de interesse pratico para exemplificacdo do
funcionamento do cddigo desenvolvido. Para ambos os casos utilizaremos como material o
aco com mddulo de elasticidade de 210GPa e coeficiente de Poisson de 0,3. As malhas
iniciais dos problemas gerados com o GiD sdo mostradas na Fig. 5.

(a) Chapa com furo. (b) Estruturaem L
Figura 5: Malhas iniciais geradas com o GiD.
6.1 Problema 1: Chapa com furo

O primeiro caso a analisarmos consiste numa chapa com furo circular. Para reducéo de
esforcos computacionais, nos utilizamos da simetria do problema e analisamos um quarto da
placa com um quarto de circulo de furo, que possui 4m de comprimento, 2m de altura e um
quarto de circulo de 1m de raio como furo. A forca foi aplicada de maneira uniformemente
distribuida na face lateral esquerda com um valor de 1kN/m na forma de tracdo da chapa. Os
apoios para garantirem a simetria do problema foram de primeiro género aplicados tanto na
face inferior da chapa, restringindo o movimento em y, quanto na face direita, restringindo o
movimento em X. A malha inicial do problema estd apresentada na Fig. 5a e na Fig. 6 esta
apresentado a evolucdo das malhas. O refinamento foi realizado tomando como critério de
parada o erro relativo percentual em energia maximo de 4% (7=4%).

Para melhor analise dos resultados sdo mostrados na Fig. 7a um grafico com o erro em
norma de energia versus o numero de elementos para os casos adaptativo e uniforme,
mostrando que no caso adaptativo esses erros sd0 menores para um mesmo ndmero de
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elementos e, equivalentemente, para se atingir um mesmo valor de erro é necessario menos
elementos no refinamento adaptativo, comprovando assim a sua eficiéncia. Na Fig. 7b é feito
um comparativo entre os valores de tensdes Von Mises para os dois casos para uma se¢do ao
longo do eixo x tomada na altura de 1m no eixo y (como indicado na Fig. 8b), mostrando a
grande semelhanca entre os resultados obtidos, validando assim a nossa analise. O indice de
efetividade obtido para este caso foi de 1,25. Na Fig. 8a apresentamos a malha final gerada
pelo codigo através do refinamento adaptativo proposto e na Fig. 8b mostramos a distribuicao
de tensbes Von Mises.

Malha 1 Malha 2

Figura 6: Evolugdo das malhas.

‘Nt’xmero de Elementos x Erro‘ ‘Tenséo Von Mises x Comprimento x
0,1 5 4000 —
] Adaptativo = ] — Adaptativo
] — v ‘
‘ e Uniforme &3000 — —niforme
—~ 0,01 4 @
8 ut 8 7
w ] = 2000 —
> i S
5] > i
= 0,001 o S
] £ 1000 —
E -
0,0001 T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ O ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1000 2000 3000 4000 5000 0 1 2 3 4 5
Numero de Elementos Comprimento x (m)
(a) (b)

Figura 7: a) Numero de elementos x Erro; b) Tensdo Von Mises x Comprimento X.

(@) (b)

Figura 8: a) Malha Final; b) Distribuicdo de Tensdes Von Mises.
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6.2 Problema 2: Estruturaem L

Seguindo o mesmo procedimento de analise utilizado para o caso anterior, analisamos
uma estrutura em L, possuindo 4m de altura e 4m de comprimento, com a espessura do L
sendo de 2m. Na face esquerda ha uma forca distribuida de 1kN/m aplicada para a direita. Na
face direita h& apoios de primeiro género em toda a face com restricdo de movimento em X e
na face superior também ha apoios de primeiro género em toda a face, porém com restri¢do de
movimento em y. A malha inicial do problema estd mostrada na Fig. 5b e na Fig. 9 esta
apresentada a evolucdo das malhas. O refinamento foi realizado tomando como critério de
parada o erro relativo percentual em energia maximo de 9% (7=9%).

Na Fig. 10a tracamos o grafico do erro em norma de energia versus o numero de
elementos, mostrando semelhantemente ao caso anterior a vantagem do refinamento
adaptativo, e na Fig. 10b apresentamos o0 comparativo entre tensées Von Mises numa sec¢ao ao
longo do eixo y tomada na posicdo x de 1,5m da esquerda para direita para 0S casos
adaptativo e uniforme (como indicado na Fig. 11b), mostrando a grande semelhanca entre os
resultados obtidos e a validade da analise. O indice de efetividade obtido para este caso foi de
1,11.

Malha 1 Malha 2 Malha 3

Figura 9: Evolugdo das malhas
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Figura 10: a) Numero de elementos x Erro; b) Tensdo Von Mises x Altura y.
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Na Fig. 11a apresentamos a malha final gerada pelo codigo através do refinamento
adaptativo proposto e na Fig. 11b mostramos a distribuicédo de tensées Von Mises.
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Figura 11: a) Malha Final; b) Distribuicéo de tenses Von Mises.

7 CONCLUSAO

Apds a andlise dos exemplos numeéricos apresentados, podemos concluir que a estratégia
adotada é eficiente e coerente com os resultados do refinamento uniforme da malha. Eficiente
por gerar malhas, as quais podemos considerar de boa qualidade dentro das limitacbes
inerentes ao cddigo, com grande economia de elementos, a exemplo da estrutura em L que
utilizou apenas 38% dos elementos necessarios no refinamento uniforme, e coerente por
apresentar tensdes praticamente idénticas com a analise uniforme.

Além disso, demonstramos que uma estratégia eficiente de analise numérica de estruturas
pode ser desenvolvida com bastante simplicidade, de modo a tornar acessivel a grande parte
da comunidade académica o desenvolvimento de ferramentas semelhantes, uma vez que toda
a programacao foi realizada em MATLAB, sem auxilio de geradores de malha (a exce¢do do
gerador da malha inicial, GiD) e se apropriando de uma estratégia de pouca complexidade
para se estimar erro (Método da Média Nodal Simples), que neste trabalho ainda contou com
uma simplificacdo (Eg. (16)), tudo isso utilizando o mais simples dos tipos de elementos, o
elemento CST, que em alguns casos implica em erros maiores que o esperado, como descrito
pelos indices de efetividade um pouco elevados dos exemplos analisados, porém com
fornecimento de resultados satisfatorios para o nivel de precisao adotado.

Para exemplos adicionais da aplicacdo do codigo o seguinte link pode ser acessado:
https://goo.gl/DJQEESG.
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