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Resumo. Diversos problemas de engenharia sdo regidos por equagdes diferenciais ou
sistemas de equacOes diferenciais que sdo matematicamente equivalentes. Alguns desses
problemas estdo relacionados com a radiacdo acustica de fontes sonora, cuja modelagem é
de fundamental importancia para compreender a propagacdo das ondas acusticas e,
consequentemente, desenvolver mecanismos para reducdo de ruidos acusticos. A solucao
analitica destes problemas é dificil ou impossivel de ser obtida, requerendo em geral que seja
realizada sua modelagem matematica com o0 objetivo de se encontrar uma solucéo
aproximada, que pode ser obtida por alguma técnica de discretizacdo como o método dos
elementos de contorno ou o método dos elementos finitos, entre outros. O método dos
elementos de contorno é uma das principais técnicas numéricas utilizadas para se encontrar
a solucéo aproximada de equagdes diferenciais, e possui a vantagem de ser aplicado a
dominios infinitos ou semi-infinitos. Neste trabalho sera apresentada um estudo da solucéo
analitica da equacdo de onda, para um caso especifico de fonte sonora e sua solucédo
numeérica a partir do método dos elementos de contorno.
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Contorno

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



SIMULACAO DA PROPAGACAO ACUSTICA A PARTIR DO METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO

INTRODUCAO

Diversas atividades realizadas no dia a dia, sejam elas produtivas, de transporte ou de
lazer, sdo fontes causadoras de “barulho”. Durante anos, conviver com o ruido, ou “barulho”
foi um fato comum para a populagéo de grandes centros urbanos, quando ainda néo existiam
legislacBes que regulamentavam as atividades que eram geradoras de poluigéo sonora.

A propagacdo do som no ar livre € normalmente estudada em termos de trés
componentes: a fonte sonora, a trajetdria de transmissao e o receptor. Primeiramente, a fonte
emite uma certa poténcia sonora, gerando um nivel sonoro que pode ser medido nas
proximidades da fonte. A partir dai o nivel sonoro é atenuado a medida que 0 som se propaga,
entre a fonte e o receptor, ao longo de determinada trajetoria.

A modelagem da radiagdo acustica é de fundamental importancia para se compreender a
propagacdo das ondas acusticas e, consequentemente, desenvolver mecanismos para
atenuacdo de ruidos acusticos. Para estimativas de niveis de pressdo sonora, & preciso
conhecer os niveis de poténcia sonora das fontes em questdo. E este o caso, por exemplo,
quando se deseja determinar o nivel de pressdo sonora gerado pelo maquinario de um
ambiente industrial e o nivel de pressdo sonora devido ao trafego de uma rodovia, entre
outros.

A distribuicdo de pressdao em um fluido sujeita a uma fonte de vibracdo é dada pela
equacdo de Helmholtz. A deducdo desta equacdo comeca pelas equacdes que governam 0S
fluidos, considerando algumas restricdes.

Uma das alternativas para se realizar o estudo da propagacdo sonora € utilizar o MEC -
Método dos Elementos de Contorno, que é uma ferramenta poderosa na solucdo de problemas
de valores de contorno. Sua utilizacdo se torna necessaria quando os problemas analisados
alcancam um nivel de complexidade que dificulta a obtencéo da solucdo analitica.

Atualmente, o Método dos Elementos de Contorno ¢ um dos métodos mais avangados e
utilizados especialmente quando se trata de problemas considerando meios infinitos e semi-
infinitos. Uma das grandes vantagens desse método € que ele permite a reducdo da dimensao
do problema, reduzindo o nimero de equacdes utilizadas, permitindo a analise da solucéo
apenas no contorno da regido modelada, sem necessidade de se analisar todo o seu dominio.

Este trabalho apresenta uma modelagem e simulacdo da propagacdo acustica a partir do
Método dos Elementos de Contorno.

1 PROPAGACAO SONORA

Sera apresentada uma breve descricdo das equacbes que governam a propagacao da onda
acustica.

1.1 Equacéo de Onda
A equacdo que governa o fenbmeno da radiagdo acuUstica é encontrada através as
equac0es de estado, de conservacao da massa, e da conservacdo da quantidade de movimento.

Para meios fluidos, a equacdo de estado relaciona grandezas fisicas que descrevem o
comportamento termodinamico do fluido.
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pop=plp) (1)
Po

em que P é a pressdo instantanea em um ponto, P, é a presséo de equilibrio no fluido, g é o
modulo adiabatico (coeficiente de expansdo térmica do fluido), p € a densidade instantanea
em um ponto e p, € a densidade de equilibrio do fluido.

Podemos definir a condensagdo s em um ponto como sendo a variacdo da densidade de

equilibrio s = PP e com isso, reescrever a Equacdo (1) em termos da pressao acustica p e

Po
da condensacéo s .

p=ps, )

P~ Po
Po

emque p=P —P,éapressdo acusticae S = é condensacdo em um ponto.

A restricdo essencial é que a condensacao s deve ser muito pequena, |s| <<1, Kinsler et
al., (2000).

Para relacionar o movimento do fluido com sua compressdo ou expansdo, precisamos de

uma funcdo que relacione a velocidade U da particula do fluido com sua densidade
instantanea o .

Considera-se um elemento infinitesimal de volume de fluido, fixo no espaco. A equacao
de continuidade relaciona a taxa de crescimento de massa nesse elemento de volume com o
fluxo de massa através da superficie fechada que envolve esse volume. Uma vez que o fluxo
deve ser igual a taxa de crescimento, obtém-se a equacao de continuidade.

oS
—+Viu=0
ot 3)

A equacdo de movimento relaciona a pressdo aclstica p com a velocidade U
instantdnea de particula, para um fluido adiabatico e ndo viscoso, isto €, os efeitos da
viscosidade! do fluido sdo desprezados. Dessa maneira encontra-se a equacdo de Euler
(equacdo de forca) para fendmenos acusticos de pequena amplitude.

1 Grau de adesdo entre as moléculas de fluido.
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ou
HM__y 4
Lo ot p (4)

A partir das equacOes anteriores, obtém-se a equacdo de onda linearizada, expressa em
termos do potencial de velocidade de onda acustica:

2y 10°¢
v ¢_c2 ot? ®)

em que V2 ¢é o operador Laplaciano, U =V¢é a velocidade da particula expressa como o

14

gradiente de uma fungdo escalar ¢, denominada potencial de velocidade e c=_|— € a
Yo

velocidade de propagacédo da onda acustica no meio.

A partir da equacdo de onda linearizada, encontra-se a Equacdo de Helmholtz
independente do tempo para um meio sem perdas, expressa em termos de potencial de
velocidade de onda acustica:

vZg,(r)+ k2, F)=0 ®)

onde ¢, representa a parte espacial do potencial de velocidade, « representa a frequéncia
N 2 2rx . .

angular da vibragdo e k = ~ = 77[ é denominado nimero de onda.

1.2 Solucéo Analitica
Utilizando-se o método de separacao de varidveis, obtém-se a parte espacial da solucdo
da Equacdo de Helmholtz, dada pela Equacéo (6):

_ Vo HP(kr)
v )= oy

\%
QD

()

onde H®(u) & H{®(u) sdo as funcdes de Hankel do 22 especie e ordem O e 1, respectivamente,
também conhecidas como funcdes de Bessel do 32 espécie, k é o nimero de onda, a € o raio
do cilindro, r é a direcdo radial do potencial de velocidade.

A solugdo, dada pela Equagdo (7) € aplicada para o caso especial de radiacdo uniforme,
isto e, a superficie da fonte de sonora esta vibrando uniformemente na dire¢éo radial com uma
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amplitude de Vo metros por segundo, numa frequéncia de f hertz. Este caso é também
conhecido como modo monopolo de vibracdo, Ziomec (1995).

1.3 Método dos Elementos de Contorno (MEC)

Diversos problemas encontrados no dia a dia sdo frequentemente descritos por leis
fisicas, as quais sdo comumente expressas por equacdes diferenciais parciais. Em muitos
casos, uma representacdo matematica alternativa e equivalente do problema é encontrada em
termos de equacdes integrais de contorno. Atualmente, os métodos de modelagem matemaética
baseados em equacOes integrais de contorno podem usados para a simulacdo de muitos
problemas préticos de engenharia. Uma das técnicas numéricas mais utilizada para se obter a
solucéo de equac0es integrais de contorno € o Método de Elementos de Contorno.

A reducdo das dimensfes do problema analisado constitui uma das razdes pela qual o
Método de Elementos de Contorno é tdo atrativo: em problemas bidimensionais, apenas o
contorno unidimensional do dominio necessita ser discretizado em elementos; em problemas
tridimensionais, apenas as superficies do contorno necessitam ser discretizadas.

Uma peculiaridade do Método de Elementos de Contorno é que ele prové um modelo
continuo do dominio, uma vez que nenhuma discretizacdo do mesmo € requerida. Isso conduz
a uma 6tima resolucdo dos parametros incognitos no dominio do problema. As solugdes nos
pontos internos sdo calculadas ap6s as incognitas de contorno terem sido calculadas, de
maneira semelhante a um pos-processamento. A densidade, distribui¢do e localizagdo dos
pontos internos ndo interferem na malha de contorno, tampouco nos valores das incognitas de
contorno.

Outra caracteristica do Método de Elementos de Contorno é a satisfacdo automatica de
condigdes de contorno para dominios infinitos e semi-infinitos, o que elimina a necessidade
de discretizacdo numérica em contornos remotos.

1.4  Equacéo Integral de Contorno

A equacdo diferencial classica, Equacdo de Helmholtz, que descreve o problema de
radiacdo acustica de uma fonte sonora infinita pulsante, no formato de um cilindro, foi
determinada nos topicos anteriores. Para encontrar a Equacdo Integral no contorno, a partir da
Equacdo de Helmholtz, considera-se um corpo bidimensional B imerso em um dominio
infinito 2, como o representado na Figura 1 abaixo.

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



SIMULACAO DA PROPAGACAO ACUSTICA A PARTIR DO METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO

~ -~ l'*m
// \\
// b
\
/ B \
/ \
If :
. ; |
\ T T ]
\ /
\ Q /
N\ /
N 7
~ '

-

Figura 1. Representagdo do dominio e do contorno

A solucdo da Equacéo (6) que descreve o problema analisado, sujeito a condicédo de
contorno

0
a—f =1 (condicio de Neumann) ©

¢ dada pela equacéo integral de contorno

09 41 4 4 4) =
lu — dr “an dr—¢(F)=0. 9)

A equacdo acima foi obtida para pontos de colocacdo ' pertencentes ao dominio, onde

U'ga solucao fundamental, representada pela funcdo de Green. Esta solucao € apresentada
para o corpo bidimensional, Ciskowski et al. (1991), como:

u =y H:(kR) (10)
e sua derivada e dada por

. o ik 1, OR
= =—"HYkR)=— 11
on 4 i )an (11)

onde R € a distancia entre o ponto r e o ponto de aplicacdo r' no dominio Q.
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1.5 Discretizacdo das variaveis

Para a discretizagdo das variaveis fisicas e geométricas do problema utilizando-se
elementos constantes, o contorno é discretizado em N elementos. Assume-se uma distribuicdo

*

...« _Ou - .
constante das variaveis u e Y ao longo dos elementos em que o contorno foi discretizado.
n

Assim, da Equacdo (9) pode-se escrever

%, I(F) (12)

14 (r')+i¢j (r')jm df(F):i— u"(7,F) dT(F

As integrais '[aaidl“ e Iu*dr sdo chamadas de coeficientes de influéncia, pois
r n T,

] ]

relacionam a influéncia da solu¢do no ponto P, quando a solu¢do fundamental € integrada
sobre o elemento Q. Renomeando as integrais, tem-se

G, = fudr (13)
T
e
A, = [Xar (14)
n
T.

]

onde i representa o ponto de colocagéo e j 0 elemento em consideracdo a ser integrado. Assim
a Eq.(12) pode ser escrita da seguinte maneira

N N Do
%¢j (rl)+;¢jHij = J_Z_;%Gu (15)

Denominando Hij por

H,  parai= |
VI B (16)

" |H; 5 parai= j
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pois ¢(F') é zero para os elementos que ndo contém a singularidade e um para os que
contém. Assim, chega-se a seguinte equagao

i=L

2. 4H; =ZGijqj (7)

em que o _ q =1 (condigéo de Neumann) conforme definido anteriormente. No caso mais
on

*

Lo ou . ~ . x
geral, as variaveis u e e séo aproximadas por funcdes de interpolagdo da forma
n

#Q)=3 4N, Q) (18)

onde E representa o grau da funcdo interpoladora. Assume-se que a posi¢do do no i também
varia de 1 a N. Assim, a solucdo fundamental é aplicada em cada nd, o que possibilita
verificar a influéncia de todos os outros elementos no n6 da singularidade e dele nele mesmo,
obtendo-se um sistema de equacBes expresso na forma matricial, para cada ponto do
contorno, como segue

H¢ =Gq (19)

em que H e G sdo duas matrizes N x N, e 5 e ¢ séo vetores de comprimento N.

Inserindo-se todos os elementos das matrizes H e G correspondentes as condi¢cfes de
contorno desconhecidas do lado esquerdo e aqueles correspondentes as condi¢des de contorno
conhecidas do lado direito, e multiplicando as matrizes do lado direito, forma-se o seguinte
sistema de equacdes:

Ay =b (20)

em que Y € o vetor dos valores de contorno desconhecidos de 4 e . O vetor b é encontrado
multiplicando as colunas correspondentes de H ou de G pelos valores conhecidos de 4 € G. E

interessante notar que as variaveis podem ser uma mistura dos potenciais e suas derivadas.
Apos a resolugdo no contorno € possivel calcular qualquer valor interno do potencial ou de
sua derivada.
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1.6 Resultados da Simulacdo Numérica

A partir da formulacdo numerica apresentada, foi realizada uma implementacéo a partir
do software MATLAB e os resultados obtidos foram comparados com os resultados
numericos obtidos Papini (1999).

Tabela 1. Comparacéo de resultados numéricos

Frequéncia Numérico Numérico Erro absoluto Erro relativo
(Hz) Papini (Implementada)
62,5 0,770955817 0,771765586 -0.000809769 -0.001050344
125 0,419302101 0,425843833 -0.006541732 -0.015601477
250 0,215899747 0,216669203 -0.000769456 -0.00356395
500 0,108885018 0,107506492 0001378526 0012660383

Resultado Numérico
—=— Numérico Papini — — Numérico (Implementado)
0,9

0,8 ,

07 AN

0.6 AN

0,5 \\

0,4 B

0,3 \

0,2

0,1 \n
62,5 125 250 500

Freqiéncia (Hz)

Moédulo do Potencial de Velocidade (m/s)

Figure 2. Resultado da Simulagdo Numérica

Os resultados numéricos apresentados sdo satisfatérios quando comparados com 0s
valores obtidos por Papini (1999) e o erro absoluto apresentado deve-se ao fato do tratamento
da singularidade encontrada na solucgéo da diagonal da matriz G do sistema linear.
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1.7 Concluséao

A formulacdo analitica do problema de radiacdo acUstica de um cilindro infinito
pulsante foi realizada neste trabalho, onde foi obtida a solucdo para o caso em que a superficie
do cilindro esta vibrando uniformemente na direcdo radial com uma amplitude de Vo metros
por segundo, numa frequéncia de f hertz. A solucdo analitica foi implementada e comparada
com os valores encontrados por Papini (1999), onde se observou que os resultados foram
bastante satisfatorios.

Foi realizado o estudo da formulagdo numérica do mesmo problema, através do Método
dos Elementos de Contorno (MEC). A formulacdo direta do MEC escolhida para a solucdo da
Equacdo de Helmholtz, utilizando elementos de contorno lineares. Nessa formulagdo do
MEC, foi obtida a equacdo integral de contorno para a equacao que descreve o problema da
radiacdo acustica de um cilindro infinito pulsante. O desenvolvimento matematico das
integrais de contorno, através do MEC, as vezes, ndo € tdo facil. As dificuldades estdo
relacionadas com as solucdes fundamentais requeridas nessa formulagdo que envolvem as
Funcdes de Hankel e Bessel.

A solucdo numérica, através do método direto do MEC foi obtida satisfatoriamente, se
comparada com a literatura. O erro apresentado foi pequeno, comparado com a literatura, e
deve-se ao fato do tratamento da singularidade apresentada pela funcdo de Hankel. Um
melhor tratamento desta singularidade fica apresentado como sugestdo para trabalhos futuros.
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