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Resumo. Este trabalho tem por objetivo analisar o comportamento geometricamente exato de
estruturas de cabo espacial, via método dos elementos finitos, considerando a implementacao
da configuracdo inicial do cabo catenaria. Para isso, foi feito o estudo de uma formulacdo
geometricamente exata considerando-se as ndo linearidades, geométrica e do material, e 0
efeito da variacdo uniforme da temperatura. Na formulacdo numérica tridimensional para a
analise estatica de estruturas de cabos foi considerada uma rigorosa formulacdo Lagrangiana
atualizada, que utiliza a técnica corrotacional para a deduc¢do consistente da matriz de rigidez
tangente do elemento de cabo. Nesse estudo o campo de deformagéo do elemento considera
aléem do efeito das forcas axiais a varia¢do uniforme da temperatura. Finalmente, apresenta-
se exemplo da literatura onde os resultados obtidos pelo programa desenvolvido considerando-
se a formulacé@o apresentada, sdo comparados com resultados obtidos por diversos autores,
visando demonstrar a eficiéncia e precisdo da formulacéo.

Palavra-chave: Comportamento geometricamente exato, Estruturas de cabos espaciais, Cabo
Catenaria, Efeito da temperatura.

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC, Brazil,
November 5-8, 2017.


mailto:rsernizon@dees.ufmg.br
mailto:lavall@dees.ufmg.br
mailto:rglanna.silva@gmail.com
mailto:fakury@dees.ufmg.br

Comportamento geometricamente exato de cabos espaciais considerando o efeito da temperatura

1 INTRODUCAO

Os cabos sdo elementos estruturais utilizados em diferentes tipos de estruturas como,
pontes pénseis, teleféricos, torres estaiadas, coberturas, entre outras. O estudo do
comportamento dos cabos envolve uma formulacdo matematica mais elaborada, devido ao seu
comportamento nao linear, geométrico e material.

O estudo analitico dos cabos é realizado assumindo-os perfeitamente flexiveis e
inextensiveis, isto ¢, 0 momento fletor em suas secBes sd@o nulos e o cabo tem 0 mesmo
comprimento antes e depois da aplicacdo da carga, respectivamente. Dessa forma, os cabos sdo
capazes de resistir a somente a forgas normais de tracdo e a geometria deformada permanece
fixa e o cabo ou cada segmento do cabo pode ser tratado como corpo rigido.

Esse trabalho tem por objetivo apresentar uma formulacdo geral, via método dos elementos
finitos, visando a analise avancada de estruturas de cabos espaciais considerando as ndo
linearidades, geométrica e material, o efeito da variacdo uniforme da temperatura e sua
implementacdo computacional considerando a obtencdo da sua configuracéo inicial através do
cabo catenaria.

2 FORMULACAO ANALITICA PARA OS CABOS

Os cabos assumem formas que dependem do tipo de carregamento atuante sobre 0 mesmo.
As situacdes de carregamentos podem se dar através de cargas concentradas, cargas distribuidas
parcialmente ou ao longo do vdo do cabo e carga uniformemente distribuida ao longo do
comprimento do cabo (peso proprio). As configuracdes iniciais de equilibrio do cabo,
parabodlica e catenaria, ocorrem para carga uniformemente distribuida ao longo do vao e para o
carregamento de peso proprio, respectivamente.

Considerando-se as hipoteses citadas e baseando-se em Irvine (1975) e (1981), Suissekind
(1987), Leonard (1988), Beer et al. (2006) e Hibbeler (2011), é apresentado a seguir um estudo
analitico conciso dos cabos suspensos para obtencdo da configuracgdo inicial de equilibrio (cabo
catendria), visando a implementagdo computacional.

O cabo ilustrado na Fig. 1 é submetido ao carregamento de peso préprio ao longo de seu
comprimento, p(x), fixado em dois pontos A e B, cujo vao € identificado por L; xy € a distancia
do ponto A ao Vvértice da curva do cabo; éa € a inclinagdo do cabo no ponto A; f, é a flecha
méaxima no Vvértice da curva; é ¢ a inclinacdo do cabo no ponto B e h o desnivel entre os pontos
de fixacao do cabo.

Figura 1. Configuracao inicial do cabo sujeito ao peso proprio
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Ho + dHo

Vo +dVe

Figura 2. Diagrama de corpo livre de um elemento de cabo sujeito ao peso proprio

Considerando-se um elemento infinitesimal do cabo com comprimento, dso, mostrado na
Fig. 1 e 2, e utilizando-se as equacbes de equilibrio, apds integracdo e aplicacdo das condi¢des
de contorno da estrutura, obtém-se a equacédo da tangente a curva do cabo, Eq. (1), e a Eq. (2)
que define a configuracdo de equilibrio inicial do cabo catenéria.

y' = sinh {— Hﬂox + sinh_l[tan(BA)]} (1)

y=- %{cosh {— Hﬂox + sinh_l[tan(BA)]} - cosh{sinh_l[tan(HA)]}} (2)

Em situacbes praticas desses tipos de problemas sdo conhecidas algumas variaveis
envolvidas nas Egs. (1) e (2), como por exemplo, o peso proprio (p), o véo (L) e o desnivel (h).
Dessa maneira, as varidveis incognitas que sdo a forca horizontal (Ho) e a tangente do angulo
Oa serdo determinadas.

Conhecido o angulo 6a se faz necessario determinar a forga horizontal (Ho) dada por:
h=-— ﬂ{cosh {— pLy sinh‘l[tan(HA)]} - cosh{sinh‘l[tan(HA)]}} (3)
p Hy

sendo que a forga horizontal (Ho) seréa determinada por tentativas.

Apos obtencgéo da forca horizontal (Ho) séo utilizadas as Egs. (1) e (2) para se determinar
a configuracdo de equilibrio do cabo catenéria.

O comprimento do cabo (So) pode ser obtido pela seguinte expresséo:
So = — %{sinh {— £ sinh‘l[tan(BA)]} + sinh{sinh‘l[tan(HA)]}} (4)
0

A forca de tragdo no cabo (T) é determinada pela Eq. (5), sendo que varia continuamente
em intensidade e direcdo ao longo da sua extensao.

T = H, cosh {— Hﬂox + sinh_l[tan(HA)]} (5)

Quando néo se conhece o0 angulo #a, mas é conhecida a abscissa do vértice (xv) ou a flecha
do vértice (fy), a tangente do angulo a é determinada através das equacoes:

tan(6,) = sinh (;;oxv) (6)
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tan(6,) = 2 ( [ +224,) U

Portanto, obtido o angulo 6a, calcula-se a forga horizontal (Ho) por tentativas a partir da
Eqg. (3). Com a forca horizontal (Ho) determinam-se a configuracdo de equilibrio do cabo pela
Eq. (2), o comprimento do cabo (So) pela Eq. (4) e a forca de tracdo (T) ao longo do cabo
utilizando a Eq. (5).

Quando se tem apoios A e B nivelados, h = 0 (Fig. 1), a forca horizontal Ho é dada por:

12
Hy = s (8)

2 sinh~1[tan(64)]
3 FORMULACAO NUMERICA PARA OS CABOS

A formulacdo foi baseada em Lavall (1996), sendo a teoria desenvolvida considerando uma
rigorosa formulacdo Lagrangiana atualizada utilizando-se a técnica corrotacional para a
deducéo consistente das matrizes de rigidez dos elementos de cabo espacial.

Essa formulacdo permite que os n6s apresentem grandes deslocamentos e os elementos de
cabos admitam grandes alongamentos e, além disto, que esses elementos possam ser
constituidos de material elastoplastico e considerar tanto o comportamento ndo linear
geométrico (NLG) quanto ndo linear material (NLM).

3.1 Deformacoes e tensdes

Considerando-se uma anélise tedrica consistente em mecanica dos sélidos e estruturas, as
medidas de tensdes e deformacdes devem ser conjugadas e objetivas, segundo Bathe (1982,
1996) e Pai e Nayfeh (1994). Neste trabalho sdo adotadas as deformacgOes e tensdes de
engenharia que formam um par conjugado, dadas por:

le—ly
= Lt 9)
on =4 (10)

onde Ic é o comprimento do elemento na configuracdo corrigida, Ir € 0 comprimento do elemento
na configuragdo de referéncia, N é a forga normal e A, é a area da secdo transversal da fibra.

3.2 Sistema de coordenadas e graus de liberdade

O desenvolvimento tedrico é baseado em uma formulagdo Lagrangiana, onde o sistema de
referéncia global adotado é o sistema de coordenadas cartesiano (X, Y, Z). O sistema local é o
sistema de coordenadas corrotacional (X, y, z) diferente do sistema global de referéncia. Esse
sistema esta ligado ao elemento, no qual os deslocamentos generalizados s&o medidos em
relacdo a uma configuracdo deformada. Trata-se, portanto, de um sistema de referéncia moével
que acompanha a estrutura deformada.

Um elemento de cabo, no sistema corrotacional, apresenta somente deslocamento ao longo
do seu proprio eixo, assim o grau de liberdade natural ou corrotacional (q.), pode ser definido
por:
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g1 =1l =1y (11)

Os graus de liberdade cartesianos pn (n = 1 a 6) podem ser definidos pelo vetor de
deslocamentos nodais do elemento de extremidade j e k (ver Fig. 3), dado por:

pr={ Vi Wi U v W} (12)

Ao se adotar o sistema local de coordenadas corrotacionais no desenvolvimento da
formulacdo, pode-se garantir que as deformacdes e tensdes de engenharia sdo, também, pares
de medidas de deformacdes e tensdes objetivas.

3.3 Cinematica do elemento e equaces de equilibrio

Conforme a hipotese de Bernoulli-Euler, o campo de deslocamento dos pontos
pertencentes ao elemento fica caracterizado se os deslocamentos axiais (i) e transversais (v e
w) dos pontos situados sobre o eixo séo conhecidos. A Figura 3 ilustra o ponto P da segéo
transversal do elemento caracterizado pela distancia d relativa ao seu eixo, cujos deslocamentos
denotados por uc, Ve € W no sistema corrotacional (X, y, z), podem ser escritos por:

uc(x,y,z) = u(x) (13)
vc(x» Y, Z) = 17c(x) =0 (14)
Wc(xr Y, Z) = V‘_/c(x) =0 (15)

que representam sdo os deslocamentos longitudinal () e transversais (v, e w,) do ponto P ao
longo do eixo do elemento.

P oxu

~

Figura 3. Deslocamento de um ponto P de uma se¢do genérica

Observando-se a Fig. 3, pode-se extrair do eixo do elemento um comprimento infinitesimal
antes de se deformar, dl,., e depois da deformacdo, dl., dados por:

dl. = dx (16)
dl. = dx + di, (17)

A variacdo uniforme de temperatura provoca um deslocamento axial andlogo ao produzido
por uma forca axial. Dessa forma, pode-se dizer que:

dﬁc = dﬂcF + dﬂcT (18)
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onde diu.r € 0 deslocamento infinitesimal devido a for¢a axial e diu .+ € o deslocamento
infinitesimal devido a variagdo uniforme de temperatura.

O deslocamento infinitesimal devido a variacao uniforme de temperatura pode ser obtido
pela expresséo:

du,r = aATdx (19)

sendo que o é o coeficiente de dilatacdo térmica linear, AT a variacdo da temperatura e dx é o
comprimento infinitesimal do elemento.

Considerando o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), o trabalho virtual interno de um
elemento resulta em:

SWine = fV obedV, = B,6py (20)

Conhecendo-se o campo de deformacdo descrito por:

€ = flqa(pp)] (21)

Encontra-se a equacdo de equilibrio do elemento que, escrita em forma matricial, é dada
por:

P=BTQ (22)

onde P sdo as forgas nodais internas e Q sdo os esforgos internos nas coordenadas
corrotacionais.

3.4 Matriz de rigidez tangente do elemento

A matriz de rigidez tangente do elemento, ki, nas coordenadas cartesianas, definida pela
derivada dos esfor¢os nodais internos Pn em relagdo aos deslocamentos nodais do elemento pm,
é dada por:

k= (23)

Realizando as devidas opera¢fes matematicas obtém-se a matriz de rigidez tangente do
elemento, dada pela equagéo:

knm = Qa,nDa[)’q[)’,m + Qa,nHa[s’qﬁ,m + QaQa,nm (24)
A forma matricial da Eq. (24) € dada por:

k., =B"DB + B"HB + Q,G, (25)
4 ASPECTOS DA IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

O programa desenvolvido em Costa (2014) € escrito na linguagem FORTRAN 90, nomeado
Advanced STRuctural Analysis System (ASTRAS), amplia o programa PPLANLEP
desenvolvido por Lavall (1996), Almeida (2006), Araujo (2010) e Silva (2010). O ASTRAS
permite realizar analises ndo lineares, geométrica e material, de estruturas como porticos, trelica
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e cabos planos e espaciais, além de estruturas conjugadas como torre estaiadas planas e
espaciais.

Visando a solucdo de problemas ndo lineares de estruturas, foi utilizado o Método de
Newton Raphson que considera incrementos de cargas com iteracfes de equilibrio realizadas
dentro de cada passo. Neste trabalho foram implementados os critérios de convergéncia em
deslocamento e forgas, simultaneamente, podendo-se também verificar a convergéncia somente
no deslocamento ou na forga, sendo o fator de toleréncia igual a 0,1%.

Um aspecto importante foi a implementagdo da configuracao inicial de equilibrio do cabo
para geracdo dos nos e elementos das estruturas de cabos. O ASTRAS permite utilizar as
configuragdes iniciais de equilibrio do cabo sujeito a carga uniformemente distribuida (cabo
parabola) e do cabo sujeito ao peso préprio (cabo catenéria). Para este trabalho serd mostrada a
implementacédo do cabo catenéria.

A configuracdo inicial de equilibrio do cabo é dada pela Eq. (2), que depende do célculo
da forc¢a horizontal, Ho, para geracéo dos nos e elementos da estrutura. No estudo desenvolvido
na secdo 2 deste trabalho, a forga horizontal (Ho) do cabo catenéria € obtida somente por
tentativas pela Eq. (3). Dessa forma, utiliza-se 0 método incremental-iterativo de Newton-
Raphson para a determinacdo da forca horizontal (Ho) através do algoritmo dado por:

i _ gpi-1_ S(H)
Hf = H{™ =0k (26)
onde H} é a aproximagc&o da forca horizontal da curva da catenaria na iteragio corrente, Hy™* é
a aproximacdo da forca horizontal na iteracdo anterior, f(Hé) é a funcdo residuo da forca

horizontal da catenéria e f'(H{) a sua derivada. A convergéncia ocorre quando o fator de
tolerancia for menor que 1,0 x 1079,

Entdo, conhecidos o desnivel (h) e o angulo (6a) utiliza-se a Eq. (3), para se obter Ho € a
configuracao inicial do cabo catenaria. Quando se conhece o desnivel (h) e a distancia do vértice
(xv) ou a flecha do Vvértice (fv), é necessario calcular primeiramente o angulo (6») através da Eq.
(6) para o caso que se tenha xv e pela Eq. (7) para o caso que se tenha f,. Com esses termos e
com a forga horizontal (Ho) obtém-se a configuracdo inicial do cabo catenaria pela Eq. (2).

5 APLICACAO EM EXEMPLO

Nessa secdo sera apresentado um exemplo numérico com objetivo de demonstrar a
eficiéncia da formulacdo estudada bem como a precisdo dos resultados obtidos pelo programa
desenvolvido, quando comparados com resultados da literatura.

A estrutura espacial ilustrada na Fig. 4 consiste de trés cabos suspensos apoiados nos
pontos B, C e D e suportados por uma mola vertical com rigidez k = 1.000 unidades (un), cujo
apoio pode se deslocar no plano horizontal xz. Para uma melhor visualiza¢do da estrutura séo
apresentadas as coordenadas (X, y e z) dos nés: A (0, 0, 0), B (-400, -400, 0), C (400, 0, -300) e
D (400, 0, 300). Os cabos 1, 2 e 3 estdo sujeitos somente a carregamentos de peso proprio
wi=1un e wo = w3 = 2 un, comprimentos iniciais L1 = 580 un e L, = Lz = 510 un,
respectivamente, apresentando sec¢Ges transversais circulares com uma area A = 1 un,
correspondendo a um didmetro d = 1,1284 un.
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400

Figura 4. Estrutura espacial de cabos suspensos

A estrutura esta submetida a uma forca concentrada P = 1.000 un, aplicada no ponto A, no
sentido negativo do eixo z e estara sujeita a uma variacdo uniforme da temperatura AT = 100 un.
O material dos cabos tem coeficiente de dilatacdo térmica o = 6,5 x 10® un e modulo de
elasticidade longitudinal E = 290.000 un. Os cabos foram divididos em 10 elementos, cujo peso
proprio foi transformado em carregamento equivalente concentrado em cada nd. As
configuracdes iniciais de equilibrio dos cabos foram obtidas através da equacao da catenaria.

Nos trabalhos de Coyette e Guisset (1988), Luo et al. (2005) e Yang e Tsay (2007) foram
determinados os deslocamentos horizontais nas direcdes X e z (dax, Jaz) € Vvertical na direcdo y
(day) do ponto A, considerando-se a forga P sem a variagdo da temperatura (AT =0). A Tabela 1
apresenta os resultados dos diversos autores e do programa ASTRAS, onde se observa uma 6tima
correlagéo entre todos os resultados.

Tabela 1. Resultados numéricos dos deslocamentos do ponto A para AT =0

5Ax 5Ay 5Az
(un)  (un)  (un)
Coyette e Guisset (1988) 26110 -2,890 -40,420

Pesquisadores/ Programa

Luo et al (2005) 26,114 -2,889 -40,421
Yang e Tsay (2007) 26,083 -2,848 -40,394
ASTRAS 26,158 -2,885 -40,628

Para os trabalhos de Peyrot e Goulois (1979), Mourelle (1984), Song et al. (2000), Luo et
al. (2005), Huang e Lan (2006), Yang e Tsay (2007), Such et al (2009) e
Impollonia et al. (2011), além da forca P foi considerada uma variagdo uniforme da
temperatura nos cabos, AT = 100 un. A Tabela 2 apresenta os resultados dos diversos autores e
do programa ASTRAS para os deslocamentos horizontais nas direcdes x e z (Jdax, daz), € vertical
na diregdo y (day) do ponto A, observando-se também uma 6tima correlacdo entre todos
resultados.

Peyrot e Goulois (1979), Mourelle (1984) e Huang e Lan (2006) apresentaram os resultados
dos componentes horizontais e verticais (Hx, Hz e Vy) das forcas de tragdo que atuam nos cabos
1, 2 e 3, relativos aos apoios A, B, C e D da estrutura. Huang e Lan (2006) apresentaram também
as flechas f e fys, para os cabos 2 e 3, respectivamente. Esses resultados, mostrados na Tabela 3
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foram comparados com aqueles obtidos pelo programa ASTRAS observando-se uma étima
correlagéo entre eles.

Tabela 2. Resultados numéricos dos deslocamentos do ponto 4 para AT = 100 un

Pesquisadores/ Programa Ax Ony i

(un)  (un)  (un)
Peyrot e Goulois (1979) 26,473 -2,874 -41,135
Mourelle (1984) 26,471 -2,873 -41,150
Song et al. (2000) 26,020 -2,940 -37,580
Luo et al. (2005) 26,474 -2,874 -41,143
Huang e Lan (2006) 26,471 -2,874 -41,138
Yang e Tsay (2007) 26,443 -2,834 -41,116
Such et al. (2009) 26,527 -2,883 -41,105
Impollonia et al. (2011) 26,471 -2,875 -41,138
ASTRAS 26,515 -2,869 -41,345

Tabela 3. Resultados dos componentes Hx, Hz e Vy das forgas de tracdo nos n6s em todos os cabos e flechas
dos vértices nos cabos 2 e 3

Descricio Peyrot e Goulois Mourelle Huang e Lan ASTRAS
Cabo (un) (1979) (1984) (2006)
AT =100 AT =100
Hax 1.686,0 1.685,5 1.686,4 1.680,8
Ha; -162,6 -162,7 -162,6 -162,9
1 Vay 1.868,1 1.867,8 1.868,5 1.822,3
Hex -1.686,0 -1.685,8 - -1.680,8
He; 162,6 162,7 - 162,9
Vay -1.288,1 -1.288,2 - -1.283,1
Hax -437,6 -437,3 -437,5 -435,2
Haz 303,3 303,0 303,2 301,4
Vay 505,9 505,5 505,8 453,5
2 Hex 437,6 437,3 - 435,2
Hc: -303,3 -303,0 - -301,4
Vey 514,1 513,8 - 514,2
fvo - -104,16 -104,86
Hax -1.248,5 -1.248,6 -1.284,8 -1.245,6
Ha; -1.140,2 -1.140,4 -1.140,5 -1.138,5
Vay 500,1 499,8 500,1 4417
3 Hbx 1.248,5 1.248,6 - 1.245,6
Hp: 1.140,2 1.140,4 - 1.138,5
Vby 519,9 519,5 - 519,9
fus - -39,31 -39,40
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Finalmente, as Figs. 5 e 6 apresentam as saidas graficas das configuracdes inicial e final de
equilibrio da estrutura para as diversas andlises realizadas. A Figura 5 apresenta a deformada
da estrutura no plano xy para a configuracdo inicial considerando os cabos descarregados, a
configuracdo final considerando apenas o peso préprio dos cabos (w) e a configuracéo final
considerando o peso proprio e a forca concentrada (w + P) com variacdo de temperatura
AT =100 un. A Figura 6 apresenta a deformada da estrutura no plano xz considerando-se 0s
mesmos casos anteriores.

Config. inicial
Config. final (w)
Config. final (w + P)

Figura 5. Deformada da estrutura espacial de cabos suspensos no plano xy

oty

Config. inicial
Config. final (w)
Config. final (w + P)

Figura 6. Deformada da estrutura espacial de cabos suspensos no plano xz

A partir da Fig. 5, que ilustra a deformada da estrutura no plano xy, pode-se observar
claramente os deslocamentos horizontal dax e vertical day do apoio de mola no ponto A, além da
forma dos cabos considerando as varias situacOes de carregamento. A Figura 6 ilustra a
deformada da estrutura no plano xz, podendo-se observar claramente os deslocamentos
horizontais dax e da; do apoio de mola no ponto A, além da posic¢éo dos cabos considerando as
varias situacfes de carregamento.
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6 CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi apresentar uma formulacao teérica geometricamente exata, e
sua implementacdo computacional para a analise ndo linear geométrica de estruturas de cabos
suspensos tridimensionais com configuracdo inicial em catenéria, atraves do método dos
elementos finitos.

A adocdo da equacdo da catendria para a definicdo da configuracgdo inicial de equilibrio da
estrutura mostrou-se eficiente na geracdo da malha de elementos finitos e na determinacdo da
forca horizontal, do &ngulo méximo e da forca de tragdo méxima no cabo, a qual é responsavel
pela eliminacdo da hipostaticidade inicial deste tipo de estrutura.

O exemplo estudado tinha como objetivo avaliar a formulagdo numérica desenvolvida ao
se analisar a estrutura espacial formada por trés cabos suspensos. As configuracdes iniciais de
equilibrio dos cabos foram obtidas através da equacéo da catenaria. Os resultados dos diversos
deslocamentos e dos componentes horizontais e verticais das for¢as de tragdo que atuavam nos
trés cabos relativos aos seus apoios, com e sem variacdo uniforme de temperatura, foram
comparados com os resultados obtidos por diversos autores, mostrando, uma étima correlacgéo.

Finalmente, a aplicacdo do programa ASTRAS na andlise das estruturas de cabos
tridimensionais, confirma a validade e potencialidade da formulacdo desenvolvida e sua
eficiéncia e aplicabilidade na solucdo de problemas de casos praticos.
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