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Resumo. As cascas cilindricas sdo elementos estruturais bastante utilizados, como tubulagées
enterradas, estruturas de contencdo de tiineis e pocos e depdsitos de diversos materiais, na
forma de silos ou tanques. Nessas aplicacoes, as cascas cilindricas interagem com o meio, no
caso solo ou rocha. Essa interacdo pode ser considerada de duas formas: quando a estru-
tura e o meio ndo perdem contato durante o processo de deformacdo, caracterizando, assim,
o problema de contato bilateral; e quando a casca ndo estd completamente fixa e pode perder
contato com o meio para determinadas condi¢des de carregamento, definindo, entdo, o pro-
blema de contato unilateral. Este trabalho tem como principal objetivo o desenvolvimento de
uma ferramenta computacional para o estudo e andlise de problemas envolvendo cascas ci-
lindricas com restrigoes bilaterais e unilaterais de contato impostas por bases eldsticas. Essa
ferramenta computacional apresenta como principais caracteristicas o emprego do Método das
Diferencas Finitas (MDF) e técnicas de otimizacdo para tratamento das restricoes de contato.
Diversos exemplos sdo apresentados e analisados com o intuito de averiguar a eficiéncia das
metodologias numéricas propostas para solucdo dos problemas de contato.

Palavras-chave: cascas cilindricas, interacdo meio-casca, problemas de contato unilateral,
problema de contato bilateral, método das diferencas finitas
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Andlise Computacional via MDF de Cascas Cilindricas com Restri¢oes de Contato

1 INTRODUCAO

Aplicagdes envolvendo cascas cilindricas sao bastante comuns na engenharia estrutural. As
cascas podem ser encontradas, por exemplo, como estruturas de conten¢do de tineis e pogos, e
depdsitos de diversos materiais, na forma de silos ou tanques. As Figuras 1 e 2 apresentam algu-
mas estruturas sujeitas a problemas de contato. Nas engenharias mecanica, naval e aeroespacial
também existe um grande campo de utiliza¢do das cascas cilindricas.

Figura 1: Casca cilindrica usada como estrutura Figura 2: Estrutura cilindrica usada como pa-
de contencdo para tineis (Eller, 2009) rede de contencdo de uma mina (Eller, 2009)

Quando usadas como estruturas de tineis, pog¢os ou tubulacdes enterradas, as cascas ci-
lindricas interagem com o meio, no caso solo ou rocha. Em algumas situagdes, as cascas
atuam como suporte do meio (Bulson, 1985); em outras, sdo sustentadas pelo solo ou rocha
(Straughan, 1990; Silva, 1998); em alguns casos, a estrutura e o solo trabalham simultanea-
mente, tanto na sustentacdo como no apoio (Sistema NATM - Solotrat, 2011). Nessas apli-
cagdes, se a casca estd completamente presa (ou fixa) ao meio, caracteriza-se o Problema de
Contato Bilateral (PCB; Paliwal e Bhalla, 1993a,b; Gunawan et al., 2005). Quando a casca nao
estd completamente fixa e pode perder contato, em partes da estrutura, com o meio, sob deter-
minadas condi¢des de carregamento, define-se o Proarcos e anefis com restricfo£es unilaterais
de contatoblema de Contato Unilateral (PCU; Giiler, 2004; Celepet al., 2011). Nesse ultimo
caso, considera-se que o solo ou rocha, denominados genericamente aqui, neste trabalho, de
base eldstica (ou meio eldstico), sé ofereca reacido se comprimido.

A solugdo dos problemas de contato casca cilindrica-base eléstica é usualmente alcancada
via métodos numérico-computacionais, uma vez que abordagens analiticas s@o restritas a car-
regamento e condi¢des de contorno simples e bem definidas, o que ndo é o caso dos PCUs.
Assim, para muitos problemas de contato de interesse pratico, ndo € possivel encontrar as solu-
¢Oes analiticas das equacdes que regem o problema (Bulson, 1985). Os métodos experimentais,
embora Uteis e precisos, se mostram onerosos, tanto em custo quanto em tempo de execugao
(Szilard, 2007).

Os métodos numéricos, apesar de proverem solucdes aproximadas, quando bem formu-
lados, desenvolvidos e aplicados na discretizagdo do sistema estrutural casca-base, fornecem
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resultados préximos dos considerados reais (Szilard, 2004; Burden e Faires, 2008). Entre os
métodos numéricos mais usados na solu¢do dos PCBs e PCUs estdo (Choi, 2006): o Método
dos Elementos Finitos (MEF); o Método dos Elementos de Contorno (MEC); o Método dos
Elementos Discretos (MED); e 0 Método das Diferencgas Finitas (MDF).

Este trabalho se insere na linha de pesquisa Mecanica Computacional, do Programa de Pos-
Graduacgdo em Engenharia Civil (PROPEC), da Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP), e
€ uma continuacao direta dos trabalhos de Silveira (1995), Silva (1998), Pereira (2003) e, mais
recentemente, Maciel (2012). Todos utilizaram o MEF na discretizacdo e aproximagao dos res-
pectivos problemas de contato. Silveira (1995) estudou a estabilidade de colunas, arcos e anéis
com restri¢des unilaterais de contato; Silva (1998) prop6s formula¢des numéricas para analisar
os problemas de contato bilateral e unilateral entre placas e fundagdes elasticas; Pereira (2003)
se concentrou na aplicacdo dessas formulacdes aos problemas de contato unilateral envolvendo
vigas e bases eldsticas; Maciel (2012) desenvolveu um novo médulo do CS-ASA (Computatio-
nal System for Advanced Structural Analysis; Silva, 2009) para andlise da estabilidade elastica
de colunas com restricdes bilaterais de contato.

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de uma ferramenta ou programa
computacional para o estudo e andlise de problemas envolvendo cascas cilindricas com restri-
¢oes de contato impostas por bases eldsticas. Essa ferramenta computacional, em que ambos os
PCB e PCU podem ser tratados, apresenta como principais caracteristicas:

i. O emprego do Método das Diferengas Finitas para aproximar as derivadas das equagdes
diferenciais de equilibrio do sistema casca-base eldstica; e

ii. A utilizac@o de novas estratégias ou metodologias de solu¢cdo dos PCB e PCU, baseadas
no conhecimento prévio da regido de contato entre os corpos (PCBs) ou em sua defini¢do
posterior (PCUs).

2 FORMULACAO GERAL

A Figura 3 apresenta um painel cilindrico (estrutura) em contato com o solo (base eldstica).
A estrutura pode ser definida como um soélido elastico continuo de dominio V', com o contorno
delimitado por trés superficies distintas, supostas regulares: S, Sy e S.. Como nos problemas
estruturais usuais, S, define a regido do sélido onde os deslocamentos sdo prescritos e Sy € a
regido do s6lido onde as forcas externas sdo prescritas. A superficie denominada .S, define a
regido de contato entre os corpos. As Figuras 4 e 5 apresentam essas trés regioes para os dois
tipos de problema de contato analisados neste trabalho.

Para a estrutura, as equagdes de equilibrio interno, as relagdes cinemadticas e as relacdes
constitutivas sao dadas, respectivamente, por:

0455 = 0 em V (1)
1

Eij = 5 (um + Ujﬂ‘) em V (2)

045 = Cijkﬁk;z em V 3)

em que o;; representa as componentes cartesianas do tensor de Cauchy, ¢;; caracteriza as com-
ponentes de deformagdo infinitesimal, «; as componentes dos deslocamentos e C;;i; define o
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iy

Solo = Meio Elastico

Figura 3: Painel cilindrico em contato com uma base elastica

tensor das propriedades eldsticas da casca. As forcas de corpo foram desprezadas na andlise
(Eq. (1)) e fez-se uso da notagdo indicial com a conveng¢do usual de somatério.

Zona sem
Contato

Estrutura
Deformada

Estrutura
Indeforn@_aj

Figura 4: Contato bilateral Figura 5: Contato unilateral

A reacdo da base pode ser descrita genericamente através da seguinte equagao:
= Cbub (4)

em que uy, e 1, sdo o deslocamento e a reacdo a compressao da base eldstica, respectivamente, e
(), caracteriza as propriedades mecanicas da base eldstica.

Para o sistema estrutural analisado, as seguintes condi¢des de contorno devem ser satisfei-
tas:

-Fi = 0O;;n; em Sf (6)

com a Eq. (5) representando a condi¢do de contorno essencial do problema, sendo w; o valor

prescrito do deslocamento em S,,; a Eq. (6) define o equilibrio das for¢cas que deve existir em
Sy.

Para a caracteriza¢do dos PCB e PCU a serem resolvidos, necessita-se ainda de uma equa-
¢do adicional que indica a condicao de compatibilidade que deve ser satisfeita em S. e que,
fisicamente, representa a condi¢do de impenetrabilidade entre os corpos. Para o caso do PCB,
tem-se a seguinte expressao para a distancia  entre os dois corpos:

p=u,—u; =0 em S, (7
A equagdo anterior mostra que os deslocamentos da estrutura e da base eldstica sdo iguais na
regido de contato S.. Essa condi¢do é tipica da situacdo de contato bilateral entre corpos.

Ja para o caso do PCU, a condi¢do de compatibilidade que deve ser satisfeita em .S, € descrita
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através da inequacdo em termos da distancia entre os dois corpos, ou seja:
p=up—u; >0 em S, 3)

que representa a condi¢ao de impenetrabilidade entre a estrutura e o meio. Assim, ao se analisar
o comportamento de um ponto genérico em S, uma das seguintes situagdes pode ser observada:

1. Caso ocorra o contato entre os corpos (base e estrutura), escreve-se:

p=0¢er,>0 9

ii. No caso de separacdo entre os corpos, ou seja, com o descolamento entre a base e casca,
tem-se:

p>0¢er,=0 (10)

As condi¢des que definem de forma completa o contato como sendo unilateral sdo, por-
tanto, dadas pela Eq. (8), a inequacao:

ry > 0 (11)
e a relacdo de complementaridade entre ¢ e 73, ou seja,

[rmeds. =0 (12)

Se

A Figura 6 fornece o dominio de validade dessas trés relacdes e o grafico de validade da lei
de contato.

Ar, Ar,
¢ ¢
a) Dominio para ¢ >0 b) Dominio para r, > 0
Ip A I'p
- e
¢ ¢

c¢) Dominio para 7,0 =0 d) Lei de contato

Figura 6: Dominio de validade das restricoes de contato unilateral (Silva et al., 2001)

A solucdo do PCU pode ser obtida através da Eq. (1), com o auxilio das Egs. (2) e (3),
respeitando-se as condi¢des de contorno dadas pelas Egs. (5) e (6), das Egs. (8) e (11) e da
condi¢do de complementaridade dada pela Eq. (12). Entretanto, a ndo linearidade decorrente
das condicdes de contorno em S, torna a solucdo direta do problema uma tarefa bastante dificil.
E necessdrio, portanto, formular um problema de minimizacio equivalente para que seja pos-
sivel utilizar uma estratégia numérica conveniente para a sua solugdo. Como demonstrado em
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Silveira (1995), o problema de otimizagao:

Min IT(u;, up) (13)
Sujeitoa: — ¢ < 0,em S, (14)
onde
1 1 )
II = 5 / Cijklgklgij dV + 5 / C’bub dS,. — /-quz de (15)
v Se Sy

€ equivalente a solucdo das equagdes e restricdes impostas na formulagdo apresentada.

No caso do PCB, substitui-se a Eq. (14) pela condi¢do de igualdade da Eq. (7) (Maciel,
2012).

3 TEORIA DE CASCA CILINDRICA E MODELOS DE BASES
ELASTICAS

3.1 Equacoes basicas da casca cilindrica

A Figura 7a define os elementos geométricos da casca cilindrica. O sistema de coordenadas
éoux, 0e z comorigem no ponto P situado na superficie média da casca, com os eixos = e
f tomados coincidentes com as dire¢des longitudinal e circunferencial, respectivamente, e o
eixo z é normal a superficie. Os deslocamentos de um ponto da casca sdo u, v e w, L é o
comprimento longitudinal, ¢ € a espessura e R é o raio médio da casca. A casca cilindrica esta
sujeita a carregamentos, tanto nos bordos (Fig. 7b) quanto ao longo da superficie (Fig. 7c).

A formulacio adotada € baseada nas seguintes hipdteses simplificadoras:

1. As tensdes normais o, que atuam na direcdo radial da casca sdo despreziveis em compa-
racao com as outras tensoes;

ii. As deformagdes devido ao cisalhamento transversal podem ser desprezadas; as fibras nor-
mais a superficie de referéncia indeformada permanecem normais e niao sofrem variacao
no seu comprimento durante o processo de deformagao;

iii. A casca é considerada esbelta (t < R);
iv. O material da casca ¢ homogéneo e apresenta comportamento linear eldstico;
v. As forcas que agem sobre o sistema sdo conservativas.

As duas primeiras hipéteses implicam em uma distribui¢do linear dos deslocamentos ao
longo da espessura da casca e, para que sejam empregadas de maneira adequada, devem ser
acompanhadas da terceira (Love, 1944).

As forgas, N; ou N;;, e momentos, M; ou M;;, resultantes, por unidade de comprimento,
que atuam num elemento infinitesimal genérico da casca cilindrica isotrépica, bem como a
pressdo lateral externa ¢, sdo representadas na Fig. 8. As equacdes diferenciais de equilibrio
do elemento infinitesimal podem ser transformadas nas trés equacdes (Brush e Almroth, 1975;
Gongalves, 1985; Silveira, 1990):

8Nx ang 8M£B9 -
or " Roo  omzos " (16)
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b) Carregamento axial

o
N

X]
<8

a) Elementos geométricos ¢) Carregamento radial

Figura 7: Geometria da casca cilindrica e tipos de carregamento atuantes

aNg 8Nx9 ng ow 3 8Mx9 8M9]
e T =0 17
RO 0x ' R or 2R Ox | R°00 7
Ny O*M, 20*M, 9*°M,
_-¢ = 0) =0 18
7o T Rowon o 400 (1%
em que C' e D sdo as rigidezes de membrana e de flexdo da casca, respectivamente. Essas
grandezas sdo definidas como:

bt
C=1—n (19)
Et3
D=ha=m 20)

onde I é o mddulo de elasticidade longitudinal e v o coeficiente de Poisson.

a) Forcas internas resultantes e externas b) Momentos internos resultantes

Figura 8: Forcas internas e pressao lateral atuantes no elemento infinitesimal de casca cilindrica

Com as hipéteses de pequenos deslocamentos, material eldstico e certos tipos de cargas
atuantes, as Eqgs. (16) e (17) tém pouca influéncia na resposta do sistema, sendo, portanto,
desprezadas. Considerando-se a influéncia da base elastica, a Eq. (18) pode ser apresentada
como fungdo apenas do deslocamento w da superficie média da casca:

1 D <64w 2 0w 1 84w> gz 0)+my

2T o\ ot T R2o2or T R 00 C

Pt =0 1)
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ou

¢ "

?w—i-DV w=q(x,0) +1p (22)
com ¢ representando a pressao lateral atuante e r;, a reacdo da base elastica, que depende dos
modelos de bases eldsticas utilizados.

3.2 Modelos de bases elasticas

Neste trabalho, o interesse da resposta da base eldstica limita-se a obtencdo das forcas
(reacdes) na regido de contato com a estrutura, ndo importando o campo de deslocamento ou
estado de tensdes. A Figura 9 ilustra a modelagem do solo ou rocha por pequenas molas que
oferecem reagdo ao deslocamento da estrutura.

"Mola"

Figura 9: Representacio da base elastica através de pequenas molas

Modelos que utilizam apenas um parametro para o comportamento do solo/rocha sdo os
mais simples. Nessa categoria destacam-se os modelos de molas discretas dispostas ao longo
da regido de contato e o modelo continuo de Winkler (Hetényi, 1946; Kerr, 1964). Modelos
como os de Pasternak, Filonenko-Borodich e Vlasov (Kerr, 1964; Harr et al., 1969; Yang,
1972; Zhaohua e Cook, 1983; Horvath, 1993) assumem a interag¢do entre as molas e apresentam
dois parametros para definir o comportamento da base eldstica.

4 DISCRETIZACAO DO SISTEMA SOLO-CASCA

4.1 Equacao de equilibrio da casca cilindrica na forma de diferencas fini-
tas

Para o caso bidimensional, como € o caso das equacdes de equilibrio de cascas cilindricas,
a malha unidimensional (variacdo apenas em x) terd que ser substituida por uma com duas di-
mensdes (= e 0, no caso). A Figura 10 apresenta um trecho de uma malha usada para discretizar
a casca cilindrica (tomada plana). A malha é formada por retingulos com dimensdes Ax e
RA6. Nessa malha, destaca-se o ponto pivotal na posi¢do (i, j), onde a equagdo de equilibrio
do sistema, Eq. (22), serd aplicada.

Na forma de diferencas finitas, a equacao de equilibrio assume a forma (Silveira, 1990):
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Trecho da casca

0 e e 2y planiﬁc\?da
- 4
e —
12 { _ \
41 / i+2 Ponto Pivotal /
K ] [ RAO
" \ 2] i 2 \ RA®
| / \
L2
\ ij-2 /
\,
N— T —
Z ji-2 -1 ) it [i+2 X

Figura 10: Malha de DF retangular num trecho genérico da casca cilindrica

t? t?
[mx] (Wiva - wiag) + [uRM] (Wi i)+

t2
[GRQszAGQ] (wi—l,j—l + Wig1 -1 + Wi j2Wit141 T+

t? ¢
[3R4A94 3R2Ax2A92] (mwijo1 —wijp) +
t? t*
[3&:4 3R2A:g2A921 (i = wiag) +
t2 2t t2 1 q(z,0)
[2&:4 T 3RASAe ToRING R T C (23

A representacdo da equagdo de equilibrio da casca, Eq. (23), na forma molecular, ¢ mos-
trada na Fig. 11.

t2
12R‘A6*
| ij+2
t2 ZZ tZ t2
6RACAG’ 3R'A0"  3RACAG? 6RAAD’
\ \ it \
2] 2 2 |22 N 2 L I 2 || 2 = 46.0)
2AY [BAY 3RAXAQ?| [2Ax* 3RPAXAO2 2RAB* ~ R*| [3Ax* 3RAxAQ? | 12Ax* Cc
i-2,j | i1,/ | ij | i+1,/ +2,j
72 2 2 2
+
0 6R’AxAD? 3RA0*  3R°Ax’AQ? 6R?Ax’AD?
| ij-1
J—x 7t2
12R‘A6*
ij-2

Figura 11: Molécula de DF que representa a equacao de equilibrio da casca cilindrica
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4.2 Modelos de base elastica na forma de diferencas finitas

No caso dos modelos de um parametro, a contribui¢io da base se apresenta de forma bas-
tante simples e direta, através da equacao:

(T‘b)z’,j = kB(wi,j) (24)

em que (4, 7) define a posi¢do do ponto pivotal, kg é o valor da rigidez da base e w é o des-
locamento. Dessa forma, K, serd uma matriz diagonal, cujas componentes nao nulas terdo o
valor kp para o modelo de mola e £z multiplicado pela drea de influéncia do ponto nodal para
o modelo de Winkler.

No caso dos modelos com dois parametros, a reacao da base elastica é representada, gene-
ricamente, usando diferencas finitas, pela expressao:

k
(13)i; = kp(wij) — RT?:AO (i1, + Wim1j + Wi i1 + wij—1) — 4(w;j)] (25)

onde (7, j) define a posi¢do do ponto pivotal, kp é o parAmetro de rigidez elédstico da fundagio
e kjs representa, no caso do modelo de Pasternak, o parAmetro da rigidez cisalhante da camada.
Sua forma molecular pode ser vista na Fig. 12, onde estdo os coeficientes que fardo parte da
matriz K.

K
RAXAO
lijt1
LYaN I P Ay ki
RAXAO| |2 RAxA®
i-1,j | iy i+l

ky
x  |RAxAO
[ ij-1

Figura 12: Molécula de DF dos modelos de base elastica com dois parametros

5 ESTRATEGIAS DE SOLUCAO

As estratégias numéricas utilizadas neste trabalho para a solu¢do aproximada dos proble-
mas de contato bilateral (PCB) e unilateral (PCU) apresentam como caracteristicas principais:

i. O emprego do Método das Diferencas Finitas (MDF), onde se substitui o dominio ori-
ginal dos corpos (estrutura e base eldstica) e seus respectivos contornos por uma malha,
obtendo-se uma solucdo aproximada para os problemas. Como consequéncia, chega-se
no sistema de equacdes algébricas que rege os PCB e PCU em estudo;

ii. No caso do PCB, apds essa discretizagdao do sistema, a solu¢dao do problema linear pode
ser alcancada de forma direta resolvendo-se esse sistema de equacdes algébricas; e

iii. No caso do PCU, também apds a aplicagdo do MDF, a solu¢do do problema nao linear
nao pode ser obtida de uma forma direta e, assim, duas metodologias de solucao para esse
problema sdo apresentadas.
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5.1 Transformacao do problema continuo em discreto

Aplica-se o0 MDF para aproximar as derivadas das equacdes diferenciais de equilibrio do
sistema casca-base eldstica. Isso € feito substituindo-se as derivadas que aparecem nas equagoes
diferenciais de equilibrio do sistema casca-base por féormulas de diferencas das varidveis de
campo, no caso os deslocamentos, em pontos selecionados do sistema. Esses pontos estdo
localizados na malha de diferengas finitas. Faz-se o mesmo para as expressdes que descrevem
as condi¢des de contorno do problema. Como consequéncia da aplicacdo do MDF, chega-se
num sistema de equagdes algébricas, a partir do qual os deslocamentos da casca ou base, nos
pontos da malha, podem ser obtidos, ou seja:

KU-=F, (26)

em que K € a matriz de rigidez do sistema casca-base, F. é o vetor das forcas externas atuantes
e U € o vetor de deslocamentos nodais do sistema, incognitas do problema. Efetivamente, a
matriz de rigidez do sistema, K, ¢ montada a partir do arranjo das equacgdes de equilibrio da
casca com a da base eldstica.

5.2 Tratamento do problema de contato bilateral

Caso a casca e a base estejam sujeitas as restri¢Oes bilaterais de contato, pequenos desloca-
mentos e deformacgdes, com o material de ambos os corpos exibindo comportamento eléstico, €
possivel a ado¢do de hipdteses da teoria linear eldstica para solugdo do problema. Dessa forma,
a solu¢do do problema de minimizagdo equivalente, descrito pela Eq. (13), e restricdo dada pela
Eq. (7), onde os deslocamentos da casca s@o iguais ao da base, e a regido de contato S, é co-
nhecida a priori, pode ser obtido diretamente resolvendo-se a equagdao matricial, Eq. (26), que
é reescrita da seguinte forma:

K, + K, U=F, (27)

em que o vetor U representa os deslocamentos nodais da casca e da base, que s@o iguais nesse
caso; K, e K, sds as matrizes de rigidez da casca e base, respectivamente.

5.3 Tratamento do problema de contato unilateral

Caso o sistema casca-base esteja sujeito as restricoes unilaterais de contato, mesmo consi-
derando as hipéteses de pequenos deslocamentos e deformacdes, e material eldstico, a solugcdo
do PCU nio pode ser obtida diretamente através de Eq. (27), uma vez que ndo se conhece, a
priori, a regido de contato .S, entre os corpos. Assim, no caso do PCU, apés a discretiza¢io do
sistema, o problema de minimizagao equivalente, definido pela Eq. (13), e restricao dada pela
Eq. (14), pode ser reescrito da seguinte forma:

MINTI(U, U,) (28)
Sujeitaa: — (U, U) <0 (29)

em que se considera agora o vetor U como os deslocamentos nodais da estrutura e U, os
deslocamentos nodais da base.

Estratégia de Solucdo 1 (ESI). A regido de contato S, € avaliada considerando diretamente
as restri¢des de contato unilateral, ou seja, formulando-se o0 PCU como um Problema de Com-
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plementaridade Linear (PCL), isto é, como um problema de otimizacdo com restricdes, que €
descrito genericamente da seguinte forma:

w>0 z>0;, wlz=0 (31)

tal que M € uma matriz quadrada de ordem p X p, e w, z e q sdo vetores de dimensdo p. Nessa
formulacao, ndo existe funcdo a ser minimizada ou maximizada; o objetivo € a obtencdo dos
vetores w e z que satisfagcam a Eq. (30), respeitando-se as restri¢des dadas pela Eq. (31).

A transformacgdo do problema de minimiza¢do em questdo (Eq. (28) e restricdo dada pela
Eq. (29)) num PCL (Eq. (30) e restricdes dadas pela Eq. (31)) equivalente, em que técnicas
de pivoteamento podem ser empregadas para resolvé-lo, envolve o emprego de metodologias
numéricas especificas. Neste trabalho, utiliza-se uma formulacdo onde as incdgnitas sdo os
deslocamentos da base elastica e os deslocamentos relativos entre os corpos. Essa formulagdo
tem como ponto de partida o indicador variacional:

1 1
= 5UTKLU + §UbTKbUb —~U"F, (32)

com U e U, sendo os deslocamentos da estrutura e da base, respectivamente; K e K, sdo as
matrizes de rigidez da estrutura e da base, respectivamente; e F. € o vetor de forcas externas
nodais.

Aplicando o teorema de Lagrange no indicador variacional (32) em relacao a valores nodais
cinematicamente admissiveis de U e Uy, chega-se a equacao de equilibrio do sistema:

KU+ K,U,=F, (33)

Através de algumas transformagdes e manipulacdes algébricas realizadas na equacao ante-
rior, chega-se a:

U, = (K, +Ky) 'F. + (K + K,;) 'K (U, — U) (34)
que ¢ equivalente a Eq. (30), caso se reconheca que:
W = Ub; q = (KL + Kb)ilFe; M= (KL + Kb)ilKL; Z — Ub -U (35)

Assim, a Eq. (34) com as restri¢des:
U,>0; (U,—U)>0; U (U,-U)=0 (36)
definem um PCL padrao, onde técnicas de otimiza¢do podem ser usadas na sua solugdo.

Estratégia de Solucao 2 (ES2). A regido de contato S, € inicialmente aproximada através de
uma determinada estratégia; na sequéncia, utiliza-se 0 método de Newton-Raphson para corrigi-
la e avaliar a participacdo da base eldstica na obtencdo de outras incégnitas do problema. Nessa
estratégia de solucdo, como as restrigdes de contato ndo sao consideradas de uma forma direta,
define-se o seguinte problema de otimizacdo sem restri¢des a ser resolvido:

g=[K,+KzU-F,#0 (37)

com g sendo o vetor gradiente, ou forcas desequilibradas do sistema casca-base, que deve se
anular ao longo do processo iterativo de Newton-Raphson. A cada iteracdo, através de uma
nova avaliacdo de S, corrige-se a participacdo da base eldstica, ou seja, a matriz de rigidez
K. Esse processo iterativo € concluido, indicando que a solucdo do PCU foi atingida, quando
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determinado critério de convergéncia for satisfeito.

6 EXEMPLOS

6.1 Estudo dos modelos bases elasticas (PCB)

O trabalho de Straughan (1990), apesar de estudar placas (com os quatro bordos livres),
tem grande semelhanca com esta pesquisa por usar o MDF como metodologia de solu¢do de
problemas de placas sobre bases eldsticas, em que ocorre contato bilateral entre os corpos
elasticos.

Tentando aproximar o problema resolvido por Straughan (1990), usou-se um painel retan-
gular de 7,2 x 14,4 m?, com uma carga distribuida de 2,394 x 10* N/m? aplicada sobre ele,
como o apresentado na Fig. 13. Algumas adaptagdes tiveram que ser feitas para aproximar o
problema analisado do encontrado na literatura. Primeiramente, considerou-se para o painel
cilindrico um raio de 1000 m, para que se assemelhasse a placa plana. Em segundo, adotou-
se 0 uso de apoios simples nas laterais menores, pois 0 presente programa nao permite 0 uso
de bordos livres nos quatro lados. A base usada por Straughan segue o modelo de Pasternak
(kg = 1,2993 MN/m? e kj; = 2,54652 MN/m).

byl
1
E
. = _ L=72m
© o= 23,94 kN2 |2 Cﬁiigr?clzo g
Ejjjllj\ll\\\& HHH\HE=20,684GPa
v v=0,0
iy — T ] Lo . kv= 2,54652 N/
Membrana ke= 1,2993 N/m?3
\Base
Elastica “

Figura 13: Painel cilindrico assente em base elastica - contato bilateral

A Figura 14 apresenta o deslocamento radial encontrado nos pontos localizados numa linha
que passa no meio do painel, paralela aos lados de menor dimensdo (simplesmente apoiados).
Percebe-se que existe uma boa aproximacao das configuragdes deformadas e as diferencas ob-
servadas sdo oriundas do ganho de rigidez proporcionado pelas diferencas nas condi¢des de
contorno (de livres para simplesmente apoiadas). A Tabela 1 apresenta os valores maximos de
deslocamento e erros obtidos.

0,000
€ L Modelo de 2 pardmetros
Y 0,005 \___— Modelo de 1 pardmetro /
= ©—o—o Straughan (1990)
b - \ malha 13x25 A4m-
- @ =
g 0010 malha 21x41 Z &
& 0,015 e l base
N
] -
o | Linha de
-0,020 ! ! andlise

| |

1 1
-4 -2 0 2
Comprimento longitudinal, x (m)

Figura 14: Deslocamento radial em um painel de curvatura suave sobre uma base elastica
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Além disso, o que se pode observar nesse exemplo € que a ado¢cdo do modelo de Winkler
- usando apenas o primeiro parametro kp -, introduziu pouca rigidez ao sistema casca-base
(observa-se que a linha de deslocamentos do grafico apresentou uma curvatura muito suave,
quase reta). Esse comportamento € esperado, mesmo no caso desse problema, que tem uma
relacdo entre kg e k), de tamanho razoavel (kg /ky = 0,51).

Tabela 1: Deslocamento radial maximo do painel/placa

Analise w (metros) erro (%)

1 pardmetro (malha de 21 x 41) -0,01941 20,0%

2 parametros (malha de 21 x 41) -0,01511 2,74%

2 parametros (malha de 13 x 25) -0,01528 1,58%
Straughan,1990 (malha de 13 x 25)  -0,01552

Foi feita, também, uma andlise dos deslocamentos para painéis cilindricos, onde sdo tes-
tados vdrios parametros das bases eldsticas (com contato bilateral) e carregamentos diferentes.
Primeiramente, aplicou-se uma carga distribuida de 10 N/m? sobre o painel apresentado na
Fig. 15, com formato quase quadrado e simplesmente apoiado nos quatro lados. O desloca-
mento radial obtido numa linha longitudinal mediana € apresentado na Fig. 16. O primeiro
pardmetro kp foi tomado constante em todos os testes e igual a 10° N/m?. O segundo parame-
tro, ks, sofreu uma variagdo de 1,0 x 10° N/m até 2,0 x 10° N/m, com relagdes kp/kys de
10;2; 1 e0,5.

Raingl i = 1q2m i
ESITIE
e LLLZ ST
]

Elastica

Figura 15: Painel cilindrico quadrado assente sobre base elastica com contato bilateral

Apesar do deslocamento na regido mediana do painel ndo ter sofrido variacao perceptivel,
foi observado que o ganho de rigidez oferecido pelo modelo de base com dois pardmetros inter-
feriu efetivamente na reducdo da perturbacdo causada pelas condicdes de contorno e reduzindo,
inclusive, 0 momento fletor, em z, mdximo na casca nessa regiao.

Na sequéncia, considerou-se uma carga concentrada de valor 10° N no centro do mesmo
painel anteriormente analisado. Os deslocamentos radiais e momentos fletores na dire¢do x
obtidos sdo apresentados na Fig. 17. Também foram usados os mesmos paridmetros para os
modelos de base do problema anterior.

Nessa avaliacdo, percebe-se, assim como no primeiro caso, que houve um ganho efetivo
de rigidez proporcionado pelo modelo de 2 parametros. Os valores de deslocamento maximos
e momentos em 6, apresentados na Tabela 2, demonstram que a ado¢do de um parametro kj;
grande (em relacdo a kp) acarretard uma reducdo efetiva do deslocamento radial e do momento
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Figura 16: Deslocamento radial e momentos fletores em = de um painel sob carga distribuida variando os
parametros da base
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o k= 1,0x108
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o
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1.6 | i | | |
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2
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Q
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-0,2 -0,1 0 0, 1 0,2
Posigao circunferencial, q (radianos)

Figura 17: Deslocamento radial e momentos fletores em ¢ de um painel sob carga concentrada variando os
parametros da base

maximos da casca. Dependendo da situacdo, esse fato pode acarretar um “mascaramento” dos
resultados, levando a um subdimensionamento da estrutura.
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Tabela 2: Deslocamento radial, =, e momentos fletores maximos, 1/y, de um painel sob carga concentrada
variando os parametros da base

Analise w (metros) Momento em 6 (Nm)
Sem base 0,04993 -28898232
Winkler (kg = 1,0 x 10%) 0,04817 -28604894
kp=1,0x10%e ky; = 1,0 x 10>  0,04817 -28604439
kp=1,0x10%e ky; = 5,0 x 105 0,04806 -28559427
kp=1,0x10%e ky; = 1,0 x 105 0,04569 -27525087
kg =1,0x10%e ky; = 2,0 x 106 0,03979 -24850753

6.2 Cargas em linha (PCU)

Para realcar o aparecimento de zonas de perda de contato (descolamento), em contraposi¢cao
as zonas de compressao, procurou-se aplicar duas cargas em linha circunferencial, com senti-
dos opostos, sobre a casca cilindrica analisada. Esse carregamento € representado na Fig. 18.
Porém, procurou-se posicionar essas cargas suficientemente distantes uma da outra, de forma
que uma pouco interferisse nos deslocamentos causados pela outra, evitando sobreposi¢des ou
compensacgdes na configuracdo deformada (deslocamento radial) da casca, indesejadas a ané-
lise.

A

-
= % EEEEE Ll

g= 1,0 MN/m q

Ciindica | 7m | 7m | 7m

Figura 18: Tubo cilindrico em contato unilateral com um meio elastico

Uma vez que o contato unilateral fornece diferentes tipos de oposi¢do ao deslocamento
dependendo da configura¢ido deformada (fun¢@o do carregamento), esse tipo de problema estru-
tural poderd destacar os efeitos das restri¢des de contato de forma clara.

Como ilustrado na Fig. 18, o tubo circular de a¢o tem 21 metros de comprimento € os
carregamentos em linha circunferencial sdo aplicados em 2z = 7 m e x = 14 m, com sentidos
opostos. Na mesma figura sdo apresentados os demais dados necessdrios para a definicdo do
problema; a malha de discretizacdo da casca usada é de 31 x 81 néds (x e 6).

Na Figura 19 € apresentada a configuracdo deformada obtida através das seguintes andlises:
sem contato, com contato bilateral e com contato unilateral usando as duas estratégias propostas.
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Figura 19: Configuraciao deformada da casca para diferentes analises: PCB e PCU

Da Figura 19, € possivel perceber que os resultados obtidos entre as duas estratégias pro-
postas sdo iguais. Além disso, existe coeréncia entre os resultados do contato unilateral com os
do contato bilateral e sem contato. Isto €, os deslocamentos obtidos no PCU, em ambas as estra-
tégias, foram semelhantes aos obtidos sem a consideracdo da base nos pontos onde ocorreram
descolamentos e semelhantes aos obtidos com contato bilateral nas outras regides. Isso significa
que, nos pontos onde houve deslocamento positivo ocorreu reagio da base eldstica (com corres-
pondente redugdo do deslocamento) e nos demais pontos, onde ocorreu deslocamento negativo,
a casca se deformou com pouca ou nenhuma interferéncia da base.

6.3 Cargas concentradas

Considerando um painel abatido de aco, praticamente quadrado, com 12 m de lado, como
o apresentado na Fig. 20, aplicaram-se quatro cargas concentradas (na direcdo radial), duas
comprimindo a casca contra a base eldstica e duas tracionando, todas com igual intensidade.
Foram feitas quatro andlises diferentes para o problema: sem contato, com contato bilateral e
usando as duas estratégias para contato unilateral (ES1 e ES2). Adotou-se uma malha de 21 x 21
nos. A configuracdo deformada obtida numa determinada regido de pontos (linha de anélise) é
apresenta na Fig. 21.

£ L=12m
& 40m _|,40m |, 40m

S : I

S Painel P P=11,0 MN

ﬂL Cilindrico ‘ \

s 7 X E= 205 GPa

f £v=03
‘\B/ %%%%%% ke= 20 MN/m

“ Elastica 7 o o o Ao A

Figura 20: Painel quadrado com quatro cargas concentradas

Analisando os resultados obtidos, percebe-se que a configuragdo dos deslocamentos € bas-
tante semelhante a verificada no problema anterior. Nas zonas de contato, os deslocamentos en-
contrados ao considerar o contato bilateral (PCB) sdo praticamente iguais ao unilateral (PCU).
Nas zonas de descolamento a similaridade € outra, isto €, os deslocamentos obtidos com o con-
tato unilateral sdo praticamente iguais aos da casca sem influéncia da base eléstica. A Figura 22
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Figura 21: Deslocamento radial na direcao = de um sistema painel-base sob cargas concentradas

apresenta, para ilustracdo, a configura¢do deformada do sistema casca/base, e o deslocamento
da base, mostrando as zonas de contato e as de descolamento (quando a base ndo reage ao
deslocamento da casca).

Zonas de
Painel cilindrico descolamento
Zonas de
contato
\ &
L te® 2
=T -
k gl - &
Base eléstica-/
a) Deslocamentos do painel b) Deslocamentos da base

Figura 22: Superficie deformada do sistema e da base sob cargas concentradas (f.esc.: x10)

7 CONSIDERACOES FINAIS

Foram realizadas neste trabalho analises computacionais de problemas envolvendo cascas
cilindricas com restri¢Ges bilaterais e unilaterais de contato impostas por bases eldsticas.

O Meétodo das Diferengas Finitas foi usado na discretizagdo do problema de interacdo
casca-meio, caracterizando-se como uma alternativa vidvel a outros métodos numéricos. Foram
implementados modelos de bases eldsticas, com um ou dois parametros. Tais modelos funcio-
naram adequadamente, tanto na consideragdo de contato bilateral quanto unilateral. Entretanto,
evidenciou-se a necessidade da defini¢do dos parametros de rigidez do solo, principalmente o
parimetro que determina a interacdo entre as molas (k;;), para que os resultados obtidos fiquem
mais proximos de resultados reais. Ademais, o nivel de ndo linearidade € vinculado a configu-
racdo deformada da casca, pois essa configuracdo pode representar maior ou menor formagao
de zonas de descolamento. Os fatores que influenciam o deslocamento dos pontos nodais sao
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os mesmos que definem a rigidez do sistema (R, ¢, E, kg, etc.) e, por conseguinte, o nivel de
nao linearidade do problema e a eficiéncia das estratégias. Por fim, o tipo de carregamento e
o sentido da carga também podem influenciar o nivel de ndo linearidade e, consequentemente,
a eficiéncia das estratégias. Cargas que tracionam a casca, causando descolamento da base,
tendem a proporcionar maior nivel de ndo linearidade que as cargas que comprimem a casca
contra a base eldstica.

Em continuidade a este trabalho, pretende-se estudar cascas cilindricas com restricdes de
contato levando-se em conta as nao linearidades geométrica e fisica da casca e meio.
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