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Resumo. Diversas pesquisas tém apontado que o comportamento de estruturas de concreto
é intrinsecamente dependente de seu respectivo volume, fendomeno este conhecido como efeito
escala. Tal efeito é uma consequéncia direta do elevado grau de heterogeneidade do material,
que é resultante de fenomenos fisicos e quimicos que ocorrem durante sua producdo e endu-
recimento. Dessa forma, é fundamental que modelos numéricos de fissuracdo que busquem
representar de forma realistica o comportamento do concreto sejam capazes de incorporar tal
fenoémeno, o que pode ser feito por meio de abordagens probabilisticas. Assim, neste traba-
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Modelagem Numérica Tridimensional da Fissurag¢do do Concreto Utilizando uma Abordagem Probabilistica

lho, foi desenvolvido um procedimento numérico adotando-se uma abordagem probabilistica
para considerar os efeitos da heterogeneidade, levando-se em conta a distribuicdo aleatoria
de propriedades mecanicas do material. Fazendo-se uso do Método de Monte Carlo, foram
realizadas diversas andlises tridimensionais de um caso de estudo, com o intuito de simular
numericamente o comportamento do concreto no ensaio de tragdo direta.

Keywords: Modelagem Numérica, Fissuracdo do Concreto, Abordagem Probabilistica, Método
de Monte Carlo

1 INTRODUCAO

O comportamento de estruturas de concreto estd amplamente relacionado com os efeitos
denominados efeitos de escala, ou seja, relacionado ao fato de que a resposta de uma estru-
tura de concreto depende de seu tamanho ou volume. Sendo assim, € imprescindivel que um
modelo de fissuracdo tenha a capacidade de levar em conta estes efeitos que tem relacdo com
a heterogeneidade do material, que € resultante de fendmenos fisicos e quimicos que ocorrem
durante sua producao e endurecimento, da microfissuracdo decorrente da secagem e retragao, e
da porosidade resultante da presencga de dgua (Rossi e Richer, 1987; Tailhan et al., 2010).

Na literatura existem diferentes modelos disponiveis que descrevem a fissuragao do con-
creto, considerando desde o seu inicio até a propagacao de fissuras. Dentre os quais, existem os
modelos que utilizam uma abordagem probabilistica, em que propriedades mecanicas do ma-
terial sdo distribuidas aleatoriamente nos elementos da malha, de acordo com suas respectivas
distribui¢des de probabilidade, cujos parametros sido obtidos através de andlise inversa de dados
experimentais (Rossi et al., 1992; Rossi e Wu, 1992; Rossi et al., 1994; Tailhan et al., 2008;
Tailhan et al., 2012; Tailhan et al., 2013).

Sendo assim, no presente trabalho, utiliza-se este principio, onde considera-se que cada
elemento finito pode ser caracterizado como representativo de um volume de material hete-
rogéneo, cujo o comportamento € governado pelo seu grau de heterogeneidade, que € definido
como a razdo entre o volume do elemento finito (volume elementar) e o volume do maior agre-
gado componente do concreto (representativo da heterogeneidade do material) (Rossi e Risser,
1987). No que tange a heterogeneidade do material, considera-se ainda que a resisténcia a
tracdo pode ser distribuida de forma randomica segundo a lei de distribui¢do de probalilidade
continua de Weibull (Weibull, 1951).

De maneira geral, o objetivo desta pesquisa € a implementacao de um modelo macroscépico
continuo 3D que seja adequado para a representacao do processo de fissuracdo de elementos
estruturais sob tracao uniaxial, considerando a influéncia dos parametros da lei de distribuicdo
de probabilistica no comportamento mecanico estrutural. Em que para se obter o resultado
estatistico do método proposto, € utilizado o método de Monte Carlo, que consiste na realiza¢do
de vérias simulacdes do mesmo problema, variando-se a distribuicdo aleatdria da resisténcia a
tracdo, a fim de fornecer um resultado médio dentre as andlises realizadas.

2 MODELO CONTINUO PROBABILISTICO DE FISSURACAO DO
CONCRETO

Na formulacio deste modelo, baseado mais recentemente nos trabalhos desenvolvidos por
Tailhan et al. (2010), Rastiello (2013) e Tailhan et al. (2013), considera-se um padrao de
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fissuras semi-explicito no sentido de que uma visdo discreta da fissuracdo € preservada, ou
seja, as propriedades dos materiais sdo distribuidas de forma discreta na malha. A fissuracao
elementar é levada em conta a partir de uma relagdo constitutiva elasto-fragil associada com
o processo de criagdo/propagacgdo de fissuras. No caso de um comportamento local, quando
no centro de gravidade de um elemento de volume atinge-se a tensdo mdaxima de tracdo do
concreto entdo a rigidez deste elemento é considerada como zero, o que fisicamente pode ser
descrito como o aparecimento de um orificio na malha de elementos finitos.

No que se refere ao processo de fissuragao, o modelo nio trata de forma explicita a questdao
da propagacao de fissuras, isto €, ndo utiliza-se uma lei de propagacao de fissuras conforme a
mecanica da fratura, porém lida-se com uma criacao aleatdria de fissuras elementares. Dessa
forma, a propagacdo de macro-fissuras, em um nivel macroscépico, € considerada como con-
sequéncia da fissuracdo de sucessivos elementos (Tailhan et al., 2010).

De maneira geral, o modelo considera a influéncia da heterogeneidade e do efeito escala
no comportamento global de uma estrutura de concreto, baseando-se em valida¢des realizadas
com resultados experimentais, obtidos por Rossi et al. (1994) e Tailhan et al.(2010).

A heterogeneidade do material € caracterizada pela razio entre o volume V' do material e o
volume do maior grao do agregado V. Dessa forma, assume-se que um elemento finito pode ser
considerado como representativo de um volume de material heterogéneo e o seu grau de hete-
rogeneidade elementar (7.) passa a ser definido como a razao entre o volume do elemento finito
Ve € 0 volume do maior agregado V; (Eq. 1). Considera-se, portanto, que o0 comportamento
mecanico de cada elemento finito depende do seu tamanho e esta sujeito a variacoes aleatorias.

oo Ve (M

Com o intuito de descrever a heterogeneidade do material de forma probabilistica, propri-
edades mecanicas do material sdo distribuidas de maneira aleatéria sobre a malha de elementos
finitos. Neste trabalho, a resisténcia a tragdo do material ( f;) foi distribuida randomicamente se-
gundo a lei de Weibull, que é uma lei de distribui¢do de probabilidade continua, com aplicagcdo
em diversas areas da ciéncia. As demais propriedades mecanicas do concreto foram mantidas
constantes para que fosse possivel uma andlise da influéncia da variabilidade estatistica apenas
da resisténcia a tracao.

A lei de distribuicdo de Weibull vem sendo bastante utilizada para representar materiais
com comportamento fragil, desde os trabalhos iniciais desenvolvidos por Weibull (Weibull,
1939; Weibull, 1951). Apos isso, trabalhos posteriores foram sendo desenvolvidos relacionando
também a resisténcia de materiais frageis com o tamanho da amostra, ou seja, o efeito escala
(Rossi et al., 1994).

E dito que uma varidvel aleatdria x segue a distribui¢io de Weibull (com dois pardmetros)
se sua fun¢do densidade de probabilidade é definida pela funcéo f(x,b,¢) : x € (0,00 — R,
tal como:

f(z,b,c) = b <$)b1 e(ff)b (2)

c\c
onde b > 0 é chamado de parametro de forma que altera o comportamento da distribuicao, por
exemplo, para b < 1 o fator exponencial da distribui¢ao é predominante, para b = 1 ela se reduz
a distribuicdo exponencial e para b > 1 o fator polinomial da distribui¢do é predominante; e
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¢ > 0 é chamado de parametro de escala da distribuicao.

A fungido de distribui¢do acumulada F'(x, b, ¢) da distribuicdo de Weibull é dada pela Eq. 3
e sua funcdo inversa F'~!(x, b, ¢) é dada pela Eq. 4.

x

F(z,b,c)=1— e_(?>b (3)
F~Y(,b,¢) = c(In(l — z))b )

A esperanca matematica y e a variancia o da distribui¢do sdo dadas respectivamente pela
Eq. 5e Eq. 6.

w=-cl (1 + 2) )

o= (147) -2 (©)
onde ' representa a fun¢do gama dada pela Eq. 7:

I(n) = /Ooo " e dx (7

e quando 7 é um inteiro positivo entdo I'(n + 1) = nlou I'(n) = (n — 1)\
2.1 Geracao de Variaveis Aleatorias

Para a geracdo aleatdria da resisténcia a tracdo, foi utilizado um método que parte da
geracdo de niimeros aleatorios com distribuicdo uniforme em [0,1] como base para construir
varidveis aleatdrias de outras distribui¢des. Para tal, utilizou-se o chamado Método de Inversao,
que se baseia no denominado Teorema Fundamental da Transformagao de Probabilidades:

Teorema: Sejam U uma varidvel aleatdria uniforme com distribui¢do entre [0,1] e X uma
variavel aleatéria com densidade f e funcdo de distribui¢ao F' continua e invertivel, entdo sendo
F~! a fungdo inversa da fungdo de distribui¢do acumulada F, tem-se que X = F~1(U) possui
densidade f.

Dessa forma, segundo o teorema sugere, tem-se o seguinte algoritmo geral de inversao:

Algoritmo 1: WEIBULL
inicio
Gere U ~ U(0,1);
Faca X = F~1(U);
fim
retorna X

2.2 Simulacao de Monte Carlo

Tendo em vista que a proposta deste trabalho € simular o comportamento de um dado
elemento de concreto sob um ensaio de tragdo uniaxial, de acordo com uma perspectiva proba-
bilistica, faz se necessdaria a realizacdo de diversas simulacdes do problema em questdo com o
intuito de obter um resultado médio com significancia estatistica. Para isso, € utilizado o método
de Monte Carlo, em que sdo realizadas n simulagdes do exemplo em estudo, com distribuicdo
aleatdria da resisténcia a tragdo segundo a distribuicdo de Weibull.
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Cada simulacdo pode ser vista como uma amostra independente. Dessa forma, o niimero
n de amostras a serem realizadas pelo método pode ser definido a priori, por empirismo,
ou o procedimento pode chegar ao fim quando uma determinada tolerancia for atingida. No
caso deste trabalho, para cada amostra analisada obtém-se como resposta um diagrama carga-
deslocamento (P-0) que € utilizado para controlar a tolerancia do método. O valor médio de

d . .
carga P"““" para n amostras no incremento de deslocamento i é calculado conforme a Eq. (8).

n .

P!

1

d =1
Rme L J (8)
n

onde, j representa o indice correspondente a amostra.

O procedimento de Monte Carlo € encerrado quando a condicao descrita pela Eq. (9) for
atingida, o que significa dizer que o nimero n de amostras realizadas até entdo € suficiente para
a convergéncia do método. Uma esquematizacdo deste procedimento pode ser vista de forma
resumida através do Algoritmo 2.

1 ‘mas
— Z |]3imed,n _ ]Dimed,n—1| < tol (9)

tmaz ;—1

onde, 7,,,, ¢ 0 nimero total de incrementos de deslocamento e tol € uma tolerancia prescrita.

Algoritmo 2: MONTE CARLO

inicializacdo das varidveis;

enquanto critério de parada ndo for atingido faca
calcule a curva (P, §) para o respectivo exemplo;
avalie o critério de parada;

fim

retorna curva (P, 0) média

3 ESTUDO DE CASO

A metodologia abordada neste trabalho € apresentada por meio da simulacdo de um ensaio
de tracdo direta em um corpo de prova cibico com dimensdes 100 x 100 x 100 ¢m, médulo de
Young E = 20000 N/mm?, Poisson v = 0.2 e com resisténcia a tragio distribuida de forma
aleatdria na malha de elementos finitos segundo a lei de Weibull.

A malha de elementos finitos utilizada (Fig.1) é composta por 10373 elementos tetraédricos
e 2315 nds, aproximados por fun¢des de interpolacao lineares. A partir desta discretizagdo da
malha, que, com base na experi€ncia dos autores, fornece resultados convergentes, obteve-se o
volume médio dos elementos V, = 0.964d~*m?, o volume do maior agregado foi considerado
como V, = 3.014d~*m? (Rastiello G., (2013)), resultando num grau de heterogeneidade do
material de aproximadamente 7, = 3.187d .

Como condicdes de contorno tem-se: imposic¢ao de deslocamentos nos nds da face superior,
restricdo de deslocamentos na direcao perpendicular nos nds da face inferior e restricdo de
deslocamento nas duas dire¢des paralelas no n6 central da inferior.

Buscando-se avaliar a influéncia dos parametros b e ¢ da lei de Weibull no comportamento
da fungdo de distribui¢do f(x,b,c), utilizada para representar as caracteristicas do material
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Figura 1: Geometria e discretizacao da malha de elementos finitos do problema analisado.

a nivel elementar (do volume representado por cada elemento finito) e, consequentemente,
na resposta da curva P-J, foram realizadas simulagdes para trés pares de parametros (b, c).
Verificou-se, também, a eficicia da rotina de distribuic@o aleatdria de resisténcia a tragdo através
da comparacao gréfica da funcao de densidade de probabilidade de Weibull analitica com os da-
dos obtidos pela sub-rotina de distribui¢ao aleatoria.

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Avaliacao da distribuicao aleatéria da resisténcia a tracao nos elemen-
tos da malha

Nos gréficos abaixo (Figuras 2-4), sdo comparadas as curvas de densidade de probabilidade
de Weibull analitica com as curvas obtidas a partir da distribuicao aleatdria da propriedade de
resisténcia a tracdo nos elementos da malha. Esta ultima denominada aqui como curva do
modelo numérico, foi obtida a partir da distribui¢do de frequéncia relativa do conjunto de dados
aleatorios, distribuidos nos elementos da malha antes da resolu¢cdo do problema de elementos
finitos, dividida pelo intervalo de classe utilizado, cujo valor foi 0.1MPa.

Por meio desta comparacdo gréfica € possivel constatar que o procedimento numérico de
distribuicdo aleatdria da resisténcia a tragio do concreto estd em conformidade com a distribui¢cao
de Weibull, independentemente da variacio dos pardmetros b e ¢, evidenciando boa eficicia da
sub-rotina de distribui¢do aleatoria.

Para caracterizar a dispersao ou variabilidade dos dados foi calculada uma medida de dis-
persdo relativa, denominada como coeficiente de variagdo de Pearson c,,, definido pela Eq. 10,
onde a média p e o desvio padrdo o sdo calculados de acordo com a Eq. 5 e Eq. 6, respectiva-
mente.
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A média, o desvio padrdo e coeficiente de variagdo de Pearson correspondente as trés
simulagdes realizadas podem ser vistos na Tabela 1 e mostram que a dispersdo dos dados foi
crescente, tendo a terceira simulagdo a maior variabilidade dos dados em relacdo a média da
distribuicao.

Cop =

g (10)
I

Densidade de probabilidade

0 0,5 1 15 2
Eesisténcia a tragdo (MPa)

Figura 2: Comparacio da curva de distribuicao de probabilidade de Weibull analitica e numérica, com
parametros b = 7ec= 1.

dade de probabilidade

Eesisténcia a tragdo (MFPa)

Figura 3: Comparacao da curva de distribuicao de probabilidade de Weibull analitica e numérica, com
parametros b = 3 e c = 8.
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b=15ec=8

—+— Modelo
fium erico

Densidade de probabilidade

Eesisténcia a tracio (MPa)

Figura 4: Comparacio da curva de distribuicao de probabilidade de Weibull analitica e numérica, com
parametros b = 1.5ec=8.

Tabela 1: Medidas estatisticas da distribuicao de Weibull conforme a variacao de parametros.

Parameters 1 (MPa) o (MPa) Cop
b="T,c=1) 0.9354 0.1571 0.1680
(b=3,c=238) 7.1438 2.5964 0.3634

(b=1.5,c=238) 7.2219 4.9035 0.6790

4.2 Discussao dos resultados em relacao ao comportamento global do pro-
blema

Considera-se que, para um dado volume de concreto representado pelo volume do ele-
mento finito, a distribuicdo de Weibull representa a heterogeneidade do material de maneira
equivalente ao material real. Dessa forma, é de suma importancia conhecer a influéncia que
uma dada distribuicdo terd na resposta global do problema. Resposta esta que € considerada,
neste trabalho, a partir da avaliacdo da curva de carga x deslocamento P-0 que caracteriza o
comportamento mecanico do problema.

Sendo assim, para cada par de pardmetros (b, ¢) descritos na sec¢do 4.1 foi realizada uma
simulacao de Monte Carlo para estudar a resposta global do sistema, buscando associd-la com
a respectiva distribuicdo de Weibull que caracteriza o material. Para cada simulagdo do método
foram realizadas andlises de 50 amostras (50 exemplos com diferentes valores aleatdrios de f;),
obtendo-se a curva P-0 média para cada uma delas, atendendo-se a uma tolerancia de 10~° MN
conforme a Eq. (9).
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Nas curvas mostradas na Fig. 5, Fig. 6 e Fig. 7, verifica-se que quanto maior a dispersao
dos dados da distribuicdo, definida pelo coeficiente de variagao de Pearson (Tabela 1), mais
suave € a diminui¢do da carga no ramo pds-pico da curva P-¢. Tal resultado indica que o ¢,
pode ser associado com o grau de heterogeneidade do material, uma vez que o processo de
fissuracdo € significativamente influenciado pela variabilidade das propriedades do material.

0,25

b=7 ec=1

Deslocamento {m)

Figura 5: Curva P-0 média correspondente a distribuicio de Weibull com parametros b = 7ec = 1.

Deslocamento {m)

Figura 6: Curva P-) média correspondente a distribuicao de Weibull com pariametros b = 3 e ¢ = 8.
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14

b=15ec=8

Carga (WN)

0 00001 00002 00003 00004 00005 O,0006

Deslocamento (m)

Figura 7: Curva P-) média correspondente a distribuicao de Weibull com parametros b = 1.5 e ¢ = 8.

Para exemplificar o comportamento das respostas obtidas pelo método de Monte Carlo, sdo
apresentadas na Fig. 8, para b = 1.5 e ¢ = 8, a curva média (em negrito) juntamente com
as respostas obtidas para cada amostra (em cinza). Nota-se que para cada amostra tem-se um
processo de fissuracao distinto, em conformidade com as dispersdes geralmente constatadas em
ensaios experimentais.

14

il

. b=1l5ec=8

Carga (WN)

0 00001 00002 00003 00004 O0005 O,0006
Deslocamento {m)

Figura 8: Comportamento global: resposta numérica das amostras realizadas (em cinza) e curva (P, 0)
média (em negrito) correspondente a distribuicao de Weibull com parametros b = 1.5e c = 8.

A fim de se observar uma relac@o entre o valor médio da resisténcia a tracdo associada a
uma dada distribuicdo de Weibull (1) e aquela possivelmente determinada via ensaios expe-
rimentais, na Tabela 2 sdo mostrados os valores de resisténcia a tracdo média f;,,.q calcula-
dos a partir da carga maxima da curva P-0 média obtida para cada par de pardmetros (b, c),
considerando-se que drea da seclo transversal da peca € 1 m?, juntamente com a variacio per-
centual em relacdo a p. Nota-se que, para os trés casos analisados, quanto maior a dispersao
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(Tabela 1), maior a variagdo entre f; .4 € 1, 0 que pode ser explicado pelo fato de que quanto
maior a dispersdo nos valores de resisténcia a tracdo do material, menor é o nivel de carga no
qual parte consideravel dos elementos estardo danificados, ocasionando a ruptura da peca.

Tabela 2: Comparacao entre a resisténcia a tracdo média obtida a partir do diagrama P-0 (f; meq) € f.

Parameters 1 (MPa) ft.mea (MPa) Variation (%)
b="Tc=1) 0.9354 0.2122 -71.3
(b=3,c=28) 7.1438 1.4337 -79.9

(b=15,c=238) 7.2219 1.1331 -84.3

Na Fig. 9 tem-se, como ilustra¢do do processo de ruptura na malha de elementos finitos,
a resposta de uma andlise do problema com corte de um quarto da geometria para visualizagao
no interior da peca, onde os elementos em vermelho sdo considerados como danificados, isto
¢, nestes elementos a maxima tensdo principal de tracdo o atingiu a resisténcia a tracido f;
distribuida aleatoriamente (o; > f;). Pode-se notar claramente um plano de fissuragéo aproxi-
madamente no centro da peca, formado pela unido de diversos elementos danificados em regides
proximas.

Figura 9: Visualizacao de um das amostras do exemplo analisado mostrando os elementos danificados.

5 CONCLUSAO

Utilizando uma abordagem probabilistica na modelagem numérica de um cubo de concreto
sob tragdo direta, foi possivel observar que a resposta carga-deslocamento do modelo pode ou
nao apresentar um nitido ramo de amolecimento p6s-pico, dependendo da dispersao dos valores
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de resisténcia a tracao distribuidos nos elementos da malha, de modo que na medida em que se
aumenta o coeficiente de variacdo da resisténcia a tracdo, diminui-se a probabilidade de ruptura
fragil da peca, mesmo com o aparecimento de um plano de fissuragao bem definido.

De acordo com os estudos realizados, deve-se considerar de forma cautelosa os valores de b
e ¢ que melhor descrevem o comportamento do material, caracterizando assim uma distribui¢cao
de Weibull apropriada para o problema em questdo. Pois, como foi mostrado, diante das
variagdes dos parametros, obtém-se resultados significativamente diferentes, ndo apenas no que
se refere a forma da funcdo de distribui¢ao de probabilidade, mas também na resposta global do
problema. Dessa forma, estes parametros devem ser capazes de representar corretamente o tipo
do material utilizado para que se obtenha uma resposta mecanica pertinente.

Além disso, também foi possivel constatar uma significativa diferenca entre o valor médio
da resisténcia a tragdo associado a distribuicdo de Weibull e aquele calculado convencional-
mente por meio de ensaios experimentais, de maneira que tal diferenga aumenta com o aumento
da dispersao da distribui¢do estatistica.
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