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Abstract. Propõe-se neste trabalho a realização de análises numéricas avançadas não lineares 
de colunas e pórticos planos em aço. Vale enfatizar a adoção do referencial corrotacional nas 
formulações não lineares geométricas de elementos finitos, que é baseado na separação 
explícita entre os movimentos de corpo rígido e deformacionais. Nessa abordagem 
corrotacional, apenas os movimentos que causam deformações estão presentes, e assim é 
permitido as medidas das deformações lineares, sem perda de precisão. Com relação à não 
linearidade do material, deve-se utilizar uma metodologia baseada no Método da 
Compatibilidade de Deformações (MCD) para determinação da capacidade resistente dos 
elementos estruturais, onde as relações constitutivas são usadas de forma explícita. O MCD 
será acoplado ao Método da Rótula Plástica Refinado (MRPR), em que a plasticidade é 
avaliada em termos nodais através dos parâmetros generalizados de rigidez. Esse acoplamento 
visa a obtenção de uma boa precisão e agilidade nas análises numéricas de estruturas de aço. 
Trata-se na realidade de uma extensão de trabalhos anteriores dos autores, onde agora 
atenção especial será dada à avaliação numérica do comportamento de estruturas com 
membros de seção transversal I fletidos em torno do eixo de menor inércia. Estudos serão 
também realizados considerando membros estruturais com seções transversais quaisquer. As 
análises avançadas serão validadas através da comparação com respostas experimentais e 
numéricas presentes na literatura. 
Keywords: Colunas e pórticos em aço, Método da Compatibilidade de Deformações, Método 
da Rótula Plástica Refinado, Referencial Corrotacional, Eixo de Menor Inércia 
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1  INTRODUÇÃO 

Na elaboração do projeto estrutural busca-se dimensionar os elementos atendendo as 
condições de segurança e de utilização previstas para a construção. Esse dimensionamento é 
feito com base nas respostas obtidas na análise estrutural, na qual são determinados os esforços 
internos, deslocamentos, tensões e deformações da estrutura sob determinadas condições de 
contorno e carregamento (Gonçalves, 2013). Para prever o comportamento da estrutura de 
maneira precisa, é necessária uma boa interação entre as etapas de análise e projeto. Nesse 
campo, destaca-se a análise avançada, que pode ser definida como um método capaz de avaliar 
simultaneamente a resistência e a estabilidade da estrutura, sem a necessidade da verificação 
individual da capacidade dos membros (Chen e Toma, 1994). 

A concepção de projetos estruturais utilizando análises avançadas, que tem o objetivo de 
avaliar o comportamento real da estrutura, deve ser realizado considerando algumas fontes de 
não linearidade. Para tal propósito empregam-se recursos computacionais avançados e são 
utilizadas formulações numéricas adequadas para simular o comportamento não linear de uma 
estrutura.  

Nesse contexto, o Método dos Elementos Finitos (MEF) se destaca como uma ferramenta 
eficiente na simulação numérica de problemas estruturais. Já consolidado na análise avançada 
de estruturas de aço, o CS-ASA (Computational System for Advanced Structural Analysis; 
Silva, 2009) utiliza formulações do MEF baseadas no Método da Rótula Plástica Refinado 
(MRPR). Dentre os diversos métodos capazes de realizar a análise avançada, o MRPR pode ser 
destacado com um dos mais eficientes (King et al., 1992; Liew et al., 1993; Chan e Chui, 2000). 
Baseado na teoria da plasticidade concentrada, esse método tem se mostrado prático e preciso 
na avaliação do comportamento inelástico até o colapso da estrutura. 

O comportamento não linear na relação tensão-deformação dificulta a definição das 
rigidezes dos elementos à medida que as deformações variam. Para contornar esse problema, é 
utilizado aqui o Método da Compatibilidade de Deformações (MCD), e que possibilita análises 
mais realistas ante as prescrições normativas. O MCD será utilizado aqui tanto na avaliação da 
capacidade resistente da seção transversal do elemento estrutural, quanto na determinação das 
suas rigidezes axial e à flexão. 

Na consideração da não linearidade geométrica, vale enfatizar a adoção do Referencial 
Corrotacional (RCR), que é baseado na separação explícita entre os movimentos de corpo rígido 
e deformacionais, e na utilização de funções de interpolação consistentes com a teoria de 
deformação não linear. 

O método de Newton-Raphson será aplicado tanto na solução do sistema de equações de 
equilíbrio não lineares como na definição da relação momento-curvatura. Como já mencionado, 
o CS-ASA será a base computacional utilizada neste trabalho, que foi inicialmente 
desenvolvido para análise não linear estática e dinâmica de estruturas metálicas (Silva, 2009).  
E mais recentemente, Lemes (2015) introduziu a possibilidade da análise avançada estática de 
estruturas mistas. 

O presente trabalho está organizado em mais 4 seções. Na Seção 2 é apresentado a 
formulação geométrica não linear do elemento finito, onde apresenta-se a sua matriz de rigidez. 
Mais adiante, na Seção 3, a formulação numérica inelástica baseada no MRPR (Silva, 2009; 
Gonçalves, 2013) é detalhada, incluindo também o MCD. São simulados alguns exemplos para 
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validação da metodologia proposta no item 4. Por fim, alguns aspectos importantes observados 
nos exemplos estudados são levantados na Seção 5. 

2  FORMULAÇÃO GEOMETRICAMENTE NÃO LINEAR 

Formulações numéricas desenvolvidas ao longo dos últimos anos com o objetivo de incluir 
a não linearidade geométrica na análise, juntamente com estratégias de solução não linear 
eficientes, impulsionam a procura de respostas que retratam o comportamento real das 
estruturas.  

A não linearidade geométrica surge devido a modificações da geometria da estrutura que 
aparecem ao longo do processo de carregamento e deformação do corpo. Segundo Silva (2009), 
deslocamentos relativamente grandes causam deflexão lateral de membros da estrutura, e como 
consequência ocorre o aparecimento de momentos fletores adicionais, em virtude da presença 
de um esforço normal. Esse tipo de comportamento pode ser também chamado de efeitos de 
segunda ordem, e é responsável por considerar os efeitos P-Δ (global) e P-δ (local, a nível de 
elemento), que são os efeitos oriundos das deformações da estrutura à medida que é carregada. 

2.1 Referencial Corrotacional (RCR) 

Para a consideração dos efeitos geométricos não lineares, o RCR será utilizado para 
descrever o movimento dos corpos sólidos, que segundo Hsiao et al. (1987), Battini (2002) e 
Santana (2015), pode ser adaptado tanto às formulações com o Referencial Lagrangiano Total 
(RLT) quanto aquelas que adotam o Referencial Lagrangiano Atualizado (RLA). De acordo 
com Battini (2002), a aproximação corrotacional é vista como um caminho alternativo para 
uma análise eficiente de elementos finitos não lineares. A principal ideia, nesse contexto, é a 
decomposição do movimento do elemento em duas parcelas: uma associada ao movimento de 
corpo rígido do elemento e a outra parte associada a deformação pura. A movimentação do 
elemento é medida através do uso do sistema de coordenadas locais (X, Y), onde essas 
coordenadas terão uma contínua rotação e translação em conjunto com o elemento (Fig. 1). A 
mudança do elemento da configuração indeformada original para uma configuração deformada 
atual pode então ser dividida em dois passos: o primeiro é o movimento de corpo rígido 
incluindo rotação e translação do elemento, e o segundo passo consiste na deformação relativa 
em um sistema de coordenadas locais que produz energia.  

É necessário obter a relação entre o sistema de coordenada local e global para as devidas 
atualizações nas análises dos sistemas estruturais. As relações cinemáticas e a notação adotada 
estão na Fig. 1, e o vetor de deslocamentos do elemento é definido por:  

T

g i i i j j ju uv v= θ θ  u
 

   (1) 

Já o vetor de deslocamentos naturais nodais no sistema local é dado por: 

T

l i ju= θ θ  u
 

(2) 

As componentes do vetor de deslocamento naturais podem ser expressas baseadas em 
termos dos deslocamentos no sistema de referência global, conforme: 
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fu l l= −
  (3a)  

i iθ = θ − α  (3b) 

j jθ = θ − α
 (3c) 

sendo l f o valor do comprimento atualizado, l o valor do comprimento inicial do elemento e α a 
rotação de corpo rígido. 

 

Figura 1.  Relação entre sistema local e global  

A rotação de corpo rígido, α, pode ser expressa como o incremento de rotação entre a 
orientação atual e inicial, ou seja: 

( )
( )

( )
( )0 arctan

j j i i j i

j j i i j i

y v y v y y

x u x u x x

 + − − −
α = β −β = + 

+ − − −    

(4) 

em que β representa o valor do ângulo de orientação do elemento (ângulo entre o eixo axial 
local e o eixo horizontal global), de modo que na configuração inicial o mesmo é dado por β0. 

Os deslocamentos naturais virtuais podem ser obtidos através da diferenciação parcial das 
Eqs. (3a), (3b) e (3c), isto é: 

[ ]0 0 gu c s c sδ = − − δu
 (5) 

[ ]1
0 0i i g

f

s c s c
l

δθ = δθ − − − δu
 

(6) 
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β0

liu
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[ ]1
0 0j j g

f

s c s c
l

δθ = δθ − − − δu
 

(7) 

que são organizados de acordo com: 

 l gδ = δu B u
 (8) 

sendo: 

0 0

/ / 1 / / 0

/ / 0 / / 1
f f f f

f f f f

c s c s

s l c l s l c l

s l c l s l c l

 − −
 = − − 
 − − 

B

 

(9) 

A relação entre o vetor de forças internas local, fl, e o global, fg, é obtida através do 
Princípio dos Trabalhos Virtuais (PTV), ou seja: 

T T T T
g g l l g lVδ = δ = δ = δu f u f u B f

 (10) 

Com o emprego da equação anterior, tem-se que a relação entre as forças internas no 
sistema de referência global e o sistema local é dada por: 

T
g l=f B f

 (11) 

em que o vetor de forças internas local é f l = [N  Mi  Mj], onde N, Mi e Mj são as forças internas 
axial e momentos fletores, respectivamente. 

A matriz de rigidez tangente global, Kg, pode ser definida através da diferenciação das 
forças internas globais em relação aos deslocamentos globais, conforme: 

g
g

g

δ
=

δ
f

K
u  

(12) 

Assim, fazendo a diferenciação da Eq. (11) em relação aos deslocamentos globais, tem-se: 

1 2 3
T

g l i jN M Mδ = δ + δ + δ + δf B f b b b
 (13) 

em que: 

[ ]1 0 0
T

c s c s= − −b
 

(14a) 

[ ]2 0 0 1 0 0 0
T

fl
= − z

b
 

(14b) 
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[ ]3 0 0 0 0 0 1
T

fl
= − z

b
 

(14c) 

São introduzidas as seguintes notações: 

[ ]0 0
T

c s c s= − −r
 

(15a) 

[ ]0 0
T

s c s c= − −z
 

(15b) 

onde: 

( ) ( )1
cos j j i i

f

c x u x u
l

= β = + − −  (16a) 

( ) ( )1
j j i i

f

s sen y v y v
l

= β = + − −  (16b) 

Fazendo agora a derivação da Eq. (14a) e (14b), chega-se à: 

1

T

g
fl

δ = δ = δzz
b r u

 
(17a) 

2 3 2 2

1f T T
g

f f f

l

l l l

δδ
 δ = δ = − + = + δ 

zz
b b rz zr u

 
(17b) 

O primeiro termo da Eq. (13) pode ser computado através da relação de equilíbrio local do 
elemento, isto é: 

l l l l gδ = δ = δf K u K B u
 (18) 

em que K l é a matriz de rigidez no sistema de referência local, onde será adotado a teoria de 
viga de Euler-Bernoulli. A não linearidade física será incorporada na matriz K l, detalhada mais 
adiante.  

Finalmente, da Eq. (12) e usando as relações anteriores, chega-se na expressão da matriz 
de rigidez tangente global do elemento: 

2

1
( )

T
T T T

g l i j
f f

N M M
l l

 = + + + + 
zz

K B K B rz zr
 

(19) 

As Equações (11) e (19) apresentam a relação entre os valores locais e globais das forças 
internas e matriz de rigidez tangente, respectivamente. O primeiro termo da Eq. (19) caracteriza 
a matriz de rigidez inelástica e os últimos três termos representam a matriz de rigidez 
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geométrica, onde é levado em conta os efeitos de segunda ordem do sistema estrutural. As 
forças internas do elemento, a matriz de rigidez e a matriz de transformação, B, devem ser 
atualizadas constantemente durante todo o processo de resolução do sistema (Método de 
Newton-Raphson), tanto no processo incremental, quanto no processo iterativo. 

2.2 Matriz de Rigidez (Kl) 

No MEF tradicional baseado em deslocamento, as funções de interpolações são obtidas 
considerando os graus de liberdade nodais do elemento. A utilização dessas funções de 
interpolações de deslocamento, que são de baixa ordem, pode apresentar um aumento de rigidez 
espúria no elemento viga-coluna. Como consequência, quando o elemento estiver sujeito a 
grandes deformações, pode acontecer o efeito de travamento de membrana, conhecido como 
“membrane locking”. Diferentes estratégias podem ser usadas para eliminar esse travamento, 
como a integração reduzida e o emprego de uma ordem mais elevada nas funções de 
interpolação. Esses procedimentos, entretanto, apresentam bons resultados quando geralmente 
é utilizado um número grande de elementos na modelagem do sistema estrutural. 

Um novo elemento de viga-coluna não linear foi então proposto por Tang et al. (2015). 
Com o objetivo de eliminar o “membrane locking”, esses pesquisadores usaram as equações 
diferenciais de equilíbrio de forças para obter as funções de interpolação e um estado de 
deformação consistente. 

Para se estabelecer uma função de interpolação consistente para a componente de 
deslocamento axial, considera-se inicialmente que a deformação axial seja constante em todo o 
elemento, de modo que: 

2 2 2

2 2

1
0

2

 ε  = + = + =  
   

d d du dv d u dv d v

dx dx dx dx dx dx dx
 

(20) 

Assume-se então que o deslocamento axial pode ser dividido em um deslocamento 
puramente extensional, ua, e um deslocamento induzido pela flexão, ub, como:  

a bu u u= +
 

(21) 

sendo: 

 a

x
u u

l
=

 

(22) 

Já ub deve satisfazer as seguintes condições de contorno: 

0bu =  em 0,  x l=
 

 (23) 

Para se definir ub usando a Eq. (20), considera-se, como já mencionado, que a deformação 
axial seja constante, isto é: 
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2 2
1 1

2 2
a bdu dudu dv dv

dx dx dx dx dx
   ε = + = + + =   
   

 Constante
 

(24) 

Com a integração da equação anterior, e usando as condições de contorno dadas pela Eq. 
(23), chega-se a: 

2 2

0 0

1 1
( )

2 2

l x

b

x dv dv
u x dx dx

l dx dx
   = −   
   

∫ ∫
 

(25) 

Portanto, as novas funções de interpolações de deslocamento são (se adotada a teoria de 
viga de Euler-Bernoulli): 

2 3

2

(2 ) ( )
( ) i j i j

i

x x
v x x

l l

θ + θ θ + θ
= θ − +

 
(26) 

2 2

0 0

1 ( ) 1 ( )
( )

2 2

l xx x dv x dv x
u x u dx dx

l l dx dx
   = + −   
   

∫ ∫  (27) 

Através dessas novas aproximações para u e v, escreve-se para a deformação axial: 

2 22 2

30
i i j ju

l

θ − θ θ + θ
ε = +

 
(28) 

Considerando a energia potencial de um elemento viga-coluna prismático, com cargas 
conservativas aplicadas nos pontos nodais, onde a energia interna de deformação pode ser 
obtida através da introdução da deformação axial e da curvatura, integrando-a ao longo do 
comprimento da viga, escreve-se: 

2 2

0 0

1 1

2 2

l l

el lU V EA dx EI dxΠ = − = ε + κ −∑∫ ∫ f u  (29) 

em que U é a energia interna de deformação e V o potencial das cargas externas; EA e EI são, 
respectivamente, a rigidez axial e à flexão do elemento; e ε e κ são a deformação axial e a 
curvatura, respectivamente.  

Pelo princípio da estacionaridade da energia potencial, considerando que a derivada de U 
com relação aos delocamentos locais são as forças internas locais ( / l ilU∂ ∂ =u f ), tem-se: 

δ δ 0 0 0el l el il el
l l

U U ∂ ∂Π = − = ∴ − = ∴ − = ∂ ∂ 
f u f f f

u u
 (30) 

A derivada de segunda ordem da energia interna de deformação (U) fornece a matriz de 
rigidez linear do elemento, assim: 
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2

2
li

lij
l lj

U ∂∂= =
∂ ∂

f
K

u u
  onde  , 1, 2,3i j =  (31) 

Através da expressão anterior, obtém-se as componentes da matriz de rigidez tangente local 
do elemento, isto é: 

11l

N EA
K

u l

∂= =
∂  

       
(32a) 

( )
12 21

4
30

j
l l i j

i

MN EA
K K

u

∂∂= = = = θ − θ
∂θ ∂  

       
(32b) 

( )
13 31

4
30

j
l l i j

j

MN EA
K K

u

∂∂= = = = −θ + θ
∂θ ∂

 

       
(32c) 

( )
22

2 24 4
24 12 9

30 900
i

l i i j j
i

M EI EAu EAl
K

l

∂= = + + θ − θ θ + θ
∂θ  

       
(32d) 

( )
23 32

2 22
3 9 3

30 450
ji

l l i i j j
j i

MM EI EAu EAl
K K

l

∂∂= = = = + + − θ + θ θ − θ
∂θ ∂θ

        
(32e) 

( )
33

2 24 4
9 12 24

30 900
j

l i i j j
j

M EI EAu EAl
K

l

∂
= = + + θ − θ θ + θ

∂θ
 

        
(32f) 

3  FORMULAÇÃO FISICAMENTE NÃO LINEAR 

No contexto do MEF, duas abordagens são usualmente empregadas na simulação da não 
linearidade física em sistemas estruturais retilíneos. São elas: o método da zona plástica (MZP) 
e o método da rótula plástica (MRP). 

No MZP, os efeitos da plasticidade são considerados ao longo do comprimento do elemento 
(plasticidade distribuída). Chen e Kim (1997) definem o MZP como "exato". Nessa abordagem, 
as tensões residuais são consideradas explicitamente na análise. Porém, o MZP requer um 
esforço computacional bastante elevado. 

Para se obter resultados numéricos de forma mais eficiente computacionalmente, o Método 
da Rótula Plástica Refinado (MRPR) surge como alternativa. No MRPR, a plasticidade é 
avaliada apenas nos pontos nodais do modelo estrutural. Neste trabalho, o MRPR será acoplado 
ao Método da Compatibilidade de Deformações (MCD). Esse último será usado na avaliação 
da capacidade resistente da seção transversal e das rigidezes axial e à flexão do elemento finito 
(Caldas, 2004; Chiorean, 2013). 



Análise inelástica de segunda ordem de estruturas com seções transversais duplamente simétricas 

CILAMCE 2017 

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering 
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes,  M. Noronha (Editores), ABMEC, Florianópolis, SC, Brazil, 
November 5-8, 2017. 

 

3.1 Método da Compatibilidade das Deformações (MCD) 

Ao submeter um elemento estrutural a esforços externos, este se deforma gerando forças 
internas para equilibrar o sistema. Essa deformação, a nível da seção transversal, é abordada no 
MCD. Supõe-se que o campo de deformações é linear, e que a seção permanece plana após a 
deformação, como ilustrado na Fig. 2 (Lemes et al., 2017).  

Para fazer a análise da condição deformada da seção transversal e obter a capacidade 
resistente e sua rigidez, uma discretização da seção é feita. Será realizado uma discretização em 
fibras, onde as tensões residuais serão introduzidas explicitamente no perfil metálico.  

 

Figura 2. Campo linear de deformações sem curvatura no eixo y 

3.2 Relação Constitutiva 

O comportamento estrutural dos materiais é descrito através das respectivas relações 
constitutivas. O comportamento do aço será descrito através do modelo constitutivo trilinear, 
com possibilidade de consideração do encruamento do material, como ilustrado na Fig. 3. Uma 
característica do aço dos perfis é a isotropia, ou seja, seu comportamento à tração é igual ao de 
compressão. Assim, na Fig. 3 é mostrado apenas o trecho referente ao primeiro quadrante da 
relação constitutiva.  

Deve-se ressaltar que após o processo de fabricação, o elemento de aço sofre um 
resfriamento desigual originando as tensões residuais. Assim, considera-se que ocorram 
deformações prescritas na seção. Neste trabalho, a distribuição das tensões residuais, σr, segue 
o modelo ilustrado na Fig. 4a para perfis I, que é fornecido pelo Eurocode 3 (2005). No caso de 
seções tubulares retangulares, faz-se uma adaptação da distribuição utilizada por Mathur 
(2011), que se baseou em Salmon et al. (2009). Descreve-se então o comportamento do aço da 
seguinte forma (Lemes et al., 2017): 

( ) ( )
( ) ( )

2 3 2 2

2 2

,

,

,

s u

y s y y

a y y

sgn f E sgn if  

sgn f E sgn if  

E if

  + − ≥ > 
 = + − ≥ >  

 − < <

ε ε ε ε ε ε ε

σ ε ε ε ε ε ε ε
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Figura 3. Relação tensão-deformação aço dos perfis 

em que fy, f2, fu, εy, ε2 e εu, são, respectivamente, as tensões e deformações que delimitam os 
trechos lineares da relação constitutiva, já os parâmetros Ea, Ea2 e Ea3 são os módulos de 
elasticidade. Vale ressaltar que εy é determinado pela relação entre fy e Ea, e ε2 é tomado igual 
a 10εy. 

               

(a) Perfil I b) Perfil tubular retangular 

Figura 4. Distribuição das tensões residuais 

3.3 Relação Momento-Curvatura 

Para obtenção da relação momento-curvatura optou-se por utilizar o método de Newton-
Raphson. Para um valor fixo de esforço axial, N, são dados incrementos no momento fletor 
solicitante, M, até que o momento último resistente seja atingido. O propósito dessa divisão é 
captar a deformação axial, ε, no centroide plástico CP de cada fibra e então, através das relações 
constitutivas dos materiais, obter as respectivas tensões, σi, e os módulos de elasticidade 
tangentes em cada fibra. 

Para descrever a distribuição de deformações, a discretização da seção em fibras é bastante 
eficiente. Assim, a deformação axial na i-ésima fibra, εi, é dada por: 

0i ri iyε ε ε φ= + +   (34) 
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em que yi é a distância entre os centroides plásticos da fibra analisada e da seção transversal, ε0 
é a deformação axial no CP da seção, εr é a deformação devido às tensões residuais, e φ a 
respectiva curvatura. 

Para a notação matricial adotada a seguir, as variáveis ε0 e φ serão posições do vetor de 

deformações [ ]0= ε φX
T

. Numericamente, pode-se dizer que o equilíbrio da seção é obtido 

quando a seguinte equação é satisfeita: 

( ) ( ) ext int
ext int

ext int

N N

M M

   
= − ≅ → = − ≅   

   
F X f f 0 F X 0   (35) 

em que o vetor de forças externas fext é dado pelo esforço axial, Next, e pelo momento fletor, 
Mext. Os esforços internos são obtidos a partir da configuração deformada da seção transversal 
através de integrais clássicas, sendo os termos Nint e Mint os esforços internos normal e momento 
fletor, respectivamente.  

Assim, para a iteração seguinte, k+1, o vetor de deformações é calculado como: 

( ) ( )11k k k k−+ = +X X F' X F X   (36) 

na qual F é a matriz Jacobiana do problema não linear expresso na Eq. (35), isto é: 

11 12
0

21 22
0

∂ ∂ = = ∂ε ∂φ∂   = =   ∂ ∂∂  = = ∂ε ∂φ 

F
F'

X

int int

int int

N N
f f

M M
f f

  (37) 

O critério de convergência adotado neste trabalho é baseado na razão das normas 
Euclidianas do vetor de forças desequilibradas, F, e do vetor de forças externas, fext. Assim, 
escreve-se: 

ext

Tol≤
F

f
  (38) 

com Tol sendo uma dada tolerância, que é assumida aqui 10-5. 

O processo iterativo descrito nessa seção, para um dado valor de esforço externo, é 
ilustrado na Fig. 5.  

3.4 Rigidezes Generalizadas e Curva NM 

Uma vez satisfeito o critério de convergência de forças (Eq. 38), buscam-se os parâmetros 
de rigidezes generalizadas. Nesse ponto pode-se obter a configuração deformada da seção 
transversal. Por sua vez, as deformações nas fibras são utilizadas para o cálculo da matriz 
Jacobiana no ponto em questão, como ilustrado na Fig. 6, e os termos EAt e EIt são descritos da 
seguinte forma: 
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Figura 5. Relação momento-curvatura: ciclo iterativo 

Quando, para um dado esforço axial, é atingido o momento máximo da relação momento-
curvatura, tem-se a plastificação total da seção. Define-se então que esse par de esforços é um 
ponto da curva de interação NM (Fig. 7). 

Figura 6. Construção da matriz Jacobiana 
no ponto de equilíbrio 

Figura 7. Conjunto de pontos NM para curva de 
interação 

4  EXEMPLOS NUMÉRICOS 

Devido a generalidade da formulação apresentada é possível a realização da análise 
estrutural de elementos com diferentes seções transversais e considerando a flexão em torno do 
eixo de menor inércia nos perfis metálicos I. A mesma será testada nesta seção, com a análise 
de alguns problemas clássicos apresentados na literatura, tanto no âmbito numérico quanto 
experimental. Os exemplos aqui abordados são: o pórtico de Vogel de seis andares, um pilar 
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com a flexão em torno do eixo de menor inércia e, por fim, um pilar com a seção transversal 
retangular vazada. 

4.1 Pórtico de Vogel 

O pórtico analisado nessa seção está ilustrado na Fig. 8. A geometria, os perfis (I ou H), o 
carregamento e a malha de elementos finitos utilizada são mostrados nessa mesma figura. Todas 
as cargas atuantes são incrementais. A estrutura apresenta uma imperfeição global igual a Δ = 
1/450. O aço dos perfis apresenta tensão de escoamento igual a 235 MPa e módulo de 
elasticidade tomado como 205 GPa na fase elástica. O modelo de tensões residuais utilizado é 
o mesmo proposto pelo Eurocode 3 (Fig. 4a). 

O pórtico já foi estudado por Vogel (1985) considerando os efeitos da plasticidade de forma 
distribuída. Posteriormente, vários autores também analisaram essa estrutura, dentre eles: 
Ziemian (1993), Barsan and Chiorean (1999), Chan e Chui (2000) e Machado (2005). 

A Figura 9 traz a trajetória de equilíbrio do pórtico, onde se observa a boa concordância 
entre os resultados obtidos via CS-ASA e os encontrados na literatura (Vogel, 1985; Chan e 
Chui, 2000). Vogel (1985) considerou a plasticidade de forma distribuída no elemento (MZP), 
já Chan e Chui (2000) simulou a inelasticidade do aço através de molas fictícias nas 
extremidades do elemento finito, e ainda, considerou uma imperfeição geométrica inicial maior 
que a utilizada no presente trabalho, Δ= 1/300. No início do trecho não linear da trajetória de 
equilíbrio (Fig. 9) pode-se observar uma pequena diferença nos resultados apresentados, que 
pode ser explicada devido a variação da rigidez á flexão obtida via MCD e por molas fictícias. 
Quando a curva carga deslocamento aproxima-se do valor da carga limite as mesmas se 
aproximam novamente. 

4.2 Pilar Engastado-Livre: Flexão em Torno do Eixo de Menor Inércia 

Geralmente, nos projetos estruturais, a flexão em torno do eixo de menor inércia está 
relacionada com os pilares da estrutura. O conhecimento do comportamento deste membro 
estrutural nessa situação é de fundamental importância. Este exemplo tem como objetivo 
validar a estratégia proposta neste trabalho através da análise inelástica de um pilar engastado 
livre que atua de maneira isolada, sendo a seção transversal um perfil laminado I. 

O pilar engastado-livre está submetida a uma carga vertical permanente P, e uma carga 
horizontal incremental, H. A carga H está aplicada no plano da seção transversal, 
perpendicularmente ao eixo de menor inércia, conforme ilustra a Fig. 10. Esse exemplo também 
foi estudado por Zubydan (2011) para validar suas formulações numéricas. Na Figura 10 são 
mostrados também os dados referentes ao material e à geometria do pilar, além da discretização 
em elementos finitos. Investigou-se o comportamento do pilar para três níveis do carregamento 
permanente P: 20%, 40% e 60% da carga axial de escoamento, Py. 
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Figura 8. Pórtico de 6 andares: geometria, carregamentos e discretização adotada 

 

Figura 9. Trajetória de equilíbrio: pórtico de 6 andares 

Através do controle do deslocamento horizontal u no topo da coluna chegou-se nas 
trajetórias de equilíbrio ilustradas na Fig. 11. Para validar os resultados encontrados plotou-se 
os valores obtidos por Zubydan (2011), que analisou a não linearidade física de forma 
distribuída com o MZP. Observa-se que para os três níveis de carregamento aplicado os 
resultados são coincidentes, comprovando a eficiência da formulação usada. 
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Figura 10. Pilar engastado-livre e sua discretização em elementos finitos 

 

Figura 11. Trajetória de equilíbrio do pilar engastado-livre 

Na sequência, faz-se um estudo do índice de degradação da seção transversal 
(plastificação) da coluna nos pontos nodais do modelo para as 3 relações de carregamento 
consideradas. Esses resultados são apresentados na Fig. 12. Os valores dos índices de 
degradação foram captados ao final de cada análise, ou seja, quando o deslocamento atingiu 
para a carga de P/Py = 0,2 o valor de u = 0,115 m, para P/Py = 0,4 o deslocamento de u = 0,106 
m e para P/Py = 0,6 o valor de u = 0,049 m. 

4.3 Pilar com Seção Tubular Vazada e Aço de Alta Resistência 

O último exemplo aborda, como ilustrado na Fig.13, um pilar biapoiado de seção 
transversal tubular retangular vazado (caixa) com aço de alta resistência, submetido a uma carga 
axial. Essa estrutura foi testada experimentalmente por Wang et al. (2014) e analisada 
numericamente por Li et al. (2015). A geometria e as dimensões do pilar-caixa são apresentadas 
na Fig. 13. A tensão de escoamento foi tomada como 505,8 MPa e o módulo de elasticidade 
como 207,8 GPa. As imperfeições geométricas utilizadas foram retiradas de Wang et al. (2014), 
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que considerou uma pequena carga excêntrica nas extremidades (M = 0.019 P) e uma curvatura 
inicial de 3 mm. O modelo de tensões residuais utilizado é uma adaptação da distribuição 
utilizada por Mathur (2011), que usou a proposta de Salmon et al. (2009), como apresentado 
em Fig. 4 (b). 

 

Figura 12. Relação EIt/EIt,i (%) nos pontos nodais 

A Figura 14 ilustra a trajetória de equilíbrio obtida via CS-ASA e os resultados do teste de 
Wang et al. (2014). A capacidade final do pilar obtida através da abordagem numérica proposta 
foi 2702 kN, que é relativamente próxima do valor experimental de 2591 kN. 

Na Figura 15 é destacada a curva de interação esforço normal-momento fletor (NM) para 
a seção transversal tubular retangular vazada da coluna, bem como os valores retirados de Li et 
al. (2015). Percebe-se, mais uma vez, uma boa concordância entre os resultados obtidos e os da 
literatura. Nesta mesma figura pode ser vista a variação das forças internas dentro do domínio 
resistente até se atingir a plastificação total da seção. 

 

Figura 13. Pilar biapoiado com seção transversal tubular vazada 
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Figura 14. Trajetória de equilíbrio do pilar biapoiado  

 

Figura 15. Curva de interação esforço NM fletor e forças internas no meio do vão 

5  CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Neste trabalho foi apresentada uma metodologia numérica generalizada para análise 
inelástica de segunda ordem de estruturas metálicas. Essa metodologia empregou o MCD, que 
foi usado na avaliação da capacidade resistente e das rigidezes axial e à flexão de estruturas de 
aço, e acoplado ao MRPR para simulação da plasticidade de forma concentrada. A não 
linearidade geométrica foi considerada através de uma formulação corrotacional (RCR) que 
utilizou funções de interpolação consistentes com a teoria de deformação não linear. 
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Nos exemplos apresentados, vê-se que o acoplamento proposto representa de forma 
eficiente o comportamento inelástico de segunda ordem das estruturas. A comparação com 
resultados experimentais presentes na literatura valida a formulação implementada e destaca 
sua precisão perante o comportamento real de estruturas avaliadas em laboratório. Vale destacar 
os bons resultados obtidos ao se considera a flexão em torno do eixo de menor inércia, para 
diferentes níveis de carregamento permanente. Outra contribuição do presente trabalho é a 
capacidade de retratar o comportamento inelástico de elementos metálicos com qualquer seção 
transversal. 
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