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Resumo. Neste trabalho, analisam-se numericamente via método dos elementos finitos (MEF)
cascas conoidais abatidas de projecao retangular no plano e variacao superficial parabdlica,
ou cilindrica. Consideram-se cascas constituidas de material elastico linear, homogéneo e
isotropico, submetidas ao carregamento transversal uniformemente distribuido ao longo da
superficie. Faz-se uma analise estatica paramétrica linear das cargas criticas e modos de
flambagem utilizando-se o programa comercial Abaqus®, variando-se as condi¢bes de
contorno. Com uma anélise estatica nao-linear verifica-se as trajetérias ndo-lineares de
equilibrio dos deslocamentos desses condides, identificando-se a existéncia de pontos limites
de carga e avaliando-se como as ndo-linearidades geométricas influenciam nas formas das
topologias dos deslocamentos durante o carregamento. O trabalho mostra que a adocéo de
analises lineares poder subestimar, ou superestimar, a capacidade de carga nao-linear da
casca conoidal, além da consideracdo das ndo-linearidades provenientes da geometria ter
grande importancia no comportamento dos condides parabdlicos, ou cilindricos, sendo
possivel identificar como as posi¢fes das flechas maximas modificam-se ao longo da
incrementacao de carga.

Palavras-chave: Carga critica, Casca conoidal, Método dos elementos finitos, Trajetéria
nado-linear de equilibrio.
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Analise estatica ndo-linear das trajetdrias de equilibrio de condides abatidos

1 INTRODUCAO

A casca conoidal € um tipo de casca de translacdo formada por uma curva, contida num
plano, transladada sobre outra curva, ou reta, contida em outro plano perpendicular ao
primeiro. Devido a sua forma curva, 0s momentos internos séo bastante reduzidos em relacéo
aos esforcos de membrana, proporcionando assim, boa resisténcia mecanica. Uma das
qualidades das cascas conoidais, interessantes para as construgdes, é a economia de material
devido as espessuras reduzidas, dessa forma essas estruturas sdo utilizadas em coberturas que
necessitem de grandes vaos atribuindo leveza e arrojo as edificacdes.

Estas estruturas sdo utilizadas em coberturas notaveis projetadas por arquitetos de renome
internacional, como por exemplo, os arquitetos Felix Candela e Oscar Niemeyer. Apesar de
de haver estudos que versam sobre andlises de cascas conoidais por métodos numéricos
(Bandyopadhyay et all (1995); Das e Chakravorty (2009); Sahoo (2013); Cavalcanti (2015);
Gongalves e Soares (2016)) e também analiticos (Ghosh e Bandyopadhyay (1990); Stavridis
(1998); Debongnie (1978)), o seu comportamento ndo-linear ainda ndo esta totalmente
compreendido.

Neste trabalho analisa-se 0 comportamento estatico linear e ndo-linear, através do MEF
utilizando-se o programa comercial Abaqus ®, de uma casca conoidal de base retangular com
variacdo das condicGes de apoio em todas as bordas (bordas curvas de variacdo parabdlica, ou
cilindrica, e as demais bordas retas). As ndo-linearidades, consideradas no problema em
questdo, sdo advindas da geometria que adicionam termos ndo-lineares as equacbes de
equilibrio influenciando no comportamento da casca conoidal. Para esse estudo, efetua-se
uma analise paramétrica variando-se as alturas das bordas curvas dos condides constituidos de
material el&stico, linear, homogéneo e isotropico, obtendo-se os valores de cargas criticas e
modos de flambagem lineares, além das cargas limites ndo-lineares e as trajetdrias nao-
lineares de equilibrio dos deslocamentos, efeitos de membrana e de momentos internos a
casca conoidal.

2 FORMULACAO MATEMATICA

Considera-se a casca conoidal da Fig. 1 sujeita a um carregamento uniformemente
distribuido @ ao longo de sua superficie feita com material elastico-linear, homogéneo e

isotropico de modulo de elasticidade E, coeficiente de Poisson v e densidade p. A geometria €
definida a partir da espessura h, do comprimento no plano a, da largura no plano 2b e das
alturas maximas das bordas curvas parabolicas, ou cilindricas, H2 e Hi. Pela teoria de
Marguerre a curvatura da superficie da casca é considerada no sistema de coordenadas
cartesianas, ndo envolvendo raios de curvatura onde os campos de deslocamentos u, v e w
referem-se as direcOes X, y e z, respectivamente.

Para descrever a superficie da casca conoidal parabdlica é utilizada a seguinte equacdo
descrita por Ghosh e Bandyopadhyay (1990):

g (HimH2)
200y) =, + e g Y o
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Figura 1- Geometria, campos de deslocamentos e sistema de eixos da casca conoidal

J& a superficie da casca conoidal de variacéo cilindrica é apresentada por Morais (2017):

. (Hi-Hp) [y
y)=-(H, +—2—22x),1- %
2(x,y) = -(H, + 2011 o

Bandyopadhyay e Ghosh (1990) representam a carga vertical () distribuida por unidade
de éarea da superficie da casca, sendo g a magnitude da carga distribuida na superficie da
casca:

. ) ) ,1/2
7= 1+[az(§x,y)j +[az(x,y)] @)
X oy

Como hipotese basica, considera-se que a casca conoidal seja uma placa com uma
imperfeicdo inicial na forma da casca conoidal. Sendo assim, as hipo6teses de Kirchhoff-Love
para placas esbeltas (Almroth e Brush, 1975) é utilizada na formulacdo matematica do
condide e os campos de deslocamentos sdo representados por Eq. (4).

U=u+zp V=v+2z8, W =w+Z(X, Y) (4)

Os campos de deformacdes nao-lineares no plano médio da casca conoidal abatida e suas
mudancas de curvatura sdo dados pela Eq. (5), considerando-se a teoria de Von Karman.

1 B 1 2 -
g, =Uu, +§(W,x2 + 2W’XZ(X, y)x) Sy =V,y +E(W,y +2vaZ(X’ y),y)
Vxy = U,y +V,x +W,xw,y + \N,XZ(X’ y)y + WyZ(X, y)x (5)
KX:_W,XX Ky:_w,yy KXy:Wva

As Eq. 6 fornecem as deformacdes em qualquer ponto da casca a partir das deformacoes
no plano médio e das mudancas de curvatura.

&, =&, t1IK, g, =&, +1K, Vg =Vwy T22K (6)

As relagdes constitutivas tensdo-deformacéo para o material eléstico, linear, homogéneo e
isotropico em qualquer ponto ao longo da espessura da casca séo dadas por:
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_ E ,_ _ _ E _ _ - E _

G.=1"7 (&, +Vve,) Oy = 1_,2 (&, +v&,) Ty _myw ()
As relagOes constitutivas para os esfor¢cos normais e cisalhantes no plano séo obtidas pela

integracdo das tensdes ao longo da espessura do conodide, Eq. (8), assim como para 0s

momentos internos, Eq. (9).

h h h
2 2 2
N, = |o,dz N, = |o,dz N, = |7,0dz (8)
J-h y J-h y y J.h y
2 2 2
h h h
2 2 2
M, = J'zaxdz M, = J'zaydz M,, = jzfxydz 9)
h h h
2 2 2

As equacdes ndo-lineares de equilibrio sdo obtidas partindo-se do critério da energia
potencial estacionaria e através das ferramentas do calculo variacional sdo obtidas trés
equacdes diferenciais ndo-lineares de equilibrio Eq. (10)-(12). Verifica-se a presenca dos
deslocamentos u, v e w sugerindo o acoplamento de todos os campos de deslocamentos, além
de ndo-linearidades cubicas e quadréaticas e do tipo de variacdo superficial influenciando no
comportamento estrutural do condide.

(W +5 (0,2 420,206, Y) ) + (v, +5 W, +2w,2(x,y), )},

(10)

+1'7V{(U,y VW W W Z(XY), +W,Z(xY),)},1=0
CI (v, + W, +W,2(6y),, +w,200y) 1,

1. . - 1., _ (11)
{5 W, 420,206 Y),) H9(U,+5 (W7 +2w,2(6 1), )}, 1=0
-D{w , +Vv W,yy},xx +2(1- v)(% (wny W, ))ny + (vay +v W,xx),yy]
-C[((u, + % (W,* +2wW,Z(X,y) ) +v(v, + % w,” +2w,z(x,y) , )W,
+ 1_Tv(u’y +V, +W W+ W, Z(X, YY), + W Z(X Y)W, ], (12)

COI 5 (W, 4 20,200 y) )+ (U, 45 (w7 + 20, 2(x,y) ),

- 1-TV(U,y TV W W WL Z(XY)  + W Z0GY) W], =T
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Onde C=Eh/(1 - v? e D=Eh%12(1 — v ?) sdo, respectivamente, os parametros de
rigidez de membrana e de flex&o.

Para construir uma anélise analitica da casca conoidal é necessario obter uma solugdo
modal que considere os acoplamentos e as interacbes modais que decorrem das nao-
linearidades geométricas presentes nas equagdes de equilibrio. Uma das técnicas analiticas
para a obtencdo consistente dessas expansdes modais é o método da perturbacdo (Del Prado,
2008; Silva, 2008) que é capaz de descrever os modos ndo-lineares que se acoplardo aos
campos de deslocamentos u, v e w. A dificuldade de obtencédo de solucBes analiticas para esse
problema é acrescida quando as solugdes basicas para a obtencdo da solugdo modal s&o
compostas por varios modos basicos, o que eleva o nimero de graus de liberdade do
problema. Nesse sentido, as analises estaticas, que serdo apresentadas no proximo capitulo, se
dardo somente a partir dos resultados obtidos via MEF.

3 RESULTADOS NUMERICOS

Considera-se uma casca conoidal constituida de material elastico, linear, homogéneo e
isotropico com mddulo de elasticidade E = 14 GPa, coeficiente de Poisson v= 0,3 e densidade
p = 2548,42 kg/m? submetida a um carregamento uniformemente distribuido na superficie, @
. A geometria, Fig. 1, apresenta comprimento a = 6m, largura 2b = 8m, espessura h = 0,06m,
altura da borda curva Hz = 1,50m, localizada na borda x =0, Hy = 0, e as demais bordas (H1,
R1 e R2) sdo consideradas retas.

Utilizaram-se como condi¢cGes de contorno as representadas por CA na Fig. 2
considerando apoio em primeiro género (Az), ou segundo (A2), com a borda H> livre (L) e
engastadas (E). Utilizou-se como referéncia de nomenclatura a sequéncia de bordas
R1R2H2H;.

H, CA

¥ <

x=0 y
X

CA R, R:|CA
x=a

! H,

L CA J
y=-b y=b

Figura 2- Representacdo em planta da casca conoidal com as condi¢des de contorno e as
bordas curvas e retas

O elemento finito adotado é o STRI3, pois atende a teoria de Kirchhoff, e as integracfes
ao longo do volume desse elemento sdo feitas através da quadratura Gaussiana. Na Fig. 3 sdo
ilustradas as malhas com 9600 elementos finitos STRI3 utilizadas no programa Abaqus® para
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as analises estaticas lineares e ndo-lineares dos condides de variacao superficial parabolica,
Fig. 3 (a), e cilindrica, 3 (b). Os campos de deslocamentos u seguem o sentido do eixo axial x,
v 0 sentido do eixo longitudinal y e w o sentido do eixo transversal z.

(a) Caso parabolicoHi1=0meH2=15m (b) Caso cilindricoH1=0meH2=15m

Figura 3- Malha de elementos finitos STRI3.

3.1 Analise estatica linear

As cargas criticas sdo apresentadas na Tab.2 e os modos de flambagem s&o apresentadas
nas Fig. 4 e 5. Estas cargas foram obtidas no programa Abaqus® através da resolucdo de um
problema de autovalor, sendo este ponto definido na analise de estabilidade de carga critica. O
modo de flambagem apresenta a forma dos campos de deslocamentos ao atingirem a carga
critica, mas ndo representa a magnitude real dos deslocamentos, pois se trata de um autovetor
associado ao autovalor de carga critica sendo o campo de deslocamento maximo normalizado
como a unidade e os demais proporcionais a unidade.

Tabela 1. Carga critica (Pcr) da casca conoidal para diferentes condicGes de
apoio (kN/m2)

Condicéo de apoio

A1AIAIAL  A2A2AA AAXLAZ EELE AsAsLL EELL

Casca conoidal parabolica
42,609 81,909 85,392 106,954 20,765 27,747
Casca conoidal cilindrica

28,736 41,147 47,400 56,058 17,054 16,995
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Figura 4- Modos de flambagem e carga critica (Pcr) para os Casos Parabdlicos
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Figura 5- Modos de flambagem e carga critica (Pcr) para os Casos Cilindricos
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Observa-se a partir das cargas criticas (Pcr) na Tab. 2 que na analise estatica linear a
superficie parabdlica confere as cascas conoidais maiores cargas criticas em relacdo ao a
superficie cilindrica. Vale ressaltar que as menores cargas criticas foram encontradas nos
condides com duas bordas livres e independentemente da superficie ser parabolica ou
cilindrica, registraram-se as maiores cargas criticas nos conoides com uma borda livre sendo
no caso parabolico 47,5% e 44,5% superior ao cilindrico com as condicfes de apoio EELE e
A2ALLA,, respectivamente.

E importante destacar que a carga critica encontrada através do estudo estatico linear
pode acarretar em respostas inadequadas a realidade do problema.

A partir dos modos de flambagem apresentados na Fig. 4 e Fig. 5, percebeu-se que a
variacdo do tipo de superficie e das condi¢Bes de contorno alteraram as topologias dos
deslocamentos com as disposi¢des das flechas maximas se localizando em diferentes
coordenadas da casca dependendo do deslocamento considerado. Considerando-se a direcédo
de y, as semi-ondas distribuem-se simétrica (w e u) ou anti-simetricamente (v) em torno do
eixo X. Ja na direcdo do eixo X, verifica-se que devido a diferenca entre as alturas das bordas
H. e H> ocorre dependéncia da coordenada axial na topologia, ou seja, assimetria ao longo do
eixo X.

Por fim, nota-se semelhanca entre as topologias cilindricas e parabdlicas, além das
magnitudes dos campos de deslocamentos transversais mostrarem-se superiores aos
deslocamentos u e v em ambos 0s casos.

3.2 Analise estatica nao-linear

As ndo-linearidades geométricas do problema sdo descritas nos termos ndo-lineares nas
equacdes de equilibrio e, para soluciona-las o programa Abaqus® combina processos de
iteracdo e de incrementacdo do carregamento aplicado através do método de Newton-
Raphson. Quando na trajetéria de equilibrio ha perda da capacidade de carga utiliza-se o
método numérico de Riks, método de procedimento de comprimento de arco no qual tanto os
graus de liberdade a cada passo de aplicagdo do carregamento, quanto a magnitude de
carregamento imposta a estrutura funcionam como incdgnitas a resolver.

A influéncia da variacdo das condi¢des de contorno nas trajetérias ndo lineares de
equilibrio dos condides parabolicos e cilindricos pode ser visualizada nas Fig. 6 e 7,
respectivamente. Para tanto, consideraram-se as trajetorias dos deslocamentos transversais
durante a incrementacdo de carga e o ponto de observacdo cujas coordenadas no condide sdo
(X, y) = (3a/4, -b/2).

A variacdo do tipo de superficie e das condi¢bes de contorno produzem trajetdrias ndo-
lineares diferenciadas. Considerando os conoides apoiados em todas as bordas, Fig. 6 (a) e (b)
e Fig. 7 (a) e (b), nas trajetorias ndo € identificado claramente um ponto de recuo na
capacidade de carga. Ja com as outras condicfes de apoio € possivel observar que nas
trajetdrias dos condides verifica-se ganho de capacidade de carga até atingir uma carga limite
e prossegue-se na trajetdria com perda de capacidade de carga. Com as sobreposicdes entre as
condicGes de apoio, apresentadas nas Fig. 6 (g) e Fig. 7 (g), € possivel observar a influéncia
das diferentes condicdes de contorno nos caminhos de equilibrio ndo-lineares, sendo que a
condicdo de apoio EELE conferiu 0 maior ponto limite no caso parabdlico e cilindrico, assim
como identificado na anélise linear, mas com valor superior a carga critica.
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Figura 6- Influéncia das condic¢des de contorno no caso parabdlico
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As linhas tracejadas nos graficos das Fig. 6 e 7 representam o patamar de carga critica
obtida com a andlise linear, verifica-se que a consideracdo das ndo-linearidades geométricas
produziu caminhos de equilibrio altamente nédo-lineares e proporcionaram cargas limites
inferiores ou superiores a carga critica linear. A partir destes resultados torna-se claro a
importancia da analise ndo-linear, pois a analise linear pode superestimar, ou subestimar, o
comportamento ndo-linear da casca conoidal.

Apresentam-se nas Fig. 8 e 9 a variacdo das formas dos campos de deslocamentos dos
condides parabdlicos e cilindricos com a condi¢do de contorno EELE, a qual conferiu a maior
carga limite a estrutura, durante o incremento de carregamento.
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Figura 8- Trajetoria ndo-linear de equilibrio do condide parabdlico com CA: EELE

Considerando-se trés pontos de observagdo, denominados M1, M2 e M3, posicionados de
maneira a verificar como as ndo-linearidades geométricas modificam a configuracdo dos
deslocamentos ao longo do incremento de carga. E possivel visualizar como as ndo-
linearidade geométricas modificam as topologias dos campos de deslocamentos conforme o
carregamento € incrementado, sendo que as posi¢des das flechas maximas passam a se
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localizarem em diferentes coordenadas da casca. Este comportamento ilustra que, dependendo
do nivel de carga, os modos de flambagem lineares, Fig. 4 e 5, podem ter a posicéo da flecha

maéaxima diferente da ndo-linear.

Verifica-se, ao longo de toda trajetoria, a simetria dos campos de deslocamentos w e u, e
anti-simetria do deslocamento v em torno do eixo x. Identifica-se ainda semelhante topologia
dos casos parabolico e cilindrico havendo, principalmente, trés semi-ondas circunferenciais ao
longo da direcdo y nos deslocamentos w e u, e duas semi-ondas circunferenciais no
deslocamento v. Devido a diferenga entre as altura das bordas Hi e Hz, ha uma dependéncia
da coordenada axial para descrever as topologias dos campos de deslocamentos assim como
identificado nos modos de flambagem lineares.
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Figura 9- Trajetoria ndo-linear de equilibrio do condide cilindrico com CA: EELE
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4 CONCLUSOES

Apresentou-se neste trabalho uma analise estatica de conoides onde percebeu-se que com
a variacdo dos pardmetros de condicbes de contorno e tipo de superficie, obtiveram-se na
analise linear cargas criticas diferenciadas sendo as topologias dos modos de flambagem
afetadas, alterando-se o nimero de semi-ondas e até mesmo suas disposi¢cGes ao longo da
superficie dos condides. Levando-se em consideracdo a analise ndo-linear, percebeu-se que as
ndo linearidades geométricas produziram trajetdrias de equilibrio com comportamentos
altamente ndo-lineares tanto nos casos parabélicos como nos cilindricos e essas trajetorias
também se mostraram influenciadas pela variacdo das condi¢des de apoio.

Obtiveram-se cargas limites ndo-lineares ora superiores, ou inferiores, em comparacao as
andlises lineares das cargas criticas, o que deixa claro que a analise linear pode subestimar ou
superestimar o comportamento ndo-linear das cascas conoidais ndo sendo recomendada sua
adoc¢do em andlises de estruturas tipo condides. Pela observacao das topologias dos campos de
deslocamentos, percebeu-se que sdo influenciadas pelas ndo-linearidades alterando-se as
posicdes de flechas maximas ao longo da incrementagdo de carga. Este comportamento ilustra
gue a adocdo da andlise linear pode acarretar na escolha da posicdo da flecha maxima
diferente da ndo-linear. O que evidencia a importancia da consideracdo das ndo-linearidades
geométricas nos estudos das cascas conoidais.
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