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Resumo. O presente trabalho tem como objetivo analisar o comportamento de estruturas
axissimétricas com a hip6tese de relacdo linear-elastico quando submetidas a carregamentos
axissimétricos, para isso, implementou-se computacionalmente uma formulacdo matematica
baseada no Método dos Elementos Finitos utilizando-se a linguagem Fortran 90/95
(Chapman, 2003). Desta forma, propde-se obter os valores das tensdes, deformacdes e
deslocamentos ao longo da estrutura axissimétrica, levando-se em conta que os materiais
apresentam comportamentos elastico-lineares e que 0s mesmos serdo submetidos a
carregamentos axissimétricos. Dentre as aplicacOes estudadas, podem-se citar: pilar misto de
aco e concreto sujeito a uma carga axial e uma estaca de concreto sujeita a dois
carregamentos, sendo um concentrado e um empuxo lateral atuante ao longo de seu fuste. E
importante ressaltar que o programa implementado, além de calcular os valores de tensoes,
deformacdes e deslocamentos no centroide do elemento, permite obté-los nos nos, atraves de
uma rotina implementada com base no polinémio de interpolacéo de Lagrange.

Palavras-Chave: Soélidos axissimétricos, Elementos finitos, Estruturas de aco e Concreto,
analise numérica.
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Analise Numérica de Sélidos Axissimétricos via Método dos Elementos Finitos: Aplicados em Elementos de
Concreto, Ago e Mistos de Aco e Concreto

1 INTRODUCAO

Segundo Vicente et al. (2009) o termo Elementos Finitos foi utilizado pela primeira vez
na literatura por Clough em 1960, num artigo de engenharia sobre aplica¢des da elasticidade
plana, porém, a ideia fundamental do método ja vinha sendo utilizada ha alguns anos por
matematicos, fisicos e engenheiros. A simplicidade, eficiéncia e boa preciséo, o fizeram uma
das principais ferramentas de andlise estrutural utilizada para obter os deslocamentos, tens6es
e deformacdes nos dominios e contornos da estrutura nesses ultimos anos.

As estruturas axissimétricas sao caracterizadas por uma se¢éao transversal que contém um
eixo de revolugdo, conforme exemplo indicado na Fig. 1.

7
+ Eixo de revolugdo

360°
|

Sec¢do transversal

Figura 1. Estrutura axissimétrica com secéo transversal
gerada por rotacao segundo o eixo de revolugao

Nesta pesquisa, considerou-se que os materiais sdo elastico-lineares. Com o presente
trabalho tem-se o objetivo de analisar 0 comportamento de estruturas axissimétricas com a
hipotese de relacédo linear eléstica quando submetida a carregamentos axissimetricos, para isso
implementou-se computacionalmente uma formulacdo matematica baseada no MEF
utilizando-se a linguagem Fortran Chapman (2003). Desta forma, propGe-se nesta pesquisa
obter os valores das tensdes, deformacdes e deslocamentos ao longo da estrutura axissimétrica
submetidas a carregamentos axissimétricos. Neste trabalho, além de obter os valores de
tensGes, deslocamentos e deformagdes no centroide dos elementos discretizados, possibilitara
obté-los nos nos, através da técnica da interpolacdo polinomial baseada na funcdo de
interpolacdo de Lagrange
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Para discretizar a estrutura serdo utilizados elementos finitos triangulares com trés nos,
denominados de CST (Constant Strain Triangle), sendo que cada nd apresenta dois graus de
liberdade.

E importante ressaltar que os campos de deslocamentos dependerdo apenas das

coordenadas r e z, tendo duas componentes, uma vez que, nao existe deslocamento
circunferencial.

2 FORMULACAO

O problema pode ser visto como bidimensional no plano rz, definido pela area de rotacéo
conforme mostra a Fig. 2.

Corte da secdo transversal

Figura 2. Sélido axissimétrico

Para o CST as fungOes de forma s&o lineares sobre o elemento. Os deslocamentos dentro
dos elementos podem ser calculados através dos deslocamentos nodais. Para isto, no MEF
utilizam-se as fungdes de forma.

O sélido axissimétrico sob carregamento axissimétrico, esta sujeito a deslocamento radial
(u) e axial (w). O vetor deslocamento € dado por:

_u(rz)
u= [w(r,z)} (@8]
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Os vetores f, T e P sdo respectivamente os vetores de forca de corpo, de superficie e
carga concentrada e estdo indicados nas Egs. (2),(3) e (4).

f=[ff,] . )
T=[T.T,]". 3)
P=[P.R]. )

As tensdes atuantes em corpos axissimeétricos submetidos a esforcos axissimétricos
podem ser representadas por:

6=[o, o, 1, GG]T. (5)

em que o, © ., € Oy sdo, respectivamente, as tensdes radiais, axiais, tangenciais e
circunferenciais indicadas na Fig. 3.

Z'T

Figura 3. Tensdes no volume diferencial de um
s6lido axissimétrico. submetido a cargas axissimétricas

As deformacg0es podem ser escritas como:

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



FerreiraT. J., Rocha P. A. S,, SilvaK. I, Lima M. A. A,, FariaJ. W. S.

8=[8r € Yy se]T. (6)

sendo <., €,, v,, € & respectivamente, as deformagOes radiais, axiais, tangenciais e
circunferenciais.

A relacdo tensdo deformacéo € dada, na forma usual, como:
c=De¢. (7

sendo D a matriz que relaciona as tensdes com as deformagdes representada por:

1 X 9 X
1-v 1-v
v v
AR | 0 v
_E (1"’) 1-v 1-v
D-_ ") . (8)
(1+v)(1-2v) 0 0 0,5-v 0
1-v
YY) 1
L11-v 1-v i

2.1 Discretizacdo do Campo de Deslocamento

Usando as fun¢des de forma N,, N,, N, o vetor deslocamento (u) é definido a partir dos
deslocamentos nodais do elemento triangular (q) como:

u=Ng. 9)

sendo N (matriz das funcdes de forma) e g (vetor deslocamento) dados por:

N, 0 N, 0 N, 0

N=| * 2 8 . (10)
O N, 0 N, 0 N,

g=[d; 9, 93 G G5 ds] - (11)
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2.2 Discretizacdo dos Campos de Deformacéao e Tensao

Considerando-se que N,=¢ e N,=7, nota-se, para um elemento finito bidimensional
plano de trés nos, que N,=1-£-.

Dai, organizando-se as Eq. (10) e (11), vem:

u=N;q; + N, g3+ N;0s

. (12)
w=N;qg,+N,0q,+N;0

Adaptando a Eq. (12) e calculando as derivadas parciais dos deslocamentos u e w em
relacdo ar e z, tem-se:

au Zy3 Z3 Z1p
0 0 q
or detJ detJ detJ 1
ow 0 '3 N3 0 ry |92
_ 0z _ detJ detJ detJ |]ds
£= = : (13)
ow  ou 3 Zy3 3 Z3 f1 Zi, | |Ys
or oz det]J detJ detJ detJ det] detJ||qgs
4 Ny 0 Ny 0 N3 0 |lY
L r 1 Lr r r ]

em que detJ é a determinante da matriz Jacobiana representada por:

3= [rm Z13 } . (14)
T3 Z23

sendo:

=11 (15)

2,=2;-1;. (16)

A matriz € pode ser escrita na forma matricial, como:
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e=Bq. a7

em que a matriz de deformacéo especifica-deslocamento do elemento (B), de dimenséo 4x6, €
dada por:

| 7 0 Z31 0 Zy 0
detJ detJ detJ
0 I3 0 I3 0 I
detJ detJ detJ
'3 Z3 3 Z31 Iy Zp
det) detd det) det] detd detd

(18)

— 0 —2 0 — 0
r

2.3 Meétodo da Energia Potencial

A energia potencial, [I, de um corpo elastico é definida como a soma da energia de
deformacéo interna (U) com a energia potencial das forcas externas (V), isto €:

H=12fchardAde— 2fjqurdAde—TjuTTrdlde—ZuiTPi. (19)
2 0A 0A oL i

U \Y

Obtém-se a energia de deformacdo do elemento, U
matematicas na Eq. (19) pode-se chegar a:

e atraves de manipulacbes

€

Ue:%qT[ZnIBTDBrdAJq. (20)

Sendo o termo dentro do paréntese a matriz de rigidez do elemento (Ke) :

K®=2r[B" DBrdA. (21)
e
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2.4  Método de obtencdo das tensdes nos nds dos elementos

Com a finalidade de determinar as tensdes nos nés de cada elemento, implementou-se
uma rotina no programa computacional, baseada no Polinbmio de Interpolacéo de Lagrange,
mostrado na Eq. (22).

_n+l n+1 (X-Xi)
Pn(X)—kZ:; g—(xk_xi) Yic- (22)

Por analogia, a tensdo nos nos de cada elemento sera calculada como:

n+l| n+l (X-Xi )

Gn(x)=k§ g(xk-xi)

Oy - (23)

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Serdo apresentados 03 exemplos utilizados para validacdo do codigo implementado. A
saber: tem-se um volante rotativo sujeito a cargas nodais; uma estaca de concreto sujeita a um
empuxo ao longo do seu fuste e a um carregamento nodal transferido do bloco de fundagao
até o seu topo; e por fim um pilar misto de aco e concreto sem armadura de aco sujeito a uma
carga de superficie. Os resultados obtidos sdo comparados com resultados da literatura e
também com os determinados por meio da utiliza¢do do software ANSYS 17.

3.1 Volante Rotativo

O exemplo mostrado na Fig.4 é um volante do tipo disco de a¢o que gira a 3000rpm. O
diametro externo € de 600mm, o didmetro do furo € de 150mm, a espessura do disco é de
25mm e o objetivo da aplicacdo € calcular a tensdo tangencial no centroide dos elementos
finitos, nos n6s 1 e 5 da malha e ao longo da posi¢do radial, na extremidade inferior dos
elementos 1 e 3, ver Fig.5.

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



FerreiraT. J., Rocha P. A. S,, SilvaK. I, Lima M. A. A,, FariaJ. W. S.

*Z

|
|
Q Q=3000 rpm

ar L
e T
N I [
150 mm
600 mm
Figura 4. Volante do tipo disco de ago
A? 2 4 0
\
el
| @ @ £
)
} 1 @ @ | el
3 1
L. — o~ 4 ‘I: * \!) \!_! »
Posicao radial {7 7 G A r
75,0 mm Trec_ho
187,5 mm avalido
- 300,0 mm -

Figura 5. Malha de elementos finitos — Volante rotativo

Para todas as analises, a peca foi discretizada com 4 elementos finitos e com 6 nos,
conforme mostrado na Fig. 5. O médulo de elasticidade é igual a 207GPa, o coeficiente de
Poisson é 0,3 e a densidade do aco é 7830kg/m®. Neste exemplo foram aplicadas cargas
horizontais nos nés 1, 2, 3, 4, 5 e 6 iguais a 14403N, 40009N, 97621N, 161635N, 136030N e
78417N, respectivamente.

Na Fig. 6 apresenta-se a tensdo tangencial no volante rotativo em funcdo da posicédo
radial, sendo a resposta comparada com as obtidas via software ANSYS 17 e por
Chandrupatla e Belegundu (2014).
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Figura 6. Tensdes Tangenciais

Os valores da tensdo tangencial nos nos 1 e 5, determinados com a técnica da
interpolacdo polinomial baseada na fungdo de interpolacdo de Lagrange, sdo mostrados na
Tabela 1 e comparados com os obtidos por Chandrupatla e Belegundu (2014).

Na Tabela 2 apresentam-se os resultados referentes a tensdo tangencial ou circunferencial
no centroide de cada elemento finito triangular, sendo as mesmas comparadas com as
respostas obtidas a partir do software ANSYS 17 e também com respostas da literatura.

Tabela 1. Tensdo tangencial (MPa) nosndés 1 e 5

NO Presente Chandrupatla e Belegundu (2014)
Trabalho
1 55.110 55.110
5 20.830 20.800

Tabela 2. Tensao tangencial (MPa) no centroide dos elementos

NO Presente Chandrupatla e ANSYS
trabalho Belegundu (2014)

1 44.130 44.100 44.105

2 34.500 34.500 34.834

3 21.570 21.600 21.564

4 19.400 19.400 19.389
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3.2 Estaca de Concreto

Neste exemplo apresentam-se os resultados correspondentes a modelagem de uma estaca
de concreto conforme mostra a Fig. 7.

== ={TH q

Qﬁ@m Pilar %m%f $ | P,
il | AT
T R = Bl

===l

T R e 1 T

]l W s i W e W

Solo

Estaca em planta

|

P,

Discretizacao da Estrutura

(Elementos triangulares)

Figura 7. Estacas utilizadas como fundagdes profundas

A estaca de concreto apresenta f, =25MPa, coeficiente de Poisson v=0,2 e 0 médulo

de elasticidade do concreto foi calculado com a equagdo E,=5600,/f,, .

Neste exemplo considerou-se um solo com peso especifico ySO,OZI8kN/m3, angulo de

atrito ¢ =30" e coeficiente de empuxo ativo do solo k,= tg? (450 —%) ou seja, k,=0,333.

O bloco possui uma altura igual a 2m e a estaca possui 10m de comprimento, ou seja, a
altura do macico de solo é h=12m. O didmetro da estaca € igual a 2m e a mesma estéa sujeita a
uma carga axial igual a q=3000kN. As pressdes atuantes nas arestas da estaca sao calculadas

pela equagdo p=K, Yo h -

_Aestrutura foi discretizada com 126 nds e 200 elementos, conforme mostrado na Fig. 8.
E importante ressaltar que nas analises realizadas através do programa Progaxissimétrico e do
ANSYS utilizou-se a mesma malha de elementos finitos.

Nas Tabelas 3, 4, 5 e 6 apresentam-se 0s resultados referentes a tensdo radial, axial,
tangencial e circunferencial no centroide dos elementos 192 a 200, ver Fig. 8 sendo as
mesmas comparadas com as obtidas a partir do software ANSYS 17. Neste exemplo também
se utilizou o elemento finito bidimensional com trés nos e com 2 graus de liberdade por nd
denominado PLANE 182 para a realizacéo das analises via ANSYS 17.
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Figura 8. Malha de elementos finitos da estaca — numeracgdo dos nds e elementos
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Tabela 3. TensOes radiais (kN/m?2)

NO Presente ANSYS Presente Trabalho/ANSY'S
trabalho
192 34.860 34.842 1.0005
193 26.660 26.642 1.0007
194 125.300 125.210 1.0007
195 58.070 58.036 1.0006
196 614.100 613.790 1.0005
197 573.400 573.090 1.0005
198 -166.100 -166.020 1.0005
199 -741.700 -741,370 1.0004
200 -3196.000 -3194.800 1.0004
Tabela 4. Tensdes axiais (KN/m?)
N6 Presente ANSYS Presente trabalno/ANSYS
trabalho
192 -3039.000 -3037.600 1.0005
193 -3126.000 -3124.800 1.0004
194 -3101.000 -3099.400 1.0005
195 -3412.000 -3410.200 1.0005
196 -3392.000 -3390.200 1.0005
197 -4016.000 -4013.700 1.0006
198 -4695.000 -4692.400 1.0006
199 -5388.000 -5385.200 1.0005
200 -10700.000 -10694.000 1.0006
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Tabela 5. TensOes tangenciais (KN/m?)

NO Presente ANSYS Presente trabalho/ANSYS
trabalho
192 -7.764 -7.760 1.0005
193 16.250 16.242 1.0005
194 21.680 21.672 1.0004
195 47.350 47.330 1.0004
196 39.020 39.002 1.0005
197 241.100 240.940 1.0007
198 1198.000 1197.700 1.0003
199 601.900 601.590 1.0005
200 4835.000 4832.200 1.0006

Tabela 6. Tens6es circunferenciais (KN/m2)

NG Presente ANSYS Presente trabalho/ANSYS
trabalho
192 -27.130 -27.115 1.0006
193 27.350 27.335 1.0005
194 99.730 99.679 1.0005
195 141.900 141.800 1.0007
196 6.742 6.739 1.0005
197 464.700 467.450 1.0005
198 1750.000 1749.200 1.0005
199 140.800 140.690 1.0008
200 -2086.000 -2084.900 1.0005

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



FerreiraT. J., Rocha P. A. S,, SilvaK. I, Lima M. A. A,, FariaJ. W. S.

3.3 Pilar Misto de Aco e Concreto

Neste exemplo apresentam-se os resultados numéricos referentes a analise de um pilar
misto de ago e concreto sujeito a uma carga axial de projeto P, =1200kN . O pilar possui
comprimento igual a 2m e as dimensdes do tubo de agco sdo 35,56cmx33,06cmx1,25mm. O
tubo foi preenchido com concreto cuja resisténcia caracteristica aos 28 dias € igual a
f4=30MPa, o modulo de elasticidade do concreto foi calculado com a equagdo

E.=5600,/f , considerou-se um coeficiente de Poisson para o aco do tubo v=0,3 e para o
concreto confinado iguala v=0,2.

O objetivo da analise é calcular os deslocamentos laterais e as tensGes radiais, axiais,
tangenciais e circunferenciais em diferentes pontos da estrutura, e com a finalidade de validar
os resultados obtidos através do programa computacional desenvolvido nesta pesquisa, a
estrutura foi modelada também através do software ANSYS 17.

Na Fig. 9 apresenta-se um esquema do carregamento que atua no topo do pilar misto de
aco e concreto e na Fig. 10 mostra-se a malha de elementos finitos adotada para a resolucao
deste exemplo.

P, ;
¢ Viga de aco
Concreto
\—M ‘ "
Aco
Bt Condicoes de contorno
[

Figura 9. Pilar misto de aco e concreto
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Figura 10. Malha de elementos finitos do pilar
misto de aco e concreto — numeracgao dos nos e elementos

Na Fig. 11 apresentam-se os resultados dos deslocamentos nas dire¢des x e y em diversos
nos da estrutura, sendo os mesmos comparados com os obtidos com o auxilio do software
ANSYS 17. Conforme mostrado na Fig. 10, estes nos estdo situados na extremidade do pilar,
ao longo do seu comprimento.
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Figura 11. Deslocamentos nodais
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Nas Tabelas 7, 8, 9 e 10 apresentam-se os resultados referentes as tensées radiais, axiais,
tangenciais e circunferenciais dos elementos situados na extremidade superior do pilar misto.

Tabela 7. TensOes radiais (kN/m?2)

NO Presente ANSYS Presente trabalho/ANSYS
trabalho

149 3665.000 3663.000 1.0005

150 -7096.000 -7092.000 1.0006
1 -461.000 -460.770 1.0005
2 -1689.000 -1687.700 1.0008
3 -1022.000 -1021.900 1.0001
4 -2875.000 -2873.200 1.0006
5 -2293.000 -2291.800 1.0005
6 -4616.000 -4613.200 1.0006
7 -5524.000 -5521.400 1.0005
8 -8313.000 -8308.900 1.0005
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Tabela 8. TensOes axiais (KN/m?)

NO Presente ANSYS Presente trabalho/ANSY'S
trabalho
149 -13360.000 -13354.000 1.0004
150 -22640.000 -22626.000 1.0006
1 -2920.000 -2918.500 1.0005
2 -5608.000 -5605.000 1.0005
3 -5659.000 -5655.800 1.0006
4 -11710.000 -11702.000 1.0007
5 -11820.000 -11815.000 1.0004
6 -28130.000 -28118.000 1.0004
7 -28400.000 -28385.000 1.0005
8 -92310.000 -92263.000 1.0005
Tabela 9. Tenses tangenciais (kN/m?)
NO Presente ANSYS Presente trabalho/ANSYS
trabalho
149 12610.000 12608.000 1.0002
150 -1015.000 -1014.000 1.0010
1 614.900 614.620 1.0005
2 1467.000 1466.500 1.0003
3 546.600 546.360 1.0004
4 1506.000 1505.600 1.0003
5 353.600 356.420 1.0005
6 1207.000 1206.000 1.0008
7 779.000 778.600 1.0005
8 -22.720 -22.710 1.0004
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Tabela 10. Tensdes circunferéncias (kN/m?2)

NO Presente ANSYS Presente trabalno/ANSYS
Trabalho
149 -6897.000 -6893.000 1.0006
150 1283.000 1283.000 1.0000
1 4714.000 4711.400 1.0006
2 1090.000 1089.600 1.0004
3 10410.000 10403.000 1.0007
4 2408.000 2406.900 1.0005
5 25400.000 25384.000 1.0006
6 3964.000 3961.800 1.0006
7 89730.000 89687.000 1.0005
8 6092.000 6088.700 1.0005

4 CONCLUSOES

Ressalta-se que no exemplo do volante rotativo, os valores das tensdes tangenciais nodais
foram obtidos a partir da técnica de interpolacdo polinomial baseada na funcdo de
interpolagéo de Lagrange. A maior diferenca percentual entre os resultados de tens6es nodais
obtidos via cddigo computacional implementado e os resultados da literatura foi de 0,144%.
Com relagdo as tensdes obtidas no centroide dos elementos, o valor da média das diferencas
obtidas pelo codigo implementado, quando comparado com as respostas da literatura e do
software ANSYS 17, foram, respectivamente, 0,0517% e 0,0470%.

No exemplo da estaca de concreto, as tensdes no centroide dos elementos determinadas
pelo cédigo implementado quando comparadas com os resultados do software ANSYS 17
resultaram numa diferenga percentual méxima de 0,08%.

Com relagdo ao pilar misto de ago e concreto, as tensdes no centroide dos elementos
obtidas via o programa Progaxissimétrico quando comparadas com os resultados do software
ANSYS 17 resultaram numa diferenca maxima de 0,08%. Vale ressaltar que neste exemplo,
gerou-se uma malha constituida por dois materiais, a saber: aco e concreto.

Nos diversos exemplos apresentados observou-se uma convergéncia entre os resultados
obtidos via Progaxissimétrico e as respostas da literatura e/ou as obtidas a partir do software
ANSYS 17. Conclui-se, portanto que a implementacdo desenvolvida foi bem sucedida,
contribuindo com valores precisos de tensdo, deformacdo e deslocamento das estruturas
axissimetricas submetidas a esforgos axissimetricos.

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



Analise Numérica de Sélidos Axissimétricos via Método dos Elementos Finitos: Aplicados em Elementos de
Concreto, Ago e Mistos de Aco e Concreto

5 AGRADECIMENTOS

A CAPES e a FAPEMIG, pelo auxilio financeiro.

6 REFERENCIAS

Chapman, S. J, Fortran 90/95 for Scientists and Engineers. McGraw-Hill, 2nd ed, 2003.

Vicente, W. M., Oliveira, W.C., Analise de Tensbes em Placas Circulares Utilizando
Elementos Finitos Axissimétricos. Trabalho Final de Graduacdo de Engenharia Mecénica,
Universidade Federal de Itajubd, Itajuba, MG, Brasil, 2009.

Chandrupatla, T.R., Belegundu, A.D., Elementos Finitos. Sdo Paulo: Pearson Education do
Brasil, 2014.

Timosh, S. P.,. Goodier, J. N., Theory of Elasticity. Third Edition, New York, McGraw-Hill
Co, 1951.

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



