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Abstract. Neste trabalho s@o apresentados estudos dos comportamentos estatico e dindmico de
uma membrana esférica. Tal membrana é composta por um material hiperelastico,
incompressivel, homogéneo e isotrépico definido por dois modelos constitutivos distintos:
Mooney-Rivlin e Neo-Hookeano. As equacdes de equilibrio sdo obtidas a partir da teoria de
grandes deformacdes ao considerar a membrana submetida a uma pressdo interna
uniformemente distribuida. A partir da andlise estatica encontram-se as tensées e deformacdes
da membrana e da andlise dindmica obtém-se as relacdes frequéncia-amplitude, a analise de
estabilidade linear e a resposta no tempo. Mostra-se que para um mesmo material, os dois
modelos hiperelasticos podem apresentar respostas dindmicas consideravelmente diferentes.
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Analise Dinamica N&o-Linear de uma Membrana Hiperelastica Esférica

1 INTRODUCAO

As membranas sao superficies delgadas, sem rigidez a compresséo e flexdo. Como forma
estrutural, as membranas fornecem uma boa relagdo entre peso total e capacidade resistente,
sendo ideais em varios tipos de aplicacdes. Além dos usos civil e arquitetbnico, as membranas
também tém importancia em equipamentos e estruturas espaciais e no campo da biomecanica.
Tais membranas podem ser compreendidas através do estudo dos comportamentos linear e néo-
linear, estatico e dindmico. Uma das primeiras descri¢fes das nao-linearidades geométricas e
fisicas, levando em conta a contribuicdo de grandes deformacdes, é o trabalho de Green e
Adkins (1960), que forma a base da elasticidade ndo-linear.

O trabalho de Tielking e Feng (1974) € um dos primeiros a fazer a abordagem em
funcionais de energia para grandes deformac6es em membranas. Desenvolve-se uma descrigéo
de geometria axissimétrica, que é depois particularizada para abordar os casos de uma
geometria circular com inclusdo rigida, uma elipsoide e uma esfera. Utiliza-se 0 modelo de
material de Mooney-Rivlin e faz-se a minimizacdo do potencial de energia utilizando o método
de Ritz. Através desse trabalho, concluiu-se que os métodos de energia apresentam solucGes
similares a outros métodos publicados anteriormente.

A descricdo dos materiais hiperelasticos pode ser encontrada no trabalho de Selvadurai
(2006), onde o autor analisa as deflexdes de uma membrana circular de borracha natural,
submetida a deslocamentos controlados por um indentador rigido. Nesse trabalho, os modelos
hiperelasticos da literatura sdo desenvolvidos computacionalmente e seus resultados séo
comparados com os resultados experimentais. Em outro trabalho, Hoss (2009) faz um estudo
de modelos constitutivos de elastbmeros incompressiveis e calibra os parametros em relacéo a
resultados obtidos em laboratério. O autor também sugere novos meios de avaliacdo de
conformidade do modelo a curva experimental.

Pesquisas sobre equilibrio e estabilidade ndo-linear das membranas esféricas de Mooney-
Rivlin sdo desenvolvidas por diversos autores. Alexander (1971) apresenta um estudo de
instabilidade de baldes hiperelasticos esféricos e propde uma analogia ao efeito de snap-
through. Nesse trabalho faz-se a verificacdo experimental com bal6es de Neoprene e
confirmam-se efeitos de bifurcacdo ndo esférica. Akkas (1978) estuda uma membrana sujeita a
diferentes estagios de carregamento, por acréscimo de pressao interna. O trabalho apresenta
uma analise paramétrica, para a qual se tragaram os caminhos de equilibrio de inflacdo estatica
e dinamica. Consequentemente, foi possivel prever a existéncia do fenémeno de snap-out, que
ocorre em inflagdes dindmicas. Xin-Chun (1991) apresenta em seu trabalho analises
paramétricas quanto ao carregamento e as propriedades dos materiais e sua influéncia no
equilibrio e instabilidade do sistema. Os resultados obtidos mostram a dependéncia paramétrica
dos caminhos de equilibrio e dos pontos de instabilidade.

Ainda dentro dos estudos sobre membranas esféricas de Mooney-Rivlin, Verron et al.
(1999) estudam os efeitos de uma inflacdo dinamica. Utiliza-se uma formulacéo de energia, da
qual é possivel obter as equacBes de equilibrio dindmico. Faz-se uma analise linear de
estabilidade e confeccdo dos planos-fase do sistema. Insere-se um acréscimo de pressao
periddico, para o qual séo tracadas novas trajetérias de equilibrio, identificando diferentes
pontos de instabilidade durante a inflacdo dinamica. Observa-se também que a frequéncia e a
amplitude de vibrag6es de uma membrana esférica de Mooney-Rivlin dependem fortemente do
histérico de pressdo interna. Ja Eriksson e Nordmark (2012) estudam a instabilidade de um
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baldo esférico e um cilindro com carregamento de pressdo uniforme interna. Aplica-se uma
variacdo paramétrica ao material, cujos resultados analiticos de instabilidade foram comparados
com os de simulacdo numeérica, onde utilizaram-se elementos triangulares de interpolagéo
linear, mostrando a importancia da correta calibragdo do modelo do gas introduzido no interior
da membrana e do modelo do material.

O estado inicial de tensdes e deformagdes da membrana também é um fator que determina
as respostas estatica e dindmica. Gongalves, Soares e Pamplona (2009), estudam a resposta de
vibracdo ndo-linear de uma membrana circular sujeita a um estado de pré-tracdo e recebendo
uma pressao lateral com variabilidade temporal. O modelo de material utilizado é o Neo-
Hookeano. O campo de deformagbes ndo-linear € aproximado pelo método de Galerkin.
Mostra-se que ha conformidade entre os resultados assim obtidos e os resultados da formulagédo
de elementos finitos. Observa-se que ha grande influéncia da tenséo inicial aplicada quanto a
resposta de vibragdo e que diferentes leis constitutivas para o material hiperelastico levam a
mesma relagéo de frequéncia-amplitude. Estudos semelhantes com diferentes geometrias séo
encontrados em Soares (2009), Soares e Gongalves (2012, 2014) e Silva (2015).

Neste trabalho apresenta-se um estudo dos comportamentos mecanico estatico e dindmico
de uma membrana de geometria esférica submetida a uma pressdo radial uniformemente
distribuida em sua superficie interna, de modo a estabelecer a influéncia do estado inicial de
pressdo e dos parametros do modelo constitutivo. A membrana serd composta por material
elastomérico de caracteristica hiperelastica, modelada como um material dos tipos de Mooney-
Rivlin e Neo-Hookeano, incompressivel, homogéneo e isotrépico. Obtém-se as equacdes de
equilibrio estatico e dindmico por meio da variacdo do Lagrangeano. A seguir, as tensdes
principais, as deformacdes e as frequéncias naturais e respostas no tempo sdo obtidas.

2 FORMULACAO MATEMATICA

Para a formulagdo matematica da membrana de geometria esférica parte-se das relacdes
geométricas entre as configuracdes deformada e indeformada da membrana para a descricao
dos funcionais de energia e posterior aplicacdo do Principio de Hamilton.

2.1 Relacbes geométricas para a membrana esferica

Seja uma membrana esférica indeformada de raio a e espessura h. Definem-se,
primeiramente, coordenadas esféricas, nas quais (r, s, 8) sao referentes ao estado indeformado
e (x, Y, ) representam o estado deformado da membrana, como pode ser observado na Fig. 1.

Considerando uma deformagdo axissimétrica da membrana, ndo ha alteracdo na
coordenada angular 6 e assume-se que 0 plano r-s é coincidente ao plano x-y. Desse modo, as
coordenadas (x, y) podem ser expressas como uma funcdo dependente da variavel r.

X= X(r) (l)
y=y(r) (2)
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Figura 1. Representacéo do sistema de coordenadas e dos elementos infinitesimais.

O ponto P(r, s, 8), localizado na superficie indeformada, sofre um deslocamento até a
configuracdo P’(x, y, 8). Os elementos infinitesimais meridionais (dm, dM) e circunferenciais
(dc, dC), adjacentes a P tém seus comprimentos dados em funcdo das coordenadas r, se 6. A
partir da relacdo entre esses elementos, definem-se as razdes de extensdo principais i1 e A2.

o [ (v, R T

4= dm 1+(s, )? ®)
4 _49C _x
2 de r (4)
_d0)
onde (), = e

Os invariantes de deformagao I1, I2 e I3 sdo descritos em fungdo das extensdes principais
como apresentados nas seguintes equagdes:

L= +5+2

(®)
|, = RA+ A0+ )
Iy =444 (7)

A terceira extensdo principal é descrita pela razdo entre a espessura da membrana
deformada, H, e a espessura indeformada, h. Uma vez que o material é considerado
incompressivel, o terceiro invariante é unitario, de modo que a extensdo principal Az também
possa ser descrita como fungdo de 11 e A2, conforme a Eq. (8).
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H 1
/1 == — 8
N T (8)
Define-se, entdo, a funcdo de densidade de energia do material de Mooney-Rivlin, na Eq.
(9) onde C;1 e o sdo parametros do material. O material Neo-Hookeano €é descrito quando o
parametro o é nulo.

W =C,[(1,-3)+a(l,-3)] (9)

As tensdes desenvolvidas na membrana sdo dadas pela diferenciagdo da funcdo de
densidade de energia em relacédo as extensdes meridional e circunferencial:

oW

o, =——

0/ (10)

Na Fig. 2 apresentam-se o raio da membrana indeformada (a), o raio da membrana

deformada (A) e o angulo meridional (¢). As coordenadas da membrana indeformada (r, s) e

deformada (x, y), sdo descritas em funcdo de ¢ e do tempo (t), que sera considerado na analise
dindmica. Dessa forma tém-se:

I =CoS¢ (11)
S =seng (12)
x=X(g,t) (13)
y=y(4.) (14)

Substituindo-se as Egs. (11) a (14) nas razdes de extenséo principal apresentadas nas Egs.
(3), (4) e (8), obtém-se as seguintes expressdes para as extensdes principais:

A= V (X,¢ )2a+ (y,¢ )2 (15)

P
> acosg (16)
A= a’cos¢ an
x,/ixyqj P +(y4j P
_dQ). _d’()
onde ( ), = 40 ()= v
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rX

Figura 2. Vista lateral das configuracdes indeformada e deformada da membrana.

2.2 Funcionais de energia
Escreve-se o funcional de energia do sistema, incluindo os termos de energia elastica de
deformacéo (U), trabalho das forgas externas (W) e do termo de energia cinética (T).

A energia elastica de deformacéo é dada pela integracdo da fungdo de densidade de energia
de deformacéo (W) na totalidade do volume indeformado da membrana:

U= jw cos(4)dV
v (18)
O volume infinitesimal para integracédo € dado por:

dv=2rzhacos¢ d¢g (19)

Segundo Tielking e Feng (1974), Kumar e DasGupta (2013) e Soares (2009), o trabalho
realizado pelas forcas externas € definido pela variacdo do volume envolto pela membrana:

W, = p[dv
v (20)

Para a geometria esférica submetida a uma extensdo radial axissimétrica tem-se o seguinte
trabalho da presséo (p):

2

W, = pﬂj X’y ,d¢ (21)
0

A carga p € composta por uma parcela estatica, pest, € uma parcela dindmica, onde S é a

razdo entre 0 médulo da carga estatica e a dinamica. Define-se a razdo Q em que wr € a
frequéncia de excitacdo da carga dindmica e wo € a frequéncia natural.
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P = Pag + /B Pege COS(CA) (22)
oF

=2 (23)
.

[0]
A energia cinética é definida por:

T

T= hazyﬂf [cos¢ ()‘(2 + yz)]d¢

(24)
° d o0 2
onde ()=—;( )= — €y ¢ adensidade do material.
dt dt
Por fim, define-se a funcdo de Lagrange:

2.3 Equacles para a analise estatica nao linear

Na andlise estatica, a funcdo de Lagrange L reduz-se a energia total de deformacao, 17 e
utiliza-se o principio de Hamilton para minimizacdo do funcional de energia, obtendo as
equacOes de equilibrio. Definem-se as solucBes do deslocamento x e y, como funcdes
trigonomeétricas.

X = Acos¢ (26)
y = Aseng 27)

Estas respostas trigonométricas, utilizadas nas equacdes de equilibrio, geram uma Unica
equacdo em ambas as direcdes x ey, tornando o problema descrito em funcdo da coordenada
radial:

4hC1(Afa —~ANaa+Aa’ - as)— pA/a’ =0 (28)
Define-se a razdo entre os raios deformado e indeformado:

s_A
a (29)

Substituindo a Eq. (29) na Eq. (28), obtém-se a expressdo para a pressdo interna da
membrana em funcdo da razdo de extensdo radial (o):
a5 - 6%)+5° -1

o'a

p=4hC, (30)

As tensdes desenvolvidas nas dire¢cdes meridional e circunferencial sdo iguais, e obtidas
através da Eq. (10):

a(5° - 52)+5° -1
54

o,=0,=2C, (31)
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2.4  Equacbes para a analise dindmica ndo-linear

Para a analise dinamica, estabelece-se que o raio deformado (A) depende do tempo, sendo
composto pela soma do raio da deformagdo estatica (A1) e o raio da perturbacéo dindmica em
torno da posicdo de equilibrio (A2):

A=A +A(t) (32)

Com a definicéo do raio da esfera na Eq. (32), aplica-se o principio de Hamilton a funcéo
de Lagrange, Eq. (25), fazendo sua minimizacdo, gerando a equagdo nao-linear dindmica, Eq.
(33). Inclui-se na equagdo a parcela dissipativa, em que C € o coeficiente de amortecimento e @
é a frequéncia natural de vibracéo.

~ 4Ch 1 (A 4+ +alA + 2
yhad, + {(Aﬁ AR Az(t))}[l (A -+ A 0)F]

+p(A +A () =200rh A,

Para a anélise linear de estabilidade, considera-se a carga p como estatica e desconsidera-
se 0 amortecimento do sistema. A parcela dindmica do raio deformado, Az, € reescrita em funcéo
da frequéncia de vibracéo, w, e do tempo, conforme Eq. (34). Com a substituicdo da Eq. (34)
na Eg. (33) e a linearizacao para os termos de primeira ordem de A, obtém-se a Eq. (35), que
relaciona a frequéncia de vibracdo do sistema e o nivel de carga p.

A, (t)= A, cos(et) (34)
~A'a*o’hy +32A°C.ah—8C, —7A’a’p+24A'C,a*h=0 (35)

As relagdes de frequéncia-amplitude sdo obtidas através da utilizacdo do método de
Galerkin-Urabe, Eq. (36), onde ® ¢ a equagdo ndo-linear dindmica, Eq. (33). A equacédo
resultante permite determinar a razao entre a frequéncia de vibracao, w, e a frequéncia natural,
o para uma determinada amplitude de perturbacéo, A..

(33)

2z

O(t)cos(wt)dt =0 (36)

O —

Para a obtencéo das respostas no tempo e planos-fase, utiliza-se a adimensionalizagédo da
variavel de tempo (Eg. 37), que resulta na equacdo adimensional no tempo, Eq. (38).

T=w,t (37)

2 hap, _+2Cih ! —(A+A>)) |N+a(A +A(0)
w'yha,, + [(A1+A2(T))5 (A + A ))}[1 (A -+ A, )]

+ P(A + A, (r))=2{w’ yh A,

(38)

onde (), =9:(), =&

dr _?'
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3 RESULTADOS NUMERICOS

Apresentam-se os resultados dos comportamentos ndo-lineares estatico e dindmico da
membrana esférica hiperelastica. Faz-se uma comparacdo entre os modelos Neo-Hookeano
(NH) e de Mooney-Rivlin (MR) para um mesmo material. Em sequéncia, apresentam-se 0S
resultados da analise da estabilidade estatica ndo-linear, relacdo frequéncia-amplitude e os
comportamentos ndo-lineares da vibragao livre e da vibragéo forcada.

Para a obtencao dos resultados, considerou-se uma membrana indeformada de raio a = 1m,
espessura h = 0,001m, densidade y = 1200 kg/m®. A Tabela 1 mostra os parametros do modelo
hiperelastico, que sdo baseados na calibragem experimental para um material elastomérico,
realizada no trabalho de Selvadurai (2006).

Tabela 1. Coeficientes dos modelos hiperelasticos.

Modelo C: (MPa) a
Neo-Hookeano 0,17 0
Mooney-Rivlin 0,1361 0,0592

3.1 Analise estatica nao-linear

Primeiramente, apresentam-se os resultados da analise estatica ndo-linear da membrana
esférica. Na Fig.3 mostra-se a relagdo do incremento de pressdo interna, 4P, e a extensdo radial
o para 0s modelos Neo-Hookeano e de Mooney-Rivlin, utilizando a Eq. (30). Os dois modelos
apresentam-se  semelhantes nos estagios iniciais de extensdo, diferenciando-se
consideravelmente a partir dos valores maximos de pressdo, que ocorre em ¢ = 1,383 para NH
eem d =1,433 para 0 modelo MR. Na faixa de extensdes em que ¢ > 2, observa-se que o modelo
MR apresenta menores pressdes internas do que o modelo NH.
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500
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Mooney-Rivlin
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~300+
& i
[a®
<200 -
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() T I T | T I T

1 2 3 4 5
Extensdo Radial (3)

Figura 3. Incremento de pressio interna (AP) em fungio da extensio radial (8).

Na Fig. 4, mostra-se a variacdo da tensdo (o) para valores crescentes da extensao radial, a
partir da Eq. (31). Inicialmente, ambos modelos apresentam certa linearidade e comportamento
semelhante. Com o aumento da extensdo radial, observa-se que 0 modelo MR apresenta néo-
linearidade mais acentuada e maiores valores de tensdo do que o0 modelo NH.

20
4 Neo - Hookeano
—— Mooney - Rivlin
16
=124
am
E i
b 8-
4 —
0 T T T T T T T
1 2 3 4 5

Extensdo radial (0)
Figura 4. Tensao principal da membrana (¢) em func¢io da extensio radial (5).

A andlise da estabilidade estatica ndo-linear é feita através da equacdo dinadmica
linearizada, Eq. (35). Na Fig. 5(a), mostra-se a relagdo entre o quadrado da frequéncia de
vibracdo (w?) e a extensdo radial. O modelo NH se torna instavel em ¢ = 1,383, ponto de
maximo apresentado na Fig. 3, e ndo apresenta, posteriormente, ganho de estabilidade, pois o
valor da frequéncia do sistema (w) permanece imaginario. Ja 0 modelo MR se torna instavel em
0 = 1,433, ponto de méaximo apresentado na Fig. 3, porém volta a ser estavel a partir de
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0 = 4,104, ponto de minimo apresentado na Fig. 3. Na Fig. 5(b) mostra-se a relacéo entre o
quadrado da frequéncia e a pressdo interna aplicada. Vé-se que h& apenas um ponto de
interseccdo com o eixo nulo para 0 modelo NH, e dois pontos de interseccéo para 0 modelo MR,
confirmando o comportamento descrito na Fig. 5(a). Estes resultados apresentam conformidade
com os de Xin-Chun (1991) e Verron et al. (1999).

4000 4000
- Neo-Hookeano i NeO-Hookeailo
= Mooney-Rivlin Mooney-Rivlin
3000 - Mooney-Rivl 3000
~ 2000
S
E -
‘e 1000
0 . s Y () T KD UND I APUIPIPIPPIIPR PP SR,
-1000 .
100 200 300 400 500
Extensdo Radial (d) AP (Pa)
(@ (b)

Figura 5. (a) Quadrado da frequéncia natural em funcéo da extensdo radial. (b) Quadrado da frequéncia
natural em fungdo da presso interna.

3.2 Analise dindmica nao-linear

Inicialmente, s&o produzidas as rela¢fes frequéncia amplitude para os modelos NH e MR.
Utiliza-se 0 método de Galerkin-Urabe, Eq. (36), integrando a equacdo dinamica nao-linear,
Eqg. (33), ao longo de um ciclo temporal. Na Fig. 6, mostra-se a relagio da razéo das frequéncias
de vibracdo ndo-lineares, normalizadas em relacdo a frequéncia linear de vibracdo, e as
amplitudes da perturbacédo aplicada ao raio tracionado estaticamente. Na Fig. 6(a) determinam-
se trés niveis de extensdo radial para o modelo NH. Observa-se que ha ndo-linearidade na
resposta do modelo, a qual é mais acentuada para a curva 6 = 1,37, que € o carregamento mais
préximo ao ponto de instabilidade. Na Fig. 6(b) sdo determinados quatro niveis de extensao
radial para o modelo MR. Observa-se que o comportamento € ndo-linear para os niveis
anteriores ao ponto de instabilidade, sendo mais acentuada em ¢ = 1,42. Constata-se que o nivel
0 = 4,5, apbs o ganho de estabilidade, a relacdo frequéncia-amplitude se apresenta com menor
ndo linearidade quando comparada as demais.
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Figura 6. Rela¢des frequéncia normalizada-amplitude para diversos niveis de extenséo radial. (a) Neo-
Hookeano. (b) Mooney-Rivlin.

A partir da solucdo da Eq. (33) e empregando o método de Runge-Kutta de quarta ordem,
é possivel tracar os planos-fase da vibracdo livre ndo-linear de ambos modelos hiperelasticos.
Observa-se na Fig. 7 algumas das possiveis Orbitas para o nivel de extensdo radial 6 = 1,15. No
modelo NH, Fig. 7(a), ha orbitas fechadas em torno do primeiro ponto de equilibrio (centro em
torno de A2~ 0) e outras Orbitas que divergem nas proximidades do segundo ponto de equilibrio
(selaem A, = 0,84 — coincidente com a trajetoria de equilibrio da Fig. 3). No modelo MR, Fig.
7(b), ha dois centros (A2 = 0; A2 = 5,16) e um ponto de sela (A2 = 1,51). E possivel encontrar
Orbitas em torno de cada um dos centros ou em torno dos trés pontos de equilibrio
simultaneamente. Tais resultados apresentam similaridade com os encontrados em Verron et
al. (1999).

60
40 - 20
o (N e 1 N\
< < TV U
b -20
-40 40
T I T ] T [ T [ ' -60 T T T T T T T T
-1 0 1 2 3 4 0 2 4 6 8
A2 A2
(a) (b)

Figura 7. Planos-fase da membrana para § = 1,15. (a) Neo-Hookeano. (b) Mooney-Rivlin.

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC, Brazil,
November 5-8, 2017.



P.F.T Amaral, R.M. Soares, F. M. A. Silva.

Para a vibracdo forcada, utilizam-se os parametros mostrados na Tabela 2. Séo
desenvolvidas as relacbes amplitude-tempo da resposta dindmica ndo-linear da membrana e os
planos-fase. No primeiro exemplo utiliza-se o pardmetro de carga = 0,02. Na Fig. 8, mostra-
se a possibilidade de escape da solu¢do de MR, realizando algumas 6rbitas em torno dos trés
pontos de equilibrio antes de se estabilizar em torno do segundo atrator, A = 5,16. As Figs. 9 e
10 mostram os comportamentos dos modelos NH e MR, utilizando 8 = 0,10. Nas Figs. 9(a)-(b),
observa-se que o modelo NH realiza algumas 6rbitas em torno do ponto (0,0), porém escapa do
vale potencial e ndo apresenta érbitas fechadas posteriormente. J& no modelo MR, Figs. 10(a)-
(b), a resposta dindmica apresenta-se contida no mesmo vale potencial, tendo suas Orbitas
estaveis.

Tabela 2. Parametros para simulacdo da vibracao forcada.

Parametro Valor
Extensdo radial inicial 1,15
(o)
Frequéncia de 0,9

excitagdo (Q)

Coeficiente de 0,01
amortecimento (&)

8 0.8
6 —
0.4
4 _ -
& e
2 _
| 0.4
0 —
—2 T | T | T | _()8 T | T | T | T | T
0 200 400 600 4 44 48 52 56 6
T A,
(@) (b)

Figura 8. Trajetdria no tempo do modelo de Mooney-Rivlin, # = 0,02. (a) Oscilagdo da membrana no
tempo; (b) Plano-fase da vibracdo permanente.
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Figura 9. Trajetdria no tempo para modelo Neo-Hookeano, # = 0,10. (a) Oscilacdo da membrana no
tempo; (b) Plano-fase com trajetoria de escape.
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Figura 10. Trajetoria no tempo para Mooney-Rivlin g = 0,10. (a) Oscilacdo da membrana no tempo; (b)
Plano-fase no regime permanente.

4 CONCLUSOES

Realizaram-se diferentes analises para investigar 0 comportamento de uma membrana
esfeérica hiperelastica segundo dois modelos constitutivos: Neo-Hookeano e Mooney-Rivlin.
Percebe-se que para 0s estagios iniciais de extensao, 0 comportamento estatico destes modelos
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é semelhante. 1sso pode ser visto nas relacGes de pressao interna em funcéo radial (Fig. 3) e nas
tensdes internas (Fig. 4).

Diferencas mais acentuadas sdo vistas no comportamento dindmico e nos fendémenos de
instabilidade. VVé-se que o modelo Neo-Hookeano se torna permanentemente instavel apds sua
extensdo radial critica, enquanto o0 modelo de Mooney-Rivlin apresenta uma resposta estavel
apos o fendmeno de snap-through, conforme sugerido por Alexander (1971).

Os planos-fase, com suas respectivas bacias de atracdo, mostram que ha apenas um atrator
para 0 modelo Neo-hookeano, e dois atratores para 0 modelo de Mooney-Rivlin, o qual possui
trés tipos de orbitas diferentes, conforme encontrado em Verron et al. (1999).

A simulagdo do comportamento dindmico em que ha amortecimento e excitacdo periodica
mostra que os dois modelos sujeitos as mesmas condi¢Ges possuem respostas diferentes. Para
o primeiro exemplo, com o fator f = 0,02, que o modelo de Mooney-Rivlin pode saltar do
primeiro vale potencial e realizar 6rbitas em torno dos trés pontos de equilibrio e sua
estabilizagdo em torno do segundo atrator. No segundo exemplo, vé-se que o modelo Neo-
Hookeano realizou algumas drbitas em torno de seu atrator e se tornou instavel, escapando de
seu vale potencial. No entanto, 0 modelo de Mooney-Rivlin se estabilizou em torno do seu
primeiro ponto de equilibrio.
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