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Av. Trabalhador Sãocarlense 400, 13566-590, São Carlos, São Paulo, Brasil

Resumo. Os métodos de partı́culas se caracterizam por representar um problema por meio
de um conjunto de partı́culas, cujas forças de interação são calculadas durante a análise.
Neste trabalho é proposta uma formulação para análises de escoamentos incompressı́veis onde
partı́culas de massa constante são distribuı́das por todo domı́nio, e uma malha de elementos
finitos é criada para cada passo de tempo com o intuito de calcular as forças de interação.
Assim, as equações de Navier-Stokes são descritas através de um referencial Lagrangeano e
são solucionadas por meio de elementos finitos cujos parâmetros nodais são as posições atu-
ais de cada partı́cula. Esta abordagem difere-se da técnica tradicional pois não utiliza os
deslocamentos ou velocidades como variáveis principais, mas sim as posições das partı́culas
e a pressão, essa última atuando como multiplicador de Lagrange impondo a condição de
incompressibilidade. A forma variacional das equações é obtida aplicando-se o princı́pio da
energia potencial total estacionária. Utiliza-se elementos triangulares com aproximação linear
para ambos os campos de velocidade e pressão e a integrac̆ão temporal é realizada por meio
do método de Newmark. Devido à descrição Lagrangeana adotada, os termos de convecção
desaparecem, dispensando-se o uso de métodos para estabilizar o campo de velocidades. En-
tretanto, o elemento adotado não satisfaz a condição de Babuska-Brezzi e portanto um termo
estabilizante baseado no Laplaciano da pressão é adicionado à equação da continuidade. Por
fim, são apresentados alguns exemplos numéricos para a validação da formulação proposta.

Palavras-chave: Método de Partı́culas, Método dos Elementos Finitos Posicional, Dinâmica
dos Fluidos Computacional, Escoamentos Incompressı́veis.
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Método dos Elementos Finitos Posicional e Método de Partı́culas combinados para análise bidimensional de
escoamentos incompressı́veis.

1 INTRODUÇÃO

As equações de Navier-Stokes, embora estudadas há muito tempo, continuam a desafiar
matemáticos e engenheiros. Essas equações são comumente descritas através de um referencial
Euleriano, onde as taxas das grandezas que cruzam as fronteiras de um volume de controle
fixo no espaço são medidas durante a análise. Expressivos resultados no âmbito da dinâmica
dos fluidos computacional (DFC) foram obtidos ao longo das últimas décadas utilizando essa
abordagem (Anderson, 1995; Tannehill et al., 1997; Drikakis e Rider, 2005).

Entretanto, para problemas de convecção dominante, a aplicação do método clássico de
Galerkin sobre uma descrição Euleriana resulta em matrizes assimétricas e surgem variações
espúrias nos campos de velocidades causando problemas de estabilidade, sendo necessária a
utilização de métodos estabilizantes (Zienkiewicz et al., 2005; Strang e Fix, 2008; Dick, 2009).

Ainda, algumas dificuldades são encontradas ao analisar problemas cujo domı́nio e con-
torno sofrem constantes distorções, como por exemplo alguns escoamentos de superfı́cie livre.
Outra desvantagem pode ser observada em problemas de interação fluido-estrutura (IFE), uma
vez que o equilı́brio dos sólidos é descrito por meio de um referencial Lagrangeano, tor-
nando necessária a utilização de técnicas de malhas adaptadas, como a descrição Lagrangeana-
Euleriana Arbitrária (ALE) proposta por Donea et al. (1982), ou de malhas não adaptadas, por
exemplo o método de contorno imerso (Peskin, 2002).

Uma maneira de contornar tais problemas é descrever o movimento do fluido também
em descrição Lagrangeana, possibilitando assim eliminar os termos convectivos, facilitar na
identificação do contorno de superfcies livres e permitir o acoplamento direto com as estru-
turas. Nesse contexto, Gingold e Monaghan (1977) propuseram essa abordagem pela primeira
vez através do método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), dando origem assim a uma
série de métodos conhecidos como Meshless Methods - métodos que não necessitam de ma-
lhas para a discretização do domı́nio espacial, onde as funções de forma dependem apenas das
posições das partı́culas do fluido.

Esses métodos de partı́culas vêm se mostrando muito eficientes para a dinâmica dos fluidos
computacional, principalmente no que se refere a problemas que sofrem constantes alterações
em seu domı́nio, como escoamentos com superfı́cie livre, e também problemas de IFE com
condições de contorno complexas, como pode ser visto nos trabalhos de Premoze et al. (2003),
Monaghan (2005), Liu et al. (2008), Liu e Liu (2010) e Monaghan (2012).

Mais adiante, Idelsohn et al (2003) propuseram um método numérico inovativo, conhecido
como Particle Finite Element Method (PFEM). Esse método se caracteriza por utilizar uma
formulação hı́brida Método de Partı́culas e Método dos Elementos Finitos (MEF), unindo assim
as vantagens individuais proporcionadas por cada um. Nessa abordagem, o domı́nio é repre-
sentado por meio de um conjunto de partı́culas com massa fixa, que se movem de acordo com
as equações de conservação do momento linear. Para cada passo de tempo, essas partı́culas são
conectadas por uma malha de elementos finitos, cuja função é computar as forças de interação
entre partı́culas vizinhas (Idelsohn et al., 2004; Aubry et al., 2005; Oñate et al., 2009; Oñate et
al., 2011; Idelsohn et al., 2011).

A abordagem tradicional do MEF utiliza como incógnitas principais os deslocamentos,
quando o material estudado é sólido, ou velocidades, quando o material em análise é fluido,
podendo ainda considerar o campo de pressões como variável independente, o que acontece nas
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chamadas formulações mistas. Um caso particular ocorre nos escoamentos incompressı́veis,
onde a pressão é introduzida de maneira implı́cita devido à equação da continuidade apresentar
apenas termos referentes à velocidade, o que pode levar a problemas de estabilidade caso o
elemento adotado não satisfaça a condição de Babuska-Brezzi.

Quando essa condição não é satisfeita, é necessário introduzir termos estabilizantes à e-
quação da continuidade para que se obtenha um campo de pressões estável. Atualmente é
possvel encontrar diversas técnicas com essa finalidade, tais como os modelos apresentados por
Courant (1943), Hughes et al. (1989) ou ainda a técnica conhecida como Finite Calculus (FIC),
que adiciona termos na diagonal nula baseado em incrementos finitos dentro do domı́nio de um
elemento, apresentada por Oñate (1998).

No inı́cio do século XXI, motivado pelos trabalhos de Bonet et al. (2000), Coda (2003)
introduz, no contexto da mecânica das estruturas, a formulação posicional do MEF, que ao
contrário das formulações desenvolvidas anteriormente, utiliza as posições atuais ao invés de
deslocamentos e rotações como parâmetros nodais, contemplando naturalmente os efeitos da
não linearidade geométrica devido à forma como é realizado o mapeamento das configurações
do contı́nuo. Essa formulação vem se mostrando extremamente eficaz em análises estática e
dinâmica de estruturas, como pode ser visto nos trabalhos de Greco e Coda (2006), Coda e
Paccola (2009) e Sanches e Coda (2014).

Dessa forma, este trabalho propõe o desenvolvimento, a partir de um funcional de energia,
de uma formulação hı́brida do método dos elementos finitos posicional e método de partı́culas
para a análise de escoamentos incompressı́veis, cujos parâmetros nodais são as posições atuais
das partı́culas de fluido juntamente com a pressão, que atua como um multiplicador de Lagrange
impondo a condição de incompressibilidade do material. Esta formulação é a base para o de-
senvolvimento de um futuro acoplamento monolı́tico entre o fluido e a estrutura, expandindo a
área de aplicação da formulação posicional.

2 CINEMÁTICA

Toma-se uma porção infinitesimal P pertencente a um domı́nio arbitrário B contendo flu-
ido, tal que P ∈ B, inserido no espaço Euclidiano tridimensional em um dado instante de
tempo t, conforme a Fig. 1. No instante inicial t = 0, o corpo ocupa sua configuração inicial
Ω0. Para um instante t > 0, esse domı́nio sofre uma mudança de configuração, passando a
ocupar sua configuração atual Ω. A função mudança de configuração, que mapeia os pontos da
configuração inicial para a atual, é dada por:

x = f(X, t), (1)

em que x e X são, respectivamente, as posições atual e inicial de um ponto P e f é a função
responsável por relacionar essas posições.

A velocidade de cada ponto é a taxa de variação de suas posições com o tempo. Assim,
aplicando a derivada material na Eq. 1 obtém-se:

ẋ(X, t) =
Dx(X, t)
Dt

, (2)
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Figura 1: Configurações ocupadas por um domı́nio de fluido nos intantes inicial e atual

onde ẋ é a velocidade material de um ponto, e o ı́ndice (˙) representa o operador derivada tem-
poral. Analogamente calcula-se a aceleração como a taxa de variação temporal das velocidades:

ẍ(X, t) =
Dẋ(X, t)
Dt

=
D2ẍ(X, t)
Dt2

. (3)

Por último, uma grandeza muito importante no estudo da mecânica do contı́nuo é o gradi-
ente da função mudança de configuração, definido como:

F = Grad(f(X, t)) =
∂x
∂X

. (4)

em que Grad( ) representa o operador gradiente em relação a configuração inicial.

Essas equações permitirão descrever as grandezas necessárias para o estudo da dinâmica
dos fluidos utilizando a configuração inicial como referência, o que é conhecido como descrição
Lagrangeano total. Mais adiante serão discutidas as limitações de tomar-se como referência a
configuração inicial para materiais fluidos, e como as equações são particularizadas para o caso
em que a configuração atual é escolhida como referência, dito Lagrangeano atualizado.

3 EQUAÇÃO DA CONSERVAÇÃO DA MASSA
A equação da conservação da massa, ou como será chamada ao longo deste trabalho,

equação da continuidade, pode ser escrita em descrição Lagrangeana como:

ρ0 = ρJ, (5)
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onde ρ0 e ρ são a massa especı́fica do fluido nas configurações inicial e atual, e J = detF.

Para fluidos incompressı́veis, a variação da massa especı́fica com o tempo é nula, resultando
assim em:

J = 1, (6)

o que é equivalente à:

Tr(Grad(V)F−1) = 0, (7)

onde Tr( ) representa o operador traço de um tensor de segunda ordem.

4 EQUAÇÃO DA CONSERVAÇÃO DO MOMENTO LINEAR

Para um corpo contı́nuo qualquer, a equação que descreve seu movimento pode ser escrita
em descrição Lagrangeana da seguinte forma:

ρ0ẍ−Div (P)− B = 0, (8)

em que ρ0 e B são, respectivamente, a densidade e as forças de domı́nio no instante inicial e
P o tensor de Piola-Kirchhoff de primeira espécie, que pode ser relacionado com o tensor de
Cauchy por meio da Eq. abaixo:

P = JσF−T (9)

Por se tratar de um tensor não simétrico, é mais vantajoso trabalhar-se com o tensor de
Piola-Kirchhoff de segunda espécie, definido como:

S = PF−T (10)

5 RELAÇÃO CONSTITUTIVA

O tensor de tensões de Cauchy pode ser decomposto da seguinte forma:

σ = σ’− pI, (11)

em que σ’ representa as componentes desviadoras do tensor de Cauchy, p é a pressão hidrostá-
tica e I o tensor identidade.

Considerando um fluido Newtoniano, as tensões desviadoras se relacionam linearmente
com as taxas de deformação segundo a equação:

σ′ij = dijklε̇kl, (12)

onde dijkl é o tensor constitutivo de quarta ordem e ε̇kl é o tensor taxa de deformação de enge-
nharia, definido a partir das velocidades como:

ε̇kl =
1

2

(
∂ẋi
∂xj

+
∂ẋj
∂xi

)
. (13)
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O tensor constitutivo na configuração atual pode ser calculado pela seguinte expressão:

dijkl = µ (δikδjl + δilδjk) , (14)

onde µ é a viscosidade dinâmica do fluido e δij o operador Delta de Kronecker.

Sabendo-se que o Tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie está relacionado com o
tensor de Cauchy por S = JF−1σF−T , substituindo essa expressão na Eq. 11 tem-se:

S = JF−1σ′F−T − JF−1pIF−T = S′ − pJC−1, (15)

sendo C conhecido como alongamento de Cauchy-Green à direita e S′ a parcela desviadora do
tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Essa parcela relaciona-se com o tensor taxa de
deformação de Green, sendo ambos tensores referentes à configuração inicial:

S ′ij = DijklĖkl, (16)

em que:

Ė =
DE
Dt

= FT ε̇F, (17)

E =
1

2
(C− I) , (18)

C = FTF. (19)

As componentes do tensor constitutivo podem ser obtidas aplicando a transformação de
Piola sobre o tensor constitutivo referente à configuração atual, como pode ser encontrado em
livros textos que abordam materiais hiperelásticos e funções de energia, por exemplo Holzapfel
(2000) e Marsden e Hughes (1994):

Dijkl = F−1
Ai F

−1
Bj F

−1
CkF

−1
Dl dABCD. (20)

6 PRINCÍPIO DA ENERGIA POTENCIAL TOTAL ESTACIONÁRIA
APLICADO A FLUIDOS INCOMPRESSÍVEIS

No âmbito da dinâmica dos fluidos, o método dos resduos ponderados é amplamente uti-
lizado para obter-se a forma variacional das equações governantes, entretanto, neste trabalho
será utilizado o Princı́pio da energia potencial total estacionária.

O funcional da energia potencial total possui três parcelas:

Π = Πint − Πext + Πcin, (21)

em que Πint, Πext e Πcin são, respectivamente, as parcelas referentes à energia interna de
deformação, energia potencial das forças externas e energia cinética, calculadas como:

Πint =

∫
Ω0

ΨdV, (22)
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Πext =

∫
Ω0

B · xdV +

∫
∂Ω0

T · xdS, (23)

Πcin =

∫
Ω0

1

2
ρ0ẋ · ẋdV. (24)

O equilı́brio é obtido quando a primeira variação do funcional é nula, assim:

δΠ =

∫
Ω0

1

2
ρ0δ (ẋ · ẋ) dV +

∫
Ω0

δΨdV −
∫

Ω0

B · δxdV −
∫
∂Ω0

T · δxdS = 0. (25)

Sabe-se que S é conjugado energético de E pois:

δΨ =
∂Ψ

∂E
: δE = S : δE (26)

Substituindo a Eq. 15 na Eq. 26 é possı́vel separar a energia interna de deformação em duas
parcelas:

S : δE = S′ : δE− pJC−1 : δE, (27)

uma devida às tensões viscosas e outra devida à deformação volumétrica, uma vez que:

Ev = C−1 : E. (28)

Considerando que o funcional depende das posições atuais das partı́culas de fluido e das
pressões, que atuam como multiplicadores de Lagrange impondo a incompressibilidade, tem-se
um sistema de duas equações:

∂Π

∂x
=

∂

∂x

(∫
Ω0

1

2
ρ0 (ẋ · ẋ) dV +

∫
Ω0

ΨdV −
∫

Ω0

B · xdV −
∫
∂Ω0

T · xdS
)

= 0, (29)

∂Π

∂p
=

∂

∂p

(∫
Ω0

pJC−1 : EdV
)

=
∂

∂p

(∫
Ω0

pJEvdV

)
= 0. (30)

Nota-se que a Eq. 30, a qual foi obtida como a primeira variação do funcional de energia em
relação as pressões, é equivalente à equação da conservação da massa apresentada na seção 3.

7 DISCRETIZAÇÃO POR MEIO DO MÉTODO DOS ELEMENTOS
FINITOS POSICIONAL

Os valores das posições atuais e das pressões são interpolados por meio de funções lineares
da seguinte maneira:

xl =
n∑

j=1

Njx
j
l ; p =

n∑
j=1

Njp
j, (31)

onde xl e p representam, respectivamente, a coordenada na direção l e a pressão de um ponto
genérico x pertencente ao domı́nio, Nj são funções de aproximação relacionadas ao nó j, xjl a
posição atual na direção l e pj a pressão de um nó j.
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Substituindo as aproximações descritas pela Eq. 31 nas Eq. 29-30 obtém-se a forma discreta
do sistema de equações:

∂Π

∂x
=

∫
Ω0

ρ0NiNj ẍdV +

∫
Ω0

S′ :
∂E
∂x
dV −

∫
Ω0

NlplJC−1 :
∂E
∂x
dV −

∫
Ω0

B ·NidV+

−
∫
∂Ω0

T ·NidS = 0,

(32)

∂Π

∂p
=

∫
Ω0

NiJC−1 : EdV =

∫
Ω0

NiJEvdV = 0, (33)

que na forma matricial pode ser escrito como:

M · ẍ + fintv + fintp − fext = 0, (34)

q = 0, (35)

em que M é a matriz de massa diagonalizada e constante, fintv e fintp são os vetores de força
interna devido respectivamente as tensões viscosas e pressão, fext o vetor de forças externas e q
o vetor de continuidade , calculados da seguinte maneira:

Mij =

∫
Ω0

ρ0NiNjdV

f int,v
i =

∫
Ω0

S ′lk
∂Elk

∂xi
dV

f int,p
i = −

∫
Ω0

NjpjJC
−1
lk

∂Elk

∂xi
dV

f ext
i = −

∫
Ω0

BiNidV −
∫
∂Ω0

TiNidS

qi =

∫
Ω0

NiJC
−1
lk ElkdV

(36)

8 INTEGRAÇÃO TEMPORAL

Neste trabalho, a integração temporal foi realizada por meio do integrador implı́cito de
Newmark, que aproxima as velocidades e acelerações da seguinte forma:

ẋt+∆t = γ∆tẍt+∆t + lt, (37)

ẍt+∆t =
xt+∆t

β∆t2
− gt, (38)

onde ∆t é o incremento de tempo, lt e gt são vetores que contêm contribuições do instante
anterior, calculados como:

lt = ẋt + ∆t (1− γ) ẍt, (39)

gt =
xt

β∆t2
+

ẋt

β∆t
+

(
1

2β
− 1

)
ẍt, (40)
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e β e γ são parâmetros que dependem do comportamento adotado para a aceleração e que
interferem na estabilidade do algoritmo. Segundo Franci (2015), o integrador de Newmark
torna-se incondicionalmente estáavel se a condição abaixo for satisfeita:

γ ≥ 2β ≥ 1

2
. (41)

Portanto, neste trabalho foram adotados como parâmetros de Newmark β = 1
4

e γ = 1
2
, o

que corresponde a um comportamento linear para a aceleração dentro de um passo de tempo.

Substituindo as Eq. 37-38 no sistema de equações 34-35:

M
β∆t2

· ẍt+∆t + fint,vt+∆t + fint,pt+∆t − fextt+∆t −M · gt+∆t = 0, (42)

qt+∆t = 0, (43)

9 LINEARIZAÇÃO VIA NEWTON-RAPHSON

Devido a caracterı́stica não linear das Eq. 42-43, o método iterativo de Newton-Raphson
foi adotado para linearizar as equações. Assim, iguala-se as Eq. 42-43 a vetores de resı́duos,
que devem ser nulos quando as condições de equilı́brio e incompressibilidade forem satisfeitas:

rm(xk
t+∆t,p

k
t+∆t) =

M
β∆t2

· ẍt+∆t + fint,vt+∆t + fint,pt+∆t − fextt+∆t −M · gt+∆t = 0, (44)

rc = (xk
t+∆t) = qt+∆t = 0. (45)

A seguir, expande-se ambas equações em séries de Taylor truncando-as nos termos de or-
dem superior,dando origem ao seguinte sistema:∂rm

∂x
∂rm
∂p

∂rc
∂x 0

 ·
∆x

∆p

 =

−rm

−rc

 . (46)

Uma vez calculados os acréscimos, atualiza-se os valores das posições e das pressões:

xk+1
t+∆t = xk

t+∆t + ∆xk+1
t+∆t, (47)

pk+1
t+∆t = pk

t+∆t + ∆pk+1
t+∆t. (48)

10 ESTABILIZAÇÃO DA EQUAÇÃO DA CONTINUIDADE

Sabe-se que no regime de incompressibilidade, algumas combinações de funções utilizadas
para interpolar os valores nodais das posições e das pressões são instáveis e podem levar a
resultados incoerentes em termos de pressão (Zienkiewicz e Taylor, 2000; Elman et al., 2005).
Isso ocorre, por exemplo, ao utilizar funções de mesma ordem para ambas as variáveis.
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Basicamente, há dois modos de solucionar esse problema, usar funções de forma que
satisfaçam a condição de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB) ou adicionar termos estabi-
lizantes à equação da continuidade. Neste trabalho optou-se pela segunda opção, uma vez que
empregando-se os conceitos de métodos de partı́culas torna-se indesejável o uso de funções de
forma de ordem superior devido a necessidade de refazer a malha a partir de uma nuvem de
pontos para cada passo de tempo.

O método estabilizante aqui utilizado foi proposto por Oñate et al. (2010) e consiste em adi-
cionar uma parcela referente ao Laplaciano da pressão à equação da continuidade, impondo que
a conservação da massa acontea para um domı́nio finito (para detalhes de como esta expressão
foi derivada, checar a referência). Assim, a equação modificada passa a ser:

∂

∂p

(∫
Ω0

pJEvdV

)
−
∫

Ω0

τJ∇2pdV +

∫
∂Ω0

τJN∇pdS = 0, (49)

onde ∇ e ∇2 representam, respectivamente, os operadores gradiente e laplaciano, N é o vetor
normal ao contorno inicial e τ um parâmetro estabilizante calculado como:

τi =
h2
i |rm|

16µ|∇p|
(50)

em que hi é o comprimento do elemento na direção i e rm é o resı́duo da equação da conservação
do momento linear.

11 GERAÇÃO DE UMA NOVA MALHA

Devido a caracterı́stica que os fluidos possuem de não resistirem a tensões desviadoras e
de deformarem-se indefinidamente, grande parte dos problemas necessitam de uma constante
atualização da malha para que não ocorra inversão de elementos. Embora a utilização de um
referencial Lagrangeano possa trazer vantagens ao eliminar os termos convectivos e possibilitar
a solução de exemplos onde o domı́nio ou contorno sofrem grandes distorções, a dificuldade
é transferida para a utilização de técnicas efetivas de identificação do contorno e geração de
malha.

Uma vez que este trabalho apresenta uma formulação nova para a solução de problemas
de dinâmica dos fluidos, ainda não foi implementado uma técnica eficiente para a identificação
automática do contorno, limitando assim a solucionar problemas onde o contorno não sofra
grandes alterações, podendo ser mantido constante durante toda a análise.

Em relação a geração da malha para cada passo de tempo, um programa de código aberto
chamado Triangle foi utilizado, o qual é baseado na técnica de triangularização de Delaunay.

12 EXEMPLOS NUMÉRICOS

12.1 Rompimento de uma barragem

O primeiro exemplo a ser estudado trata-se de um benchmark no âmbito da dinâmica dos
fluidos e consiste em uma barragem inicialmente em repouso, que após o inı́cio da análise sua
comporta é instantaneamente aberta (Fig. 2). Considerou-se um fluido com massa especı́fica
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Figura 2: Geometria inicial da barragem

igual a ρ = 1.0kg/m3, viscosidade dinâmica µ = 10−3Pa.s, aceleração da gravidade de g =
1.0m/s2 e um acréscimo de tempo ∆t = 5.10−4s. O problema foi discretizado em 3636
partı́culas de modo que o comprimento caracterı́stico de cada elemento fosse igual à 0.01m,
totalizando 10908 graus de liberdade.

A solução deste trabalho foi obtida de modo experimental por Martin e Moyce (1958)
enquanto que Nithiarasu (2005) apresentou resultados de uma análise numérica por meio do
algoritmo CBS (Characteristic-Based Split).
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Figura 3: Posição atual relativa em função do tempo adimensional
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Os resultados referentes à posição deslocada da extremidade inferior direita são mostrados
na Fig. 3, onde L é a posição atual, L0 a posição inicial e t∗ o tempo adimensional, calculado por
t∗ = t

√
2g/L0. Percebe-se que o programa proposto apresentou resultados condizentes com

os valores de referência, e o integrador temporal de Newmark não apresentou instabilidades. A
seguir, são mostrados os campos de velocidade e pressão para os instantes t∗ iguais a 1.5, 2.5.

(a)

(b)

(c)

Figura 4: (a) pressão, (b) velocidade x, (c) velocidade y para um instante de tempo t∗ = 1.5
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(a)

(b)

(c)

Figura 5: (a) pressão, (b) velocidade x, (c) velocidade y para um instante de tempo t∗ = 2.5

12.2 Propagação de uma onda solitária

Como segundo exemplo estuda-se a propagação de uma onda solitária não linear. O pro-
blema consiste em um fluido com superfı́cie livre confinado entre três paredes lisas, sendo
uma horizontal e duas verticais, como pode ser visto na Fig. 6. As condições iniciais foram
calculadas com base no trabalho de Laitone (1960), o qual apresenta soluções analı́ticas para
um domı́nio infinito. Assim, substitui-se t = 0 nas equações abaixo para obter-se o valor da
altura da superfı́cie livre, das velocidades na direção x e y e das pressões:

h = d+Hsech2

[√
3H

4d3
(x− ct)

]
, (51)

vx =
√
gd
H

d
sech2

[√
3H

4d3
(x− ct)

]
, (52)

vy =
√

3gd

(
H

d

)3/2 (y
d

)
sech2

[√
3H

4d3
(x− ct)

]
tanh

[√
3H

4d3
(x− ct)

]
, (53)

p = ρg(h− y), (54)
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L

R

parede lisa parede lisafundo liso d

H

Figura 6: Definição do problema de propagação de uma onda solitária

em que nas equações acima c é uma constante calculada como:

c = 1 +
1

2

H

d
− 3

20

(
H

d

)2

+O

(
H

d

)3

. (55)

Para a análise foi considerado um fluido com massa especı́fica ρ = 1.0kg/m3, viscosidade
dinâmica µ = 0.01Pa.s, aceleração da gravidade g = 9.81m/s2, altura inicial H = 0.3m,
comprimento total L = 16d em que d = 1.0m e um incremento de tempo ∆t = 0.025s. O
domı́nio foi discretizado em 2426 partı́culas de modo que o comprimento caracterı́stico de cada
elemento fosse praticamente constante e igual à 0.1m, totalizando 7278 graus de liberdade. A
Figura 7 mostra o conjunto de partı́culas para diferentes instantes de tempo.

(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 7: Conjunto de partı́culas nos instantes (a) t = 0, (b) t = 2.3s, (c) t = 4.6s e (d) t = 6.9s

É possı́vel observar que a onda atinge sua maior altura ao chocar-se com a parede direita,
por volta do instante t = 2.3s, retorna a posição inicial em t = 4.6s, colide com a parede

CILAMCE 2017
Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, P.O. Farias (Editor), ABMEC, Florianpolis, SC, Brazil, November 5-8, 2017



G. Avancini, J. Fernandes, R. Sanches

esquerda aproximadamente em t = 6.9s e assim sucessivamente. Esses valores são coerentes
com as respostas presentes nos trabalhos de Sung et al. (2000) e Nithiarasu (2005). Os campos
de velocidade e pressão são apresentados para os instantes t = 2.3s e t = 4.6s, nos quais é
possı́vel observar a ausência de oscilações.

(a)

(b)

(c)

Figura 8: Campos de (a) pressão, (b) velocidade em x e (c) velocidade em y no instante t = 2.3s

(a)

(b)

(c)

Figura 9: Campos de (a) pressão, (b) velocidade em x e (c) velocidade em y no instante t = 4.6s

Na Figura 10 estão apresentadas as variações da altura com o tempo nas paredes direita e
esquerda. Observa-se um pequeno amortecimento em relação a resposta obtida por Nithiarasu
(2005), que utilizou incompressibilidade artificial diferentemente da formulação aqui apresen-
tada.

Cabe ressaltar que não foram apresentados testes comparativos quanto à taxa de con-
vergência espacial e temporal da formulação para os exemplos aqui expostos. Essas análises
estão sendo desenvolvidas e os resultados serão apresentados em trabalhos futuros.
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Programa proposto

Nithiarasu (2005)
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Figura 10: Variação da altura com o tempo (a) na parede direita e (b) na parede esquerda

13 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste artigo desenvolveu-se uma formulação que combina o método de partı́culas e o
método dos elementos finitos posicional para análises de escoamentos de fluidos newtonianos
incompressı́veis, utilizando uma descrição Lagrangeana e tendo como foco problemas de con-
torno móveis. Foram discutidas as vantagens e desvantagens de utilizar-se esse tipo de descrição
ao invés da abordagem Euleriana, assim como as facilidades e dificuldades encontradas depen-
dendo da configuração adotada como referência. Por fim, a formulação foi testada para pro-
blemas de escoamentos com superfı́cie livre, e os resultados comparados a aqueles presentes
na literatura, mostrando a coerência e comprovando a eficiência do método proposto. Para
os exemplos estudados neste trabalho, o custo computacional devido à geração da malha para
cada passo de tempo foi praticamente nulo, entretanto, o tempo de processamento desta etapa
é diretamente proporcional ao número de partı́culas utilizado para a discretização do problema.
Como desenvolvimentos futuros sugere-se o uso desta formulação para problemas de interação
fluido-estrutura e também a extensão para o caso tridimensional.
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