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Resumo. Neste trabalho são estudadas as vibrações livres de um reservatório cilíndrico vazio 

e totalmente preenchido com um líquido invíscido e incompressível. O reservatório é 

modelado por uma casca cilíndrica e o fluido representado por uma cavidade acústica. As 

análises são realizadas tendo por base a técnica analítica de Sharma & Johns (1971) e o 

método dos elementos finitos (MEF) por meio do software ANSYS. O fluido é modelado pela 

equação da onda e incorporado na casca cilíndrica através de uma massa adicional de 

fluido. Os efeitos das ondas de superfície livre (sloshing) e da pressão hidrostática são 

desprezados. Para demonstrar a validade da modelagem no software, os resultados 

analíticos são comparados com os resultados numéricos obtidos através do MEF. As 

frequências naturais e as formas modais da estrutura, desacoplada e acoplada fluido-

estrutura são investigadas. Além disso, são avaliados os modos dominantes na vibração 

acoplada e abordada a massa adicional para diferentes condições de contorno. 

Palavras-chave: Vibrações Livres, Casca Cilíndrica, Fluido-Estrutura, Método dos 

Elementos Finitos.  
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1  INTRODUÇÃO 

As cascas cilíndricas são caracterizadas por uma estrutura esbelta de vasta aplicação em 

diversas áreas da engenharia civil, indústria mecânica, aeroespacial, naval e outras. Essas 

estruturas podem ser empregadas para a construção de reservatórios, silos, plataformas off-

shore, tubulação para fluidos, peças industriais, componentes internos de reatores nucleares, 

entre outras. Logo, fica nítido a importância em se realizar afundo a análise dinâmica de 

cascas cilíndricas em problemas aplicados na engenharia. 

No caso de reservatórios verticais cilíndricos existem diversos pesquisadores que no 

decorrer dos anos tem tratado sobre o assunto e ainda o faz atualmente, pois garantir a 

integridade estrutural desses tanques contendo fluido é uma temática que desperta o interesse 

em pesquisas que abordem os aspectos da interação fluido-estrutura. Destaca-se que estes 

tanques tem o comportamento dinâmico influenciado por várias variáveis, como por exemplo, 

dimensões geométricas da casca (altura e raio), espessura da parede, nível de fluido, 

condições de contorno da casca, condições de contorno da cavidade acústica que representa o 

fluido, presença ou não de anel enrijecedor, influência da conexão entre as paredes da casca 

com a tampa e o fundo, entre outras. 

Portanto, este trabalho tem por objetivo um estudo analítico-numérico de vibrações livres 

desacopladas e acopladas fluido-estrutura em cascas cilíndricas retas para diferentes 

condições de contorno, investigando as frequências naturais e os respectivos modos de 

vibração. Para isso, têm-se como base as soluções analíticas desenvolvidas por Sharma & 

Johns (1971) para avaliar a resposta dinâmica da casca cilíndrica, e ainda, para o estudo 

analítico da cavidade acústica é empregada o método analítico da solução da equação da onda 

apresentada por Gibert (1988) e Paula (2003). 

Por conseguinte, é realizada a análise numérica via MEF do problema acoplado e os 

resultados numéricos obtidos são comparados com os valores analíticos encontrado nos 

estudos realizado por Mendes (2013). Uma vez confrontados estes resultados, a modelagem 

numérica é validada, possibilitando assim a abordagem das demais condições de contorno da 

casca cilíndrica para o problema acoplado através do método dos elementos finitos. 

Finalmente, com as frequências numéricas desacopladas e acopladas fluido-estrutura 

identificaram-se os modos predominantes na vibração livre acoplada e, para os modos 

dominante estrutura, determinou-se a massa adicional virtual, na qual foi inserida na técnica 

analítica desenvolvida por Sharma & Johns (1971) com o intuito de determinar de forma 

aproximada às frequências analíticas do problema acoplado para diferentes condições de 

contorno. 

2  REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Diversos estudos sobre análise dinâmica de reservatórios verticais cilíndricos têm sido 

realizados ao longo do tempo e ainda o faz atualmente, sendo isso possível a partir de uma 

base teórica consolidada através de teorias clássicas disponíveis na literatura. Essas teorias se 

caracterizam por abordar técnicas analíticas que representam o comportamento dinâmico da 

casca cilíndrica, do fluido e tratam do acoplamento acústico-estrutural entre eles. 
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Dentre a vasta literatura de vibrações livres de cascas cilíndricas contendo fluido podem-

se destacar os estudos realizados por Fernholz & Robinson (1990), Lakis & Paidoussis 

(1971), Chiba et. al. (1984), Gonçalves & Batista (1986), Amabili (1996), Lee & Lu (1995), 

Amabili & Paidoussis (2003), Paula (2003), Kim et al. (2003), Mendes (2013), Lopez (2014), 

Mendes et al. (2014), Mendes et al. (2015) e Mendes et al. (2016). Esses estudos diferem 

entre si na forma de abordagem das técnicas analíticas e/ou procedimentos numéricos para 

obtenção da resposta dinâmica em cascas parcialmente ou cheias com fluido. Alguns 

incorporam nas análises a influência de anel enrijecedor na casca e da interação nas bordas 

das paredes da casca com outros elementos estruturais, como por exemplo, placas de fundo 

e/ou tampa. 

No que se diz respeito à análise experimental de vibrações livres de cascas cilíndricas 

pode-se destacar os estudos realizados por Chiba et al. (1985) e por Gasser (1987), no qual 

em ambas as pesquisas foi realizado ensaios experimentais em cascas totalmente e 

parcialmente cheia com fluido. Cada estudo tem a sua particularidade, como por exemplo, 

desde a condição de contorno adotada para a casca bem como as técnicas analíticas de base. 

Entretanto, as contribuições finais dos estudos citados são relevantes, pois expressam o 

problema de interação fluido-estrutura em reservatórios cilíndricos de uma maneira física 

realista. 

A literatura de vibrações livres em cascas cilíndricas contendo fluido para diferentes 

condições de contorno é menos extensa, exceto para a condição de contorno da casca apoiado-

apoiada, pois nas demais existe uma maior complexibilidade na formulação analítica da casca 

cilíndrica. Em consequência, grande maioria dos estudos trata isoladamente de algumas 

condições de contorno para o problema desacoplado, como por exemplo, os estudos 

realizados por Forsberg (1964) e Koga (1988), mas não contemplam a influência das 

restrições no deslocamento e rotação das extremidades da casca para o problema acoplado. 

3  FORMULAÇÃO TEÓRICA  

3.1 Abordagem analítica da casca cilíndrica 

A casca cilíndrica é composta de paredes delgadas de comprimento L, raio médio R, 

ângulo radial ϕ e espessura h. O material da casca é considerado como sendo elástico com 

módulo de Young E, coeficiente de Poisson v e massa específica ρ. O vetor deslocamento na 

superfície da casca na direção axial, circunferencial e radial são respectivamente u, v e w. A 

Figura 1 apresenta a geometria da casca cilíndrica. 

 

Figura 1. Geometria da casca cilíndrica (Dai, 2012, modificada). 
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Neste capítulo apresentam-se os procedimentos realizados na técnica analítica 

apresentada por Sharma & Johns (1971), no qual o problema foi formulado usando a técnica 

de Rayleigh-Ritz para obter uma solução analítica aproximada para diferentes condições de 

contorno a partir das funções modais de viga e as deformações assumidas para a casca são 

embasadas na teoria de Flugge (1967). 

O grande diferencial dessa técnica é caracterizado por supor que a deformação por 

cisalhamento na casca é zero, logo a relação entre o comprimento e raio (L/R) assumidos para 

a casca tem influência direta com os resultados obtidos. Inicialmente, as deformações na 

superfície da casca assumidas para a respectiva direção longitudinal, circunferencial e radial 

são descritas nas equações a seguir:  
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Onde ω é a frequência natural circular da casca, n é o número de ondas circunferenciais, 

m é o número de semi-ondas longitudinais, φm é a deformada modal de viga para diferentes 

condições de contorno, ϕ é o ângulo circunferencial da casca, R é o raio, t é o tempo e C é a 

constante de amplitude modal. Aplicando a técnica de Rayleigh-Ritz, a frequência natural da 

casca é determinada igualando-se o determinante da seguinte matriz a zero. 
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Destaca-se que λi é um coeficiente obtido com base na equação transcendental para cada 

condição de contorno. As integrais representadas pelas Eq. (12) e (13) dependem da função de 

viga assumida para o modo longitudinal, ou seja, uma vez substituída as diferentes funções de 

viga para respectivas condições de contorno, pode-se então determinar a solução analítica 

para a casca cilíndrica. Tem-se ainda que, resolvendo o determinante da matriz igual à zero, o 

polinômio característico com base no parâmetro de frequência é dado por: 
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A frequência natural adimensional pode também ser expressa em Hertz, dada por: 
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Sendo m=1,2,3,... o número de semi-ondas longitudinais, n=2,3,4... o número de ondas 

circunferenciais, E é o módulo de elasticidades, R é o raio médio da superfície, ρ é a massa 

específica do material da casca e υ é o coeficiente de Poisson. 

Os modos de viga são correlacionados ao efeito de flexão na direção longitudinal, porém 

quando incorporado nas equações da casca fornece, juntamente com as deformações 

assumidas para os modos azimutais, a deformada completa da casca cilíndrica para os 

diferentes números modos m e n sob as respectivas condições de contorno. Para a solução 

analítica através de diferentes condições de contorno, parte-se dos modos de viga e dos 

respectivos coeficientes das equações transcendentais apresentadas por Blevins (1979) na 

tabela 8.1 do livro Formulas for Natural Frequency and Mode Shape.  

3.2 Abordagem analítica da cavidade acústica 

Para a análise o fluido é considerado invíscido, incompressível e não existe escoamento, 

apenas vibração em torno de um ponto de equilíbrio. A cavidade cilíndrica é delimitada nas 

laterais por paredes rígidas com ambas as extremidades (topo/base) abertas e com pressão 

uniforme em seu interior. 

A análise do comportamento acústico de cavidades está relacionada ao comprimento de 

das ondas acústicas juntamente com as dimensões do meio, no qual apresentam frequências 
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naturais e modos acústicos. A resolução dos problemas e obtenção dos modos acústicos pode 

ser descritos tendo como base a seguinte equação de propagação da onda em um meio fluido. 

2
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Sendo c definida por: 
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Onde μ é o módulo adiabático, ρf é a densidade do fluido, p é a pressão e p
2
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é o 

operador Laplaciano de pressão. 

Para a análise de uma cavidade acústica cilíndrica é conveniente o emprego da equação 

de propagação de onda em coordenadas cilíndricas, dada da seguinte forma: 
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Para a resolução da equação de propagação de onda a técnica de separação de variáveis é 

utilizada, assumindo a solução como produto de duas funções dependentes do espaço e do 

tempo. Além disso, é necessário atribuir na formulação algumas condições de contorno que 

concebam as deformadas modais e frequências naturais na vibração livre para a cavidade. 

No topo e na base da cavidade acústica a condições de contorno é assumida aberto-aberta, 

e por isso, a componente de pressão deve ser igual à zero nesses limites. A Eq. (21) a seguir 

mostra matematicamente a condição citada. 
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Assume-se também que para a pressão sonora contínua em ϕ, têm-se as seguintes 

condições de contorno que são aplicadas. 

      20 PP             (22) 

        0000   GFP           (23) 
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      20
            (25) 

Para a cavidade acústica cilíndrica de paredes rígidas a velocidade da partícula de fluido 

no contorno deve ser igual à zero. Devido a isso, têm-se as seguintes condições de contorno 

aplicadas no contorno da cavidade. 

0






































 RrRrRr r

G

r

F

r

P          (26) 

Contudo, a partir de um longo desenvolvimento da solução da equação de propagação de 

onda com as condições de contorno mostradas e tendo em vista os pontos de singularidade 
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das funções de Bessel, a solução final para o campo de pressão no interior da casca cilíndrica 

é finalmente dada da seguinte forma: 
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Destaca-se que os três índices i, m e n são os respectivos modos acústicos nas três 

dimensões. Por fim, as frequências naturais da cavidade são expressas pela Eq. (29). 
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3.3 Acoplamento fluido-estrutura 

Segundo Souza (2007), o fenômeno de vibração livre reflete em diferentes modos para o 

sistema acoplado, sendo eles: modos dominantes da estrutura, onde o fluido apenas 

acompanha as deformadas modais da estrutura da casca, ou seja, não existe influência 

significativa das formas modais de pressão do fluido, podendo este ser computado na análise 

como uma massa adicional na estrutura, reduzindo assim as frequências naturais acopladas. 

Há também modos dominantes do fluido, ou seja, as formas modais acopladas reproduzem as 

formas modais de pressão da cavidade acústica, que por sua vez introduz uma rigidez 

adicional à estrutura da casca elevando assim as frequências naturais acopladas. Por fim, 

destaca-se o modo misto, no qual os modos apresentam características dominantes da 

estrutura e do fluido. 

Para levar em consideração o acoplamento fluido-estrutura entre a casca cilíndrica e a 

cavidade acústica foi realizada inicialmente a análise desacoplada da casca e cavidade, sendo 

tal feito de forma analítica e numérica (via ANSYS). Posteriormente a casca cilíndrica foi 

acoplada com o fluido na modelagem no software ANSYS e os resultados numéricos obtidos 

de frequências naturais e formas modais foram avaliados e comparados com os sistemas casca 

e cavidade desacoplados. Este procedimento é necessário com o intuito de verificar os modos 

dominantes (estrutura e/ou fluido) durante o fenômeno da vibração livre acoplada. Assim, 

uma vez identificado o modo dominante estrutura, o fluido pode ser tratado como uma massa 

adicional na casca cilíndrica. 

Portanto, a partir das análises desacopladas e acopladas fluido-estrutura, a massa 

adicional virtual (ma) pode ser computada conforme a seguinte equação apresentada por 

Blevins (1979). 

m

maoDesacoplad

Acoplado





1

1



                                                                                                   (30) 

Uma vez determinada à massa adicional através dos resultados numéricos, após algumas 

operações algébricas com a solução analítica estudada por Sharma & Johns (1971), a Eq. (16) 

pode ser escrita da seguinte forma para determinar as frequências naturais acopladas.  
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3.4 Parâmetros de análise 

A análise numérica foi realizada através do método dos elementos finitos com o uso de 

software comercial ANSYS. Para a modelagem tridimensional da casca cilíndrica foi 

empregado o elemento SHELL63, no qual este possui quatro nós com seis graus de liberdade 

em cada nó, dispondo assim da capacidade de contabilizar os efeitos de flexão e de membrana 

em estruturas cilíndricas delgadas. Na modelagem da cavidade acústica o elemento FLUID30 

foi utilizado para representar o fluido. Esse elemento possui oito nós de canto com quatro 

graus de liberdade em cada nó, determinando as translações e pressão em problemas 

acoplados fluido-estrutura. 

Na análise da resposta dinâmica em vibração livre através do MEF foram utilizados os 

módulos Block Lanczos, no qual é adequado para sistemas estruturais desacoplados, e o 

Unsymmetric, ideal para sistemas acoplados fluido-estrutura, ambos incluídos no software 

ANSYS. Vale ressaltar que a escolha dos tipos de elementos foi realizada tendo por base os 

bons resultados apresentados por Mendes (2013), uma vez que o presente trabalho é uma 

continuação de suas análises. Assim sendo, é válido observar a Fig. 2 com um fluxograma das 

etapas realizadas neste trabalho. 

 

Figura 2. Fluxograma com a metodologia realizada. 

Nas modelagens foram adotadas as seguintes propriedades dos materiais: a casca 

considerada feita em aço com módulo de Young E=206 GPa, razão de Poisson υ=0,3 e massa 

específica ρs=7680 Kg/m
3
; o líquido é água com massa específica ρf=1000 Kg/m

3
 e 

velocidade de propagação do som na água c=1500 m/s. No que se diz respeito as propriedades 

geométricas, foram adotadas: a casca cilíndrica com raio R=0,175 m, comprimento L=0,664 

m e espessura h=0,001 m; a cavidade acústica com raio R=0,175 m e comprimento L=0,664 

m. 

Para validar a modelagem numérica o teste de convergência da malha foi realizado, 

comparando o erro entre as frequências naturais obtidas analiticamente e numericamente. A 
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diferença citada é calculada por   100.ana  , no qual a malha que obteve o menor erro 

percentual para o problema desacoplado e acoplado foi definida de base para as demais 

análises. A Fig. 3 mostra o refinamento da malha. 

 

Figura 3. Modelagens e refinamento da malha. 

Assim, com base na Fig. 3, inicialmente foi realizado três níveis de refinamento da malha 

da casca desacoplada e os resultados numéricos comparados com os resultados obtidos pela 

técnica analítica de Sharma & Johns (1971). No estudo do refinamento da malha na análise 

numérica foram adotados os modos da casca que apresentam as menores frequências naturais 

na vibração livre, ou seja, foi adotado para o estudo o modo longitudinal m=1 e nodos 

circunferenciais (n) de 2 a 7. 

Para a cavidade acústica, os resultados obtidos das menores frequências naturais pelo 

MEF foram comparados com os valores analíticos encontrados a partir de solução da equação 

de propagação de onda em um meio acústico. Por fim, na modelagem do caso acoplado 

fluido-estrutura, os resultados numéricos obtidos foram comparados com os valores analíticos 

encontrados por Mendes (2013), uma vez que em seus estudos foram empregados os mesmos 

parâmetros da estrutura da casca cilíndrica e cavidade acústica. 

Na análise da resposta dinâmica do problema acoplado, Mendes (2013) levou em 

consideração os modos dominantes da estrutura durante a vibração livre e, juntamente com 

essa avaliação, obteve os valores analíticos das frequências naturais acopladas através da 

técnica analítica de Soedel (2005) e de um método pseudo-acoplado estudado por Gonçalves 

& batista (1987), no qual o fluido é incorporado nas equações de movimento da casca 

cilíndrica na forma de uma massa adicional virtual. Assim sendo, a Fig. 4 mostra a 

convergência dos resultados para os diferentes níveis de refinamento da malha para a casca 

desacoplada com condição de contorno engastada-engastada (a), cavidade acústica (b) e casca 

apoiado-apoiada acoplada com a cavidade (c). 
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Figura 4. Estudo de convergência da malha para a casca cilíndrica desacoplada (a), cavidade acústica 

desacoplada (b) e casca cilíndrica acoplada com fluido (c). 

Com base na Fig. 4, pode-se observar que no geral o erro entre a técnica analítica de 

Sharma & Johns (1971) para o problema desacoplado e os valores numéricos é pequeno. 

Entretanto, é importante ressaltar que esta técnica analítica produz resultados de maior grau 

de acurácia em nodos circunferenciais superiores, justificando a redução no erro para estes 

modos. 

A diferença aceitável entre os resultados também acontece quando os valores numéricos 

são comparados com os resultados obtidos a partir da solução da equação da onda para a 

cavidade acústica e, da mesma forma, para o problema acoplado fluido-estrutura com base 

nos resultados analíticos retirados do trabalho de Mendes (2013). Cabe observar que nos três 

casos à medida que a malha vai sendo mais refinada, para as combinações modais em estudo, 

o erro vai diminuindo e convergindo a valores constantes e pequenos. 

Portanto, os resultados finais empregados nas comparações foram os da malha de número 

três para a casa desacoplada, de número seis para a cavidade desacoplada e número nove para 

o caso acoplado, pois estas apresentam um menor percentual de erro quando comparado com 

as técnicas analíticas citadas. Finalmente, uma vez validada as modelagens numéricas da 

casca cilíndrica desacoplada, cavidade acústica e problema acoplado foi possível alterar as 

condições de contorno nas extremidades da casca cilíndrica e obter os respectivos resultados 

numéricos para diferentes condições de contorno para os casos desacoplados e acoplados. 
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4  RESULTADOS E DISCUSSÕES 

4.1 Casca cilíndrica desacoplada 

A primeira análise é da casca desacoplada através da técnica analítica de Sharma & Johns 

(1971) e dos resultados numéricos obtidos através do MEF. Os resultados são mostrados na 

tabela a seguir. 

Tabela 1. Frequências naturais da casca cilíndrica desacoplada para m=1. 

 

Com base na Tabela 1, no geral as frequências naturais da estrutura mostram uma boa 

aproximação entre resultados analíticos e numéricos. Entretanto, pode-se observar que o 

método analítico proposto por Sharma & Johns (1971) possui um maior erro quando a casca 

vibra com números de ondas circunferenciais não elevados, como por exemplo, quando m=1 e 

n=2. Para uma melhor compreensão a Fig. 5 a seguir apresenta os resultados numéricos 

obtidos via software ANSYS. 

 

Figura 5. Frequências naturais vs número de nodos circunferenciais para m=1. 

Com base na Fig. 5 é possível observar que, independentemente da condição de contorno, 

as menores frequências naturais da casca cilíndrica não ocorrem necessariamente para valores 

pequenos de n (número de nodos circunferenciais). Destaca-se ainda que à medida que n 

cresce as frequências naturais tendem para valores comuns, ou seja, as condições de contorno 

2 4717,95 3830,29 18,81 175,99 152,62 13,28 6412,30 5691,25 11,24 1686,81 1463,86 13,22 5699,54 4783,39 16,07 166,50 141,37 15,09

3 2273,81 2022,24 11,06 440,77 393,70 10,68 3852,97 3482,77 9,61 890,46 828,44 6,96 2952,41 2750,09 6,85 428,95 388,05 9,54

4 1496,73 1410,20 5,78 813,11 750,21 7,74 2553,05 2388,99 6,43 882,74 865,45 1,96 1925,42 1869,81 2,89 794,63 744,05 6,37

5 1478,76 1458,89 1,34 1271,09 1209,58 4,84 2074,27 1999,37 3,61 1249,91 1243,57 0,51 1800,47 1690,24 6,12 1240,93 1203,17 3,04

6 1876,53 1880,56 0,21 1788,19 1771,36 0,94 2166,94 2136,16 1,42 1788,86 1784,17 0,26 2022,53 1982,47 1,98 1798,88 1764,70 1,90

7 2486,29 2497,75 0,46 2442,71 2435,36 0,30 2637,43 2618,01 0,74 2446,71 2441,39 0,22 2561,06 2544,82 0,63 2463,01 2428,45 1,40
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nas extremidades da casca cilíndrica não afetam de forma significante a resposta ao 

comportamento dinâmico da casca em nodos circunferenciais elevados. 

Ressalta-se ainda que as condições de contorno Livre-Livre e Engasta-Engastada 

apresentam, respectivamente, as duas curvas extremas para os valores das frequências naturais 

em diferentes nodos circunferenciais (n). Assim, pode-se afirmar que qualquer outra condição 

de contorno, como por exemplo, um apoio com um engastamento parcial deverá se enquadrar 

entre essas curvas. Por fim, a Fig. 6 apresenta as deformadas modais numéricas obtidas 

através do MEF no software ANSYS para as diferentes condições de contorno. São mostradas 

as frequências naturais e deslocamentos axiais (u), circunferencial (v) e radial (w), sendo isso 

somente para o modo m=1 e n=4. 

 

Condição 
de 

Contorno 

Apoiada-
Apoiada 

Apoiada-
Livre 

Engastada-
Engastada 

Engastada-
Livre 
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Livre 

ω (Rad/s) 1.410,20 750,21 2.388,98 865,44 1.869,81 744,05 
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Figura 6. Frequências naturais e modos de vibração da casca desacoplada para m=1 e n=4. 

As frequências naturais e os modos de vibração desacoplados da casca são fundamentais 

para que se identifiquem os modos predominantes quando a estrutura é acoplada com o 

fluido. A Fig. 6 apresenta somente o modo m=1 e n=4, porém foram analisados todos os 

modos de vibração adotados neste estudo. 

4.2 Cavidade acústica desacoplada 

A Tabela 2 a seguir apresenta os resultados analíticos e numéricos da análise da cavidade 

acústica com condição de contorno aberto-aberta em ambas as extremidades. Vale ressaltar 

que foram adotados modos (i, m, n) para as menores frequências naturais. 
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Tabela 2. Frequências naturais do fluido desacoplado. 

i m n ωi,m,n 
Analítico (Rad/s) 

ωi,m,n 
Numérico (Rad/s) 

Erro 

(%) 

0 1 0 7.096,97 7.102,01 0,07 

0 1 1 17.304,03 17.323,75 0,11 

0 1 2 27.123,78 27.181,88 0,21 

0 2 0 14.193.94 14.234,18 0,28 

0 2 1 21.225,70 21.268,46 0,20 

0 2 2 29.779,20 29.860,34 0,27 

0 3 0 21.290,91 21.423,84 0,62 

0 3 1 26.502,18 26.623,68 0,46 

 

Com base na Tabela 2, as frequências naturais da cavidade acústica se mostraram bem 

próximos entre resultados analíticos e numéricos para diferentes modos acústicos adotados. 

Assim, a Fig. 7 a seguir apresenta alguns dos modos de vibração da cavidade acústica obtida 

através do método dos elementos finitos no software ANSYS. 

 

Figura 7. Modos de vibração numéricos da cavidade acústica. 

Da mesma forma que na casca desacoplada, as frequências naturais e os modos de 

vibração desacoplados da cavidade são fundamentais para que se identifiquem os modos 

predominantes quando a estrutura é acoplada com o fluido.  

4.3 Acoplamento fluido-estrutura 

A Tabela 3 apresenta os resultados analíticos encontrados por Mendes (2013) e os valores 

numéricos obtidos através do MEF da análise dinâmica da casca cilíndrica com condição de 

contorno apoiada-apoiada e cheia de fluido. Assim, foram abordados os modos que expressam 

as menores frequências naturais, ou seja, modos que estão associados às maiores amplitudes 

de deslocamento durante a vibração livre. 
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Tabela 3. Frequências naturais acopladas entre fluido-estrutura. 

i m n ωi,m,n 
Analítico (Rad/s) 

ωi,m,n 
Numérico (Rad/s) 

Erro 

(%) 

1 1 2 1.246,91 1.254,64 0,62 

1 1 3 734,06 744,18 1,38 

1 1 4 564,15 577,99 2,45 

1 1 5 632,43 656,53 3,80 

1 1 6 871,18 917,97 5,37 

1 1 7 1.223,61 1.310,55 7,10 

 

As frequências naturais analíticas da casca cilíndrica acoplada com o fluido mostrada na 

Tabela 3 apresentam valores coincidentes com os valores numéricos obtidos através do MEF 

no software ANSYS. Assim, pode-se afirmar que a modelagem realizada no software foi 

realizada de forma correta, possibilitando assim a troca das condições de contorno da casca 

cilíndrica e consequentemente permitindo a obtenção dos resultados numéricos do problema 

acoplado para diferentes condições de contorno da casca. As figuras a seguir mostram os 

resultados obtidos numericamente das frequências naturais e formas modais acopladas. 

 

Figura 8. Frequências naturais e modos de vibração numéricos da casca acoplada. 

Da mesma forma são apresentadas nas figuras a seguir para as demais condições de 

contorno e modos circunferenciais em estudo. 
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Figura 9. Frequências naturais e modos de vibração numéricos da casca acoplada (Continuação). 

 

Figura 10. Frequências naturais e modos de vibração numéricos da casca acoplada (Continuação). 
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Com a análise do problema acoplado mostrado nas Fig. 8, 9 e 10 foi possível observar 

que nos modos de vibração estudados para diferentes condições de contorno o modo que 

predominou foi o da estrutura, pois além das frequências naturais da estrutura diminuir, a 

deformada modal do problema acoplado teve as mesmas características da forma modal da 

casca desacoplada, ou seja, a estrutura predomina sob a cavidade acústica. Outro fator 

preponderante para esta análise é a razão do produto entre a frequência natural e diâmetro do 

cilindro com a velocidade de propagação do som na água, no qual quando for muito menor do 

que um (ωD/c<<1) no modo de vibração em estudo, o fluido é classificado na análise como 

fluido incompressível e, mesmo que pequena, a sua compressibilidade não interfere de forma 

significativa a análise. 

Destaca-se ainda que a partir dos modos dominantes estrutura e das respectivas 

frequências naturais desacopladas e acopladas fluido-estrutura foi analisado a massa adicional 

virtual para as diferentes condições de contorno da casca cilíndrica. Os resultados são 

apresentados na Tabela 4 a seguir. 

Tabela 4. Análise dos modos predominantes da casca acoplada para m=1. 

 

A Tabela 4 mostrou que o fluido é classificado na análise como incompressível para 

todas as condições de contorno e modos adotados neste estudo. Além disso, pode-se afirmar 

que o modo que predominou para menores frequências naturais da casca cilíndrica cheia com 

fluido em estudo é o da estrutura. Com a análise dos modos dominantes e a partir da Eq. (30) 

foi possível obter a relação entre a massa adicional e a massa da estrutura da casca para 

diferentes condições de contorno através dos resultados obtidos pelo MEF. Os resultados 

podem ser visualizados na tabela a seguir. 

C.C

2 3830,29 1254,38 0,293 141,37 45,30 0,011 5691,25 1840,22 0,429

3 2022,24 744,18 0,174 393,70 143,38 0,033 3482,77 1280,45 0,299

4 1410,20 577,99 0,135 750,21 305,80 0,071 2388,99 980,87 0,229

5 1458,89 656,53 0,153 1209,58 542,43 0,127 1999,37 901,45 0,210

6 1880,56 917,97 0,214 1771,36 862,74 0,201 2136,16 1044,14 0,244

7 2497,75 1308,35 0,305 2435,36 1275,99 0,298 2618,01 1374,70 0,321

Continuação

2 1463,86 521,69 0,122 4783,39 1558,29 0,364 152,62 46,56 0,011

3 828,44 326,73 0,076 2750,09 1012,41 0,236 388,05 147,47 0,034

4 865,45 375,29 0,088 1869,81 767,37 0,179 744,05 313,15 0,073

5 1243,57 584,84 0,136 1690,24 761,40 0,178 1203,17 553,11 0,129

6 1784,17 899,12 0,210 1982,47 968,36 0,226 1764,70 875,62 0,204

7 2441,39 1307,91 0,305 2544,82 1335,74 0,312 2428,45 1289,81 0,301

n

Apoiada-Livre Engastada-EngastadaApoiada-Apoiada

Engastada-Livre Engastada-Apoiada Livre-Livre

ωD/c ωD/c
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Acoplada

ω (Rad/s) 
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ω (Rad/s) 

Acoplada
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Tabela 5. Relação entre massa adicional (Ma) e massa da 

estrutura (M) para m=1. 

 

Portanto, uma vez determinada à massa adicional foi possível obter as frequências 

naturais analíticas do problema acoplado através da Eq. (31) e comparar com os resultados 

numéricos já encontrados. Os valores são visto na Tabela 6. 

Tabela 6. Frequências naturais acopladas para m=1. 

 

Com a Tabela 6 pode-se observar que os resultados analíticos se aproximaram dos 

resultados numéricos através do MEF, ou seja, o emprego da massa adicional na formulação 

de Sharma & Johns (1971) para a análise do problema acoplado produziu bons resultados. 

Vale ressaltar também que o erro obtido entre os resultados analíticos e numéricos para o caso 

acoplado teve a mesma magnitude do caso desacoplado, ou seja, conforma já citado 

anteriormente, isso se dá ao fato de que a própria formulação analítica produz resultados com 

maior grau de acurácia para nodos circunferenciais superiores, como por exemplo, para m=1 e 

n=7. 

Com base nos valores obtidos para as condições de contorno apoiada-livre e livre-livre é 

importante observar que a restrição na rotação (momento) na borda da casca cilíndrica 

influencia de forma significante nas frequências naturais quando comparada com as restrições 

de deslocamentos (radial e tangencial), pois as frequências naturais se mostraram muito 

próximas nas condições de contorno citadas para os diferentes modos de vibração, 

diferentemente quando se compara, por exemplo, com a condição engastada-livre. 

Além disso, outro fator preponderante a ser observado é que as frequências naturais 

acopladas da condição de contorno apoiada-livre foi um pouco menor quando comparada com 

a condição de contorno livre-livre. Isso pode ser justificado pelo fato de o modo longitudinal 

Condição 

de 

Contorno

Apoiada-

Apoiada

Apoiada-

Livre

Engastada-

Engastada

Engastada-

Livre

Engastada-

Apoiada
Livre-Livre

2 8,32 8,74 8,56 6,87 8,42 9,75

3 6,38 6,54 6,40 5,43 6,38 5,92

4 4,95 5,02 4,93 4,32 4,94 4,65

5 3,94 3,97 3,92 3,52 3,93 3,73

6 3,20 3,22 3,19 2,94 3,19 3,06

7 2,64 2,64 2,63 2,48 2,63 2,54

n Ma /M

2 1545,42 1254,38 18,83 53,30 45,30 15,01 2050,33 1840,22 10,25 601,28 521,69 13,24 1869,20 1558,29 16,63 52,11 46,56 10,65

3 836,94 744,18 11,08 158,48 143,38 9,53 1410,56 1280,45 9,22 351,26 326,73 6,98 1100,08 1012,41 7,97 162,53 147,47 9,27

4 613,58 577,99 5,80 327,42 305,80 6,60 1041,00 980,87 5,78 382,87 375,29 1,98 806,33 767,37 4,83 335,09 313,15 6,55

5 665,60 656,53 1,36 570,69 542,43 4,95 941,10 901,45 4,21 587,93 584,84 0,53 805,22 761,40 5,44 572,19 553,11 3,33

6 916,18 917,97 0,20 869,33 862,74 0,76 1056,96 1044,14 1,21 901,65 899,12 0,28 988,12 968,36 2,00 886,01 875,62 1,17

7 1302,58 1308,35 0,44 1280,41 1275,99 0,35 1388,53 1374,70 1,00 1310,99 1307,91 0,23 1344,51 1335,74 0,65 1301,59 1289,81 0,90

MEF 

(Rad/s)

Erro 

(%)

Analítico 

(Rad/s)

MEF 

(Rad/s)

Erro 

(%)

Erro 

(%)

Analítico 

(Rad/s)

MEF 

(Rad/s)

Erro 

(%)

Analítico 

(Rad/s)

n

Apoiada-Apoiada Apoiada-Livre Engastada-Engastada Engastada-Livre Engastada-Apoiada Livre-Livre

Analítico 

(Rad/s)

MEF 

(Rad/s)

Erro 

(%)

Analítico 

(Rad/s)

MEF 

(Rad/s)

Erro 

(%)

Analítico 

(Rad/s)

MEF 

(Rad/s)
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m=1 na condição livre-livre não é o mesmo modo da apoiada-livre, ou seja, durante a 

vibração na condição livre-livre as forças inerciais do fluido se distribuem de forma igualitária 

no comprimento da casca com deformada constante do topo até a base, sendo isso devido à 

liberação das restrições de deslocamentos e rotações nas extremidades da casca. Entretanto, 

durante a vibração na condição apoiada-livre a deformada da casca envolve uma maior região 

de fluido e consequentemente capta uma maior massa adicional, aumentando a amplitude de 

deslocamento no topo da casca e, consequentemente, reduzindo pouco mais as frequências 

naturais quando comparada com a condição livre-livre. 

Em resumo pode-se afirmar que para o problema acoplado com modo dominante 

estrutura, a forma da deformada da casca, dependente do tipo das condições de contorno, atua 

sob uma determinada região de fluido (pequena ou grande), captando maior ou menor massa 

adicional em diferentes pontos da casca, no qual interfere diretamente nas respostas dinâmicas 

da estrutura.  

5  CONCLUSÃO 

Este trabalho mostrou a influência das condições de contorno na vibração livre de cascas 

cilíndricas desacopladas e acopladas fluido-estrutura. Assim, no que se diz respeito à teoria de 

Sharma & Johns (1971), os resultados são mais satisfatórios em nodos circunferenciais 

superiores (pequenos erros). Porém, de forma geral os resultados analíticos e numéricos 

tiveram um excelente acordo entre si, ou reproduziram as tendências esperadas, fato que 

permitiu uma interpretação adequada dos fenômenos observados durante esses estudos. 

Na análise do problema acoplado, a modelagem numérica favoreceu a identificação dos 

modos dominante estrutura e também possibilitou a obtenção da massa adicional virtual. Essa 

massa quando imposta na técnica analítica estudada por Sharma & Johns (1971) apresentou 

resultados satisfatórios, gerando apenas os erros aceitáveis já esperados devido ao grau de 

acurácia dessa técnica para os nodos circunferenciais pequenos. Portanto, pode-se afirmar que 

os aspectos da interação fluido-estrutura na análise dinâmica de cascas cilíndricas foram 

abordados de forma coerente, contribuindo este estudo para futuras análises de cascas 

cilíndricas sob qualquer condição de contorno, uma vez que o tratamento analítico nessas 

situações é de maior dificuldade. 

Dando continuidade a este trabalho pode-se: analisar a influência das condições de 

contorno para diferentes níveis de fluido na casca, diferentes condições de contorno da 

cavidade acústica, apresentar estudos paramétricos com as relações geométricas, ou ainda, 

aplicar diferentes tipos de carregamentos dinâmicos na estrutura da casca. 
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