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Abstract. Vigas sdo elementos estruturais muito utilizados em Engenharia. Por isso, elas sdo
amplamente estudadas de forma analitica, computacional e experimental. Dentre as
principais teorias analiticas estd a de Timoshenko, muito importante em estudos de vigas
finas. J& entre os métodos computacionais mais utilizados destaca-se o consagrado Método
dos Elementos Finitos. A Analise Isogeométrica (AIG) € uma técnica mais recente, que utiliza
como funcdes de aproximacdo dos deslocamentos as mesmas fungdes utilizadas pelos
programas CAD para reproducdo da geometria, apresentando vantagens como a
representacdo exata da geometria e a facilidade de refinamento do modelo. Neste trabalho, a
AIG serd utilizada para estudo de deslocamentos de vigas engastadas sob diferentes tipos de
cargas, variando a relacdo comprimento/espessura das pecas, o refinamento da malha e a
ordem de aproximacdo polinomial das funcGes B-Splines. A verificacdo e validacdo desta
abordagem foram realizadas através da comparagdo com resultados tedricos disponiveis na
literatura. Além disso, foi estudado o efeito do travamento que aproximacgdes de baixa ordem
sofrem quando aplicada a integracé@o por quadratura de Gauss. Tal fendmeno ocorre tanto
em MEF quanto em AIG. Ha vérias pesquisas de diversos mecanismos para alivia-lo ou
elimind-lo. No presente trabalho, a integracdo reduzida foi aplicada, mostrando que é um
bom método de alivio de bloqueio, com resultados satisfatorios. Uma técnica de estabilizacéo
da rigidez de cisalhamento também foi utilizada, melhorando as respostas do modelo em
termos de deslocamentos e esforcos.
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1 INTRODUCAO

A Anélise Isogeometrica (AIG) é uma metodologia recente para andlise de solidos e
estruturas similar ao Método dos Elementos Finitos (MEF), mas que utiliza na representacéo
da geometria e na interpolacdo dos deslocamentos as fungdes CAD (Computer Aided Design),
como B-Splines e NURBS. A AIG foi proposta com objetivo de facilitar a integracdo entre a
modelagem geométrica e a analise estrutural (Hughes et al., 2005). Wall et al. (2008)
estudaram a otimizagdo de forma usando AIG, mostrando que o problema de relacionar
corretamente o projeto e a analise € eliminado.

Ao contrério do MEF, a AIG trabalha sempre com a geometria exata, independente do
refinamento. Além disso, a AIG permite serem feitos trés tipos de refinamento da solucéo
numeérica. O refinamento p é referente a elevacdo de grau do polindmio de interpolagdo. O
refinamento h é a divisdo em um ndmero maior de elementos. Por fim, o refinamento k € o
efeito dos anteriores combinados, podendo-se aumentar a continuidade entre os elementos.

Mesmo com as vantagens citadas, a AIG ndo é capaz de eliminar o travamento numérico
de cisalhamento (shear locking) e nem de membrana (membrane locking), como foi estudado
por Echter e Bischoff (2010). Este problema surge quando teorias para estruturas espessas
(e.g. viga de Timoshenko e placas de Reissner-Mindlin) sdo usados na andlise de estruturas
finas. Segundo Bouclier et al. (2012), o travamento ocorre devido a incompatibilidade na
ordem de interpolagdo dos diferentes termos dos deslocamentos.

Adam et al. (2014) ainda cita que os elementos de baixa ordem, baseados na hipotese de
Timoshenko, tém resultados ruins para vigas finas, apresentado travamento mais acentuado.
Quando a ordem aumenta, esse efeito é amenizado. Eles obtém resultados sem locking para
viga curva usando NURBS com grau 4, aplicando integracgéo seletiva.

Hu et al. (2016) ja apresentam uma nova formulacdo baseada em B-Splines para vigas
curvas de Timoshenko, ndo isoparamétrica, chamada Método de Reducdo da Ordem, que
elimina o travamento modificando as deformacdes elemento por elemento, gerando funcdes
de base com ordem mais baixa, que, segundo os autores, apresentam melhor precisao por grau
de liberdade quando comparado com outras alternativas.

Lyly et al. (1993) propGe uma técnica de estabilizacdo para os termos do cisalhamento em
placas que reduz o travamento. Ele corrige a rigidez de cisalhamento em funcdo de
parametros geométricos, incluindo o tamanho do elemento em MEF. J& Thai et al. (2012) usa
a mesma formulacdo para a Andlise Isogeométrica.

Echter e Bischoff (2010) apresentam outra formulagido baseada no Método Discreto do
Cisalhamento (Discrete Shear Gap - DSG), originalmente estudado por Bletzinger et al.
(2000) para placas e cascas, um metodo que desenvolve uma nova classe de elementos
NURBS DSG livre de travamento, calculando intervalos de cisalhamento discretos nos pontos
de colocagédo do elemento (que correspondem aos n6s em MEF) para suprir a deficiéncia de
ndo poder representar o deslocamento do cisalhamento nulo no dominio. Foi feito o uso de
Analise Isogeométrica, deixando o elemento livre de blogueio, mesmo em aproximagoes
lineares.

Desta forma, podemos ver que o travamento € um problema bastante estudado, ha varios
métodos desenvolvidos visando a sua eliminacdo da analise de baixa ordem. Desta forma, este
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trabalho tem como objetivos apresentar a formulacdo isogeométrica de uma viga de
Timoshenko, estudar o efeito da integragédo reduzida e do uso de um fator de estabilizacdo da
rigidez de cisalhamento sobre o travamento na AlG.

Este trabalho é dividido oito se¢des. A Secdo 2 apresenta as fungGes B-Splines e a Secédo
3 discute a teoria da viga de Timoshenko. A Secdo 4 apresenta a formulacdo desenvolvida
neste trabalho e a Se¢do 5 mostra as integracdes numéricas utilizadas. A Secdo 6 discute o
problema de travamento e a Secdo 7 apresenta os resultados e discussfes. Finalmente, as
conclusdes sdo apresentadas na Segéo 8.

2 B-SPLINES

As B-Splines sdo curvas que podem representar diferentes segmentos dentro de uma
mesma representagcdo paramétrica, apenas limitando as funcfes de base em intervalos desse
espaco paramétrico. Estes intervalos sdo conhecidos como knot spans, ou apenas spans, e sdo
definidos em um vetor de knots.

O vetor de knots € o conjunto de valores ndo negativos e ndo decrescentes que estdo
definidos dentro do intervalo paramétrico da curva [&, &p+1], Sendo n o ndmero de funcdes
de base, p o grau destas fungdes e & a coordenada paramétrica. Uma curva B-Spline (C) é
obtida pela combinagéo linear de pontos de controle p; e fungdes de base N;(&):

C&)= 2 Nip(é)p, )

As funcgdes de base B-Spline podem ser calculadas usada a formula recursiva de Cox-de
Boor (Piegl & Tiller, 1997), a partir do vetor de knots = = [&, &, &, ..., &p+i] -

_ 1! Cfi < g < é:iJrl
Mo (5)_{0, caso contrério @)
N (=25 N )+ N (9 ®

= +
§i+p - é:i §i+n+1 - §i+l
A primeira derivada da funcdo de base é importante, pois ela é necessaria no calculo da
matriz de rigidez. Derivando a Equacéo (3), temos:

d p Y
SN (&)= N () —P N
df hP (é) §i+p - gi hP (§)+ §i+n+1 - §i+1 P (é) (4)

Na Figura 1 estdo exemplos de curvas de base B-Splines e suas respectivas derivadas.
Podemos ver que o vetor de knots do item (c) tem um knot span a mais que o do item (a), ou
seja, ele é mais discretizado. 1sso faz com que ele tenha uma funcéo base a mais. Alem disso,
podemos perceber no item (c) que a funcdo Ny (azul escuro) contribui apenas no primeiro
span [&1,&], N22 e Nas (verde e vermelho, respectivamente) contribuem em todo os espago
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paramétrico [£,&] e Nas (azul clara) atua apenas no segundo span [&,&7]. Esse
comportamento também esta presente nas derivadas.

1

c) £=[0,0,0,05,1,1,1]. d) Derivadas das fungées de (c).

Figura 1. Exemplo de fungdes B-Splines quadréticas e suas respectivas derivadas.

Piegl e Tiller (1997) citam algumas caracteristicas importantes das funcdes B-Splines:
N&o negatividade: Njp (&) > 0;

e Particdo da unidade: D N; ,(¢)=1;
i=1

e Suporte compacto: Ni, (&) = 0 se Sestiver fora da regido [&, &itp+l;
e Apenas p+1 fungdes de base ndo séo nulas em um knot span [&, &1l
e Todas as derivadas de N, (&) existem no interior dos knot spans.

Outra importante caracteristica das B-Splines é possuir continuidade C** dentro do knot
span e C*™ em um knot de multiplicidade m. Quando um knot interno & tem multiplicidade
igual ao grau da curva, ou seja, m = p, um ponto de controle em & serd interpolado pela
curva. No caso de vetores de knots abertos, a multiplicidade dos extremos € m = p+1, de
forma que os pontos de controle extremos serdo interpolados. A maioria dos vetores de knots
utilizados na AIG possui esta propriedade.

O numero de pontos de controle (np), correspondente ao nimero de bases B-Spline, é
dada pela expresséo:

np =nk—p-1 (5)

onde nk é a dimensdo do vetor de knots e p o grau das funcGes base. Por exemplo, uma B-
Spline quadratica (p = 2), dividida em 4 spans, com vetor de knots igual a = = [0, 0, 0, 0.25,
0.50, 0.75, 1, 1, 1], possui np =9 — 2 — 1 = 6. A Figura 2 mostra os pontos de controle desta
B-Spline (*) e os limites dos spans (0). Os limites dos spans e 0s pontos de controle sdo

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



J. S. C. Praciano, S. P. Auad, E. Parente Junior e J.B.M. Sousa Junior.

diferentes no interior do patch, porém coincidem nos extremos devido ao uso de vetor de
knots aberto. Assim, os pontos de controle das extremidades s&o interpolados pela B-Spline.

1 T T T T T T T T g

= [

E 3
L
+
*

A | i i ; ; | i i ;

0 0.1 0z 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 2. Pontos de controle da viga.

A Andlise Isogeométrica tem trés tipos de refinamento. Eles se ddo por insercdo de knot
e/ou elevacdo do grau, essas operacdes alteram a descricdo da curva sem alterar a sua forma.
O chamado refinamento h é obtido adicionando um novo knot ao vetor =, como mostrado na
Figura 1 (a) e (c), fazendo que também sejam gerados uma nova funcéo N;, e um novo ponto
de controle. Essa técnica dd um controle local melhor da curva. Na Figura 3 estdo exemplos
de refinamento h de uma B-Spline quadrética, aumentando o seu numero de spans.

1 — . ‘ — o

N - - N - - = :“' : “': -
= 0 #— : # : — u o T i o

4 1 i i ; L ; i i H
1] 0.1 02 03 04 s 06 07 08 09 1

i i i i i ; i i i i

0 01 0z 03 04 06 0B 07 08 09 1

(@3 span;, np=>5 (b) 4 spans, np =6
£=[0,0,0,033,067,1,1,1] £=1[0,0,0,0.25,0.50,0.75, 1, 1, 1]

Figura 3. Exemplo de refinamento h em uma B-Spline quadratica.

O refinamento p é referente a elevacdo do grau da curva. A multiplicidade do knot é
elevada em 1, porém a continuidade inicial ndo se altera. Na AlG, esse refinamento melhora a
solucdo numérica, aumentando o numero de graus de liberdade e o grau das fungdes base. O
refinamento p é ilustrado na Figura 4 e na Figura 5.

1 T T T ; T T T T L 1

a 0.1 nz 03 04 05 0B 07 08 09 1 0 01 nz 03 04 05 0B 07 08 09 1

(@) ==1[0,0,0,1,1,1]. ()==[0,0,0,0,1,1,1, 1].

Figura 4. Exemplo de funcdes de base com elevagdo de grau de quadratica para cubica.

- 0 : - : * : - : . = 0 : - 4
-WD DI1 DEZ D;S EI‘A EI‘S IJIE Di? Dlﬁ EliB 1 _1D Di1 Diz D‘S D‘:i Di5 DiE Di? D‘B D‘El 1
@p=2,np=3 (b)p=3,np=4
£=10,0,0,1,1,1] £=[0,0,0,0,1,1,1,1]

Figura 5. Exemplo de refinamento p de uma B-Spline quadratica.

O refinamento k & uma combinagédo dos refinamentos p e h. Este refinamento é realizado
fazendo primeiro a elevacdo do grau e depois a inser¢do de knots, aumentando o grau das

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



FORMULACAO ISOGEOMETRICA PARA VIGAS DE TIMOSHENKO

bases e a continuidade entre os spans, como ilustrado na Figura 6. Esse tipo de refinamento
ndo existe no MEF. O refinamento k na viga eleva tanto o grau, quanto o nimero de spans,
aumentando também o ndmero de pontos de controle (np), como mostrado na Figura 7.

1

1

=[0,0,0,1,1,1].

~

(b) Elevacdo degraup=3:=2=[0,0,0,0,1,1, 1, 1].

(c) Insercdo de um knot na curva cubica: ==1[0,0,0,0,0.5,1,1,1, 1].

Figura 6. Exemplo de refinamento k.

®

(c)p=3,np=5,span=2
==[0,0,0,0,05,1,1,1,1]

1] 0.1 0.z 03 04 05 0B 07 0g 08 1
@p=2,np=3,span=1
==1[0,0,0,1,1,1]
Elevacdo de Grau
\A
! T T
= [ : e E
-WEI EI.‘W EI.‘2 DIE D.ifl EI.‘S EI.‘B EI.‘Y D.IB D.iB 1
(byp=3,np=4,span=1
==[0,0,0,0,1,1,1,1]
Insercéo de knot
\
1
0 &
'10 D.‘1 D.I2 D.i3 Di4 D.‘S D.iE DI? DiB D.‘Q 1
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Figura 7. Exemplo de refinamento k, onde o processo se inicia de (a) para (b), com a elevacéo do grau,
depois de (b) para (c) com a insercdo de um knot e de (c) para (d) com a insercéo de outro knot.

3 VIGA DE TIMOSHENKO

O modelo de Timoshenko considera o efeito do cisalhamento nas secfes transversais de
uma viga sob esforgo de flexdo. Esse efeito é particularmente importante em vigas com
elevada relacdo altura/vdo. A hipotese cinematica desta teoria € que secOGes planas e
perpendiculares ao eixo da viga permanecem planas, porém ndo necessariamente
perpendiculares ao eixo apos a deformacdo, como mostrado na Figura 8.

dv -7
dx

Viga Deformada

\ L_--/ ) ( Viga Indeformada

M / \

Figura 8. Cinematica da viga no modelo de Timoshenko.

Assim, o campo dos deslocamentos da viga de Timoshenko é dado por
ulx,y)=-yé(x) (6)
v(x.y)=v(x) (7)
onde u é o deslocamento axial e v o transversal. As deformacdes sdo dadas por

060

Ex =%u=—y& =-yK (8)
ov

&, =—=0 9

y ay ()
N U ov

7w:&+5:&—9 (10)

Assim, a deformacéo de cisalhamento ndo é nula, como na teoria de Euler-Bernoulli, mas
constante na se¢do. Aplicando a equagdo constitutiva, obtemos as tensoes:

o, =E¢ =—Eyx (12)
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ov
7y, =Gy =G[& - HJ (12)

A energia interna de deformagdo U de uma viga de Timoshenko é dada pela soma da
parcela de flexdo Uy e de cisalhamento Us:

Uy =1ngZdv ijE(—Ky)Zdv =1jEK2jy2dAdx=1jE|K2dx (13)
2V 2V 2 L A 2 L
U =3jey2dv L j ijZdAdx L j k,GAy%dx (14)
S 2V 2L A 2L S

Na teoria de Timoshenko, a deformagdo de cisalhamento é constante na secdo, porém,
segundo a Teoria da Elasticidade, esta deformacdo varia parabolicamente ao longo da altura
da secdo transversal. Assim, é necessario considerar o fator de forma ks, dependente da forma
da secdo transversal, para que a energia de cisalhamento seja corretamente avaliada.
Rearranjando as Equagdes (13) e (14), temos

1l og 1¢ 1
U—E{K EIKdX+§{y G Ak, ydx (15)
A energia potencial total da viga de Timoshenko pode ser escrita como:
M=U+V (16)

onde V é o potencial das cargas externas. No caso de cargas distribuidas temos que

V= —J.VTQdX (17)
L
Finalmente, o momento fletor é dado por

M, =[-yo dA=Ex[y’ dA=M, =Elx (18)
A A

e o esforco cortante é obtido por

Q, =[rdA=G[ydA=Q,=kGAy (19)
A A

4 ANALISE ISOGEOMETRICA

Neste trabalho, a geometria, os deslocamentos e as rotagdes sdo escritos como:
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X=Zn:Nixi,v=Zn:Nivie0=Zn:Ni9i (20)
i=1 i=1

i=1

onde N; sdo as bases B-Splines e n € o numero de pontos de controle do elemento
isogeomeétrico. Os deslocamentos podem ser escritos em formato matricial como

Vl
1 6
VI[N 0 N 0 ot
6|70 N - 0 N | |THT (21)
v,
_Hn_
De acordo com as Equacdes (8) e (21), a curvatura é dada por
K:Zn:Ni,xgi:Bbue:Bb:[o Nl,x 0 Nn,x] (22)
i=1

De acordo com as Equacdes (10), (21) e (22), a deformagdo de cisalhamento é dado por

V= (Ni,xvi _Nigi)zBsue :>BS =[N1,X _Nl - N _N”] (23)

n
i=1

As funcdes base e suas derivadas sdo obtidas utilizando as Eg. (2), (3) e (4).

A energia potencial pode ser calculada integrando em todo o dominio da viga. Contudo,
esta abordagem ndo € interessante, pois desconsidera a propriedade de suporte compacto das
bases B-Splines, segundo a qual apenas p+1 func¢des sdo ndo nulas em cada knot span. Assim,
a energia potencial total da viga pode ser expressa pela soma da energia em cada knot span,
que podem ser interpretados como os elementos isogeométricos:

ne ne
=30, + YV, (24)
e=1 e=1

sendo ne o nimero de elementos isogeométricos (knot spans).

Utilizando as Equacbes (15), (22) e (23) podemos escrever a energia interna de
deformagéo como:

U, :%ul [BLEI Bbdxue+%u1 [BIGAK,B,dxu,ouU, :%ul K.u, =K, =K, +K, (25)
Ce

Le
Assim, a matriz de rigidez de flexdo (Kp) e de cisalhamento (Ks) sdo dadas por:

Ky= [BEIB,dx e K = [B{GAK,B,dx

Le Le

(26)

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



FORMULACAO ISOGEOMETRICA PARA VIGAS DE TIMOSHENKO

O carregamento nodal equivalente (fe) € obtido a partir do potencial das forcas externas:

Vo = [V'ade=u] [Ny ok = 1, = [N acx (27)

LE Le e

De posse da matriz de rigidez e das forcas externas, podemos determinar 0s
deslocamentos resolvendo o sistema de equagdes de equilibrio:

Ku=f (28)

E importante notar que a matriz de rigidez global (K) e o vetor de forcas externas global
(f) s@o obtidos a partir da soma das contribui¢des dos elementos isogeométricos (K. e fe)
através do Método da Rigidez Direta, da mesma forma que é realizado no MEF.

A partir da formulagdo apresentada verificamos que a AIG tem muitas semelhangas com
0 MEF, principalmente quando os knot spans sdo considerados como elementos para fins de
integracdo das matrizes de rigidez. Contudo, os graus de liberdade do MEF correspondem aos
deslocamentos dos nds, que sdo pontos pertencentes a estrutura, enquanto os graus de
liberdade da AIG ndo tem significado fisico, pois 0s pontos de controle ndo necessariamente
pertencem a estrutura. A exce¢do sdo 0s pontos extremos dos patches, que sdo interpolados.

Desta forma, a AIG pode ser interpretada como uma forma do Método de Rayleigh-Ritz
(MRR), na qual o dominio da estrutura € dividido em sub-regides (patches), sendo a solucédo
aproximada obtida por uma combinacdo linear de funcdes definidas em todo o patch e os
graus de liberdade obtidos pela extremizacdo da energia potencial total.

Uma vez que a geometria do elemento é definida a partir da Eq. (20), a matriz de rigidez
de flexdo de um elemento definido no intervalo cartesiano x; e x, pode ser escrita como:

X )
K, = |BjEIB,dx=K, =[BJEIB,J dé (29)

X a

onde o Jacobiano J. € dado por:
dx
J§=E=ZNL5Xi (30)

Assim como no MEF, a integracdo da matriz de rigidez na AlG é realizada utilizando a
integracdo de Gauss. Assim, € necessario mapear cada elemento isogeométrico (knot span) do
intervalo [&, &] para o intervalo [-1, 1]. Isto pode ser feito utilizando a relagéo

1-r 1+r & &,-¢
= — — J = ——
(G B e - -5 (31)
Desta forma:
2 T ot dx d& faT
K,,=[ByEIB,J.d¢ = [BTEIB——=dr=K, = [B'EIBJ,J,dr (32)
C e dédr ¢
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Finalmente, integrando por quadratura de Gauss, temos

npb
Ky =3 (B"CBI )W, onded = 295 _j 3, (33)
-1 dtf dr

sendo Wi; e npb o0s pesos e 0 nimero de pontos da quadratura escolhida, respectivamente.
O mesmo procedimento € utilizado para matriz de rigidez do cisalhamento Kq:

1 nps
K.= | BIGAkSBstr:Ks:iZi:<BZGAkSBSJ)Wi (34)

-1

e para o vetor de cargas externas fe:
1 npf

f, = [Ngd.3,dr=f, =Y (NJqd)w, (35)
-1 i=1

sendo nps e npf o numero de pontos utilizados para integrar K e fe, respectivamente.

5 TRAVAMENTO

A integracdo completa (full integration) é aquela que integra exatamente um elemento de
Jacobiano constante (i.e. ndo distorcido). Este nimero pode ser facilmente obtido lembrando
que n pontos de Gauss integram exatamente um polindmio de grau 2n - 1.

Segundo Adam et al. (2014), a energia de cisalhamento da viga (Eq. (14)) precisa de um
ponto a mais que a de flexdo (Eqg. (13)) para sua integracdo. Contudo, devido ao
desbalanceamento dos termos da matriz Bs, que envolvem tanto das fungfes de forma como
suas derivadas, as deformacdes de cisalhamento podem apresentar erros significativos ao
longo do elemento, resultando em erros na energia de cisalhamento (Us). Estes erros crescem
com a esbeltez da vigas e tendem a valores muito grandes quando h/L tende a zero, deixando
0 modelo numérico muito mais rigido que a viga real. Na Tabela 1 estdo os nimeros de
pontos de Gauss necessarios para a flexdo (npb) e cisalhamento (nps) nas integracfes
completa e reduzida.

Tabela 1. NUmero de pontos de Gauss.

Integracdo Completa Integracdo Reduzida

Grau

npb nps npb nps
Linear 1 2 1 1
Quadratico 2 3 2 2
Cubico 3 4 3 3

A integracdo completa considera toda a contribuicdo do erro das deformacdes de
cisalhamento ao longo do elemento, levando a uma superestimagéo do valor da rigidez da
modelo numérico. Esse fendbmeno é conhecido como travamento, bloqueio ou locking. O
travamento ocorre para todas as ordens, porém seu efeito é reduzido na medida em poisque 0
grau da aproximacdo aumenta. Esse problema persiste por causa do paradigma de
inconsisténcia de campo, que ndo é solucionado aumentando a ordem.
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Diversas alternativas foram propostas para resolver o problema do travamento, tanto no
caso do MEF quanto da AIG. Hu et al. (2016) apresentaram uma formulagéo baseada em B-
Splines, chamada Método de Reducdo da Ordem (Order Reduction - OR), que elimina o
travamento modificando as deformacbes de cisalhamento. O trabalho deles cita nove

importantes métodos para eliminar o locking em vigas, placas e cascas: Método B, Discrete
Shear Gap (DSG), Seletive and Reduced Integration (SRI), Formulacdo Mista, Método de
Colocacédo, Single Variable (SV), Assumed Natural Strain (ANS), Moving Least Square
(MLS) e Coupled Polynomial Field (CP).

A solugdo mais simples e mais utilizada no caso do MEF é a integracéo reduzida, onde a
matriz de rigidez de cisalhamento (Ks) é integrada com menos pontos que o utilizado na
integracdo completa, deixando o elemento menos rigido. Na integracdo reduzida uniforme
(URI) utiliza-se na integracdo de Ks 0 mesmo numero de pontos utilizados na integracdo da
matriz de rigidez de flexdo (Ky). Neste caso, 0 numero de pontos de Gauss da integracdo
reduzida é dado por

npg = p (36)

No caso do MEF, a integracdo reduzida elimina totalmente o travamento de cisalhamento
dos elementos de viga de Timoshenko (Cook et al., 2002).

No caso da AIG utilizando funcGes B-Splines, é possivel tanto aumentar o grau,
mantendo a continuidade (refinamento p), quanto aumentar o grau e continuidade
simultaneamente (refinamento k). Na analise de sélidos e de problemas de estado plano de
tensbes, 0 aumento da continuidade (refinamento k) normalmente é benéfico, pois permite
uma convergéncia mais rapida utilizando menos graus de liberdade que o refinamento p.

Contudo, Adam et al. (2014) mostraram que 0 aumento da continuidade torna o problema
do travamento mais sério. Assim, a eliminacdo do travamento na AIG é mais dificil do que no
MEF, onde a continuidade é C°. Em particular, a integracdo reduzida ndo consegue eliminar o
travamento em modelos AIG com continuidade maior que C°.

Uma alternativa & integracdo reduzida uniforme é o uso da integracdo seletiva, com
numeros de pontos de Gauss diferentes para a matriz de rigidez de flexdo e de cisalhamento.
Esta técnica tem sido utilizada com sucesso em elementos finitos de placas e cascas (Cook et
al., 2002). Adam et al. (2015) propuseram um tipo de integracdo seletiva que elimina o
travamento na AIG com alta continuidade, porém comentam que esse tipo de integracdo
numérica é ruim para problemas ndo lineares, pois a convergéncia da solucdo ndo é garantida
em grandes sistemas.

Bouclier et al. (2012) diz que, embora a seletiva seja de facil implementacdo e baixo
custo computacional, ela ¢é dificil de ser generalizada para uma ordem polinomial e uma
continuidade quaisquer. Além disso, a integracdo seletiva dificulta a utilizagdo da néo
linearidade fisica, uma vez que as componentes de deformacdo de flexdo e cisalhamento
devem ser aplicadas em pontos diferentes. Quanto a implementacéo, a complexidade é maior
do que a da integracdo reduzida uniforme, principalmente no caso de programas ja existentes.

Lyly et al (1993) propGe uma técnica de estabilizacdo para os termos do cisalhamento em
elementos finitos de placas que reduz o travamento. Esta abordagem corrige a rigidez de
cisalhamento por um fator que depende de parametros geométricos. Thai et al. (2012) adaptou
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esta técnica para a AIG. Nesta abordagem, o rigidez de cisalhamento é definida como f.GAKs,
onde:
hZ
fo="7—"> (37)
" h24al?
sendo h a altura da viga, o uma constante entre o intervalo 0.05 < « < 0.15 e | € comprimento

do elemento (span). Neste trabalho considerou-se oo = 0.1. A matriz de flexdo é calculada
normalmente.

6 EXEMPLOS

Nesta secdo sdo apresentados os exemplos numéricos utilizados para verificacdo da
formulacdo apresentada e para estudo do efeito do tipo de integracdo numérica utilizada:
completa, reduzida e reduzida com fator de estabilizacdo (fes). O efeito do aumento da
discretizacdo do modelo isogeométrico foi estudado utilizando o refinamento k, obtido através
da aplicacéo inicial da elevacéo de grau seguida pela inser¢do de knots. Desta forma, todas as
bases B-Splines utilizadas possuem continuidade CP™.

Os exemplos tratam de vigas em balango definidas por um patch e sujeitas a diferentes
carregamentos. Os deslocamentos foram tomados na extremidade livre da viga. Os dados
utilizados sdo apresentados na Tabela 2. O comprimento L da viga foi variado, sendo
consideradas razdes de L/h de 10, 50, 100 e 1000.

Tabela 2. Dados do problema.

Propriedade Valor  Unidade
Médulo de Elasticidade (E) 2.0x 10" kN/m2
Coeficiente de Poisson (1) 0.2 -
Mddulo de Elasticidade Transversal (G) 8.3 x 10° kN/m?
Base da secéo (b) 0.2 m
Altura da secdo (h) 0.8 m
Fator de forma do cisalhamento (k;) 5/6 -

6.1 Carga Momento

Este exemplo trata de uma viga submetida a uma carga de momento M aplicada na
extremidade livre, como mostrado na Figura 9. A solucéo exata do deslocamento é dado por:

M x?2

“ e (38)

VEX

Este é o exemplo mais severo para o travamento, pois a viga esta sob flexdo pura, sem
cisalhamento transversal.
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M
Figura 9. Viga em flex&o pura.
Razdo dos deslocamentos (p=1) ——L/h=10(0)
1,10E+00 —a— 1/h =50 (C)
9,00E-01 —— au p ¢ L/h =100 (C)

/ / —@— L/h =1000 (C)
7,00E-01

3 A eeeee L/h =10 (R)
0)
\: 5,00E-01 / / L/h=50 (R)
5 / L/h = 100 (R)
g 3,00E-01 /—/ _____ L/h = 1000 (R)
1,00E-01 - — — - = L/h =10 (Rfest)
-1,00E-01 — hd ® L/h = 50 (Rfest)
1 ) 10 100 L/h = 100 (Rfest)
Numero de spans = . = L/h =1000 (Rfest)

Figura 10. Gréfico da razdo dos deslocamentos para uma aproximacao linear.

Pela Figura 10, podemos ver que a integracdo completa (C) apresentou travamento para
todas as relacBes L/h consideradas. Esse efeito € mais acentuado quando a relacdo L/h
aumenta, ou seja, a viga vai ficando mais fina. Apesar deste problema, a resposta converge
com o refinamento do modelo. Por outro lado, quando a integracéo reduzida (R) é utilizada,
ndo ha travamento significativo e o deslocamento tem boa aproximagdo mesmo com apenas
um elemento (span). Neste caso, o elemento linear apresenta continuidade C° a integragéo
reduzida elimina o travamento e o fator de corre¢do nao é necessario.

Razdo dos deslocamentos (p=2 — L/h=10(C)
1,10E400 (p=2) —#&—1L/h=50(C)

L/h =100 (C)
—@— L/h =1000 (C)
----- L/h =10 (R)
1,00E+00 @——8—8—8—8 3 = 9 L/h =50 (R)

L/h =100 (R)
----- L/h =1000 (R)
—— - = L/h =10 (Rfest)
9,00E-01 1 | L/h = 50 (Rfest)

1 10 100 L/h = 100 (Rfest)

Numero de spans —— . = L/h = 1000 (Rfest)

Vaprox/ Vex

Figura 11. Gréfico da razdo dos deslocamentos para uma aproximacao quadratica.

Como a resposta exata do deslocamento da carga momento € quadratica, 0S
deslocamentos obtidos utilizando bases quadréaticas (p = 2) sdo exatos, a menos de pequenos
erros numéricos, para todas as relagdes L/h. Este fato é confirmado na Figura 11, tanto para
integracdo completa, reduzida e Rfe, independente da relagéo L/h.

6.2 Carga Distribuida

Neste exemplo uma carga distribuida g uniforme é aplicada ao longo da viga como
mostrado na Figura 12. A solucdo exata do deslocamento € expressa por uma equacao de
quarto grau:
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q(x* LS L2 q (x?
Vgy =—| —— + - ——Lx 39
= E|(24 6 4 ) GAkl 2 (39)

Figura 12. Viga em balanco com carga distribuida.

Por motivos de espaco, a norma L, foi calculada apenas para a rotacdo, pois 0 momento
fletor, que é o efeito dominante na viga, depende dela. Na Figura 13 vemos o efeito do
travamento quando a relacdo L/h aumenta, deixando a viga mais fina. Nas aproximagdes com
integracdo completa (C), observa-se que o efeito do travamento é mais severo. Quanto a
integracdo reduzida (R), 0s erros sdo menores, porém nao eliminam o travamento,
confirmando os resultados de Adam et al. (2015). Na integracdo reduzida como fator de
estabilizacdo (Rfet), ha erros ainda menores, ndo eliminando, mas reduzindo
significativamente o travamento. Verifica-se que o travamento aparece para todos os graus e
que a partir de L/h = 1000, o erro se estabiliza.

1,E+00 7S & & * 7S *—p=1(C)
1,01 / p=2(C)
e e A

—c

—a—p=3(C)

A 1,E-02
© Z
€ LE03 (s e i p=1(R)

1S

o] N . o o ¢ e . e ¢ emm— ¢ e ¢ emm ¢ emm— ¢ e ¢ e o emm— =2 (R

S 1e04 / p=2(R)
€058 +—mpp— — — — . ====- p=3(R)

1,E-06 / — - =p=1(Rfest)

1,E-07

p = 2 (Rfest)
1,E+00 1,E+01 1,E+02 1,E+03 1,E+04 1,E+05 1,E+06
L/h

= « = p =3 (Rfest)

Figura 13. Comportamento da norma L, da rotagéo com a esbeltez da viga.

A Figura 14 apresenta o resultado do refinamento do modelo para L/h = 1000. As curvas
mostram que h& convergéncia lenta das integracbes completa e reduzida no regime pré-
assintético. O elemento linear com integracdo completa ndo converge, mas 0S outros tém
convergéncia assintdtica. Finalmente, verifica-se que o uso do fator de estabilizacdo melhora
significativamente os resultados desde o inicio.
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1,00E+00 o & < L 2 L g —p=1(C)
1,00E-01 p=2(C)
1,00E-02 =i§~?
1,00E-03 — S —— —p=3(0)

S 1,00E-04 = - - A\ Tm——— ----- p=1(R)

£ 1,00E-05 = p=2(R)

f= : TN~

2 I
1,00E-08 — . =p=1(Rfest)
1,00E-09 p = 2 (Rfest)

1 10 100 _
N spans = « = p =3 (Rfest)

Figura 14. Comportamento da norma L, com o aumento do niimero de spans.

Os resultados em termos dos esforcos também foram estudados neste caso, adotando-se
uma malha de 4 spans, variando-se tanto o grau de aproximacdo quanto a relacdo L/h para a
integracdo reduzida com e sem fator de estabilizagdo fe:. Inicialmente, temos os resultados

para L/h = 10.

1
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Figura 15. Aproximacao linear com L/h = 10.
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Figura 16. Aproximacéo quadratica com L/h = 10.
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Figura 17. Aproximacao ctbica com L/h = 10.
Por fim, os resultados de L/h = 1000.
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Figura 18. Aproximacao linear com L/h = 1000.
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Figura 19. Aproximacéao quadratica com L/h = 1000.
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Figura 20. Aproximacao cubica com L/h = 1000.

Os resultados para L/h = 10 mostram que neste caso a integracdo reduzida ja leva a bons
resultados, pois o travamento ndo € significativo para esta relacdo, que corresponde as vigas
usais. Contudo, o uso do fator de estabilizagdo leva uma melhora nos resultados da forca
cortante, principalmente para ordens mais altas.

Por outro lado, o travamento é bastante evidente nos resultados para L/h = 1000. Neste
caso, podemos perceber a melhoria que o fator de estabilizacao traz para os esfor¢os internos.
Os momentos fletores obtidos considerando este fator sdo praticamente exatos parap =2 e 3,
0 que ndo ocorre quando o fator ndo € considerado. O seu uso leva a uma melhora
significativa também no cortante ao longo do elemento. Apesar de ndo serem exatos, 0S
resultados nos pontos de Gauss s&o muito bons, principalmente no ponto localizado no centro
do elemento, que corresponde ao ponto utilizado na integracéo seletiva de Adam et al. (2015).

E importante notar que o momento fletor depende da curvatura (k= 6,), como as
rotacbes sdo melhoradas pela estabilizacdo, resultados mais precisos sdo obtidos para o
momento fletor ao longo de todo o elemento. Por outro lado, o esfor¢o cortante depende da
deformacéo de cisalhamento (y = vx — 6). Neste caso, 0 deshalanceamento dos termos vindos
do deslocamento e da rotacdo impede a obtencdo de valores exatos em todo o elemento.

7 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou uma formulacdo isogeométrica para analise de vigas pela teoria
de Timoshenko utilizando B-Splines como funcgdes de aproximagdo. A formulacdo foi
avaliada através da anélise de vigas cuja solucdo analitica é conhecida. O desempenho da
formulacdo foi estudado considerando diferentes relagBes altura/vao, utilizando integragédo
completa, integracdo reduzida e integracéo reduzida com fator de estabilizagéo.

Os resultados mostraram que a formulacdo isogeométrica sofre de travamento quando a
integracdo completa é utilizada. Assim como no MEF, o travamento cresce quando a esbeltez
da viga aumenta, comprometendo os resultados obtidos para vigas finas. Verifica-se ainda que
0 uso de aproximacgOes de ordem mais alta alivia, mas ndo elimina o travamento. Por outro
lado, os resultados obtidos neste trabalho confirmam os estudos de Adam et al. (2014)
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mostrando que o integracdo reduzida uniforme ndo elimina o travamento na AIG com
continuidade superior a C° obtidas por refinamento k.

Finalmente, o uso do fator de estabilizacdo mostrou-se uma alternativa simples e
eficiente, quando utilizado juntamente com a integracdo reduzida. Os resultados mostraram
uma melhoria significativa nos esforcos internos obtidos, mostrando que esta abordagem é
uma forma interessante para aliviar o travamento na andlise isogeométrica.
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