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Resumo. Os dispositivos dissipadores de energia podem ser comumente utilizados em
estruturas e mecanismos multicorpos submetidos a carregamentos dindmicos para se reduzir
vibragoes estruturais. Este trabalho trata da aplicacdo da Formulagdo Posicional do Método
dos FElementos Finitos (FPMEF) para andlise dindmica de estruturas e mecanismos
reticulados planos com ligacbes viscoeldsticas. As equagoes de equilibrio dindmico do
sistema sdo escritas considerando o principio da energia potencial total estaciondria e a
solugdo do sistema ndo linear final de equacoes é obtida pelo método de Newton-Raphson. O
algoritmo de integragdo temporal implementado é o de Newmark. Considera-se a formulagdo
Lagrangeana total, a cinemdtica de Bernoulli-Euler e o comportamento linear eldstico no
material. Na modelagem das ligagoes reologicas adota-se os modelos de Maxwell e o de
Kelvin-Voigt. Ao fim, realiza-se exemplos numéricos a fim de se ilustrar a aplicabilidade da
formulagdo para problemas prdticos.

Palavras-chave: Ligacoes viscoelasticas, Formulagdo posicional, Método dos elementos
finitos, Andlise dindmica ndo linear, Mecanismos multicorpos.
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Andalise dindmica ndo linear de estruturas e mecanismos 2D com ligagdes viscoeldsticas

1 INTRODUCAO

Em estruturas sujeitas a um carregamento dindmico ¢ comum o emprego de dispositivos
que amortecem a resposta estrutural a fim de proporcionar um melhor desempenho do
sistema. Esses dispositivos podem ser encontrados, por exemplo, em edificagdes resistentes a
sismos, automoveis e em trens de pouso de aeronaves.

Nesse contexto, ressalta-se que as conexdes podem apresentar comportamento néo linear.
Varios autores tém estudado esse aspecto dentre eles Del Savio (2004) e Reis (2012), que
implementaram ligagdes semirrigidas para casos estaticos. Castro (2006) estudou a influéncia
na resposta dinamica de estruturas que possuem conexdes nao lineares. Esses trabalhos, no
entanto, ndo consideram efeitos de viscosidade nas ligagdes que, ocasionalmente, podem estar
presentes no problema.

Diante disso, entdo, torna-se essencial levar em consideracdo esse fator na analise
estrutural. Entretanto, solucdes analiticas para esses casos sdo restritas, especialmente em
corpos submetidos a agdes dindmicas, o que torna necessario a utilizacdo de métodos
numéricos para encontrar respostas aproximadas do problema.

Neste trabalho sera feita uma incorporagao de ligacdes viscoelasticas na analise dindmica
de estruturas e mecanismos reticulados planos através da Formulacdo Posicional do Método
dos Elementos Finitos (FPMEF). Considera-se no coédigo computacional conexoes
viscoelasticas rotacionais e translacionais ndo lineares que podem estar presentes nos apoios
ou entre os elementos do modelo. O codigo foi desenvolvido em MATLAB.

2 FORMULACAO POSICIONAL DO METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS

A FPMEF foi inicialmente concebida nos trabalhos de Coda (2003) ¢ de Coda e
Greco (2004) para o caso estatico. A extensdo para o caso dindmico pode ser encontrada em
Greco (2004) e em Greco ¢ Coda (2006). Na concepcao dessa formulacdo, as equagdes de
equilibrio s3o construidas a partir do Principio da Energia Potencial Total Estacionaria
(PEPTE), considerando, em vez dos graus de liberdade de translacdo dos nos, as posi¢coes
nodais como incognitas. Para a aplicagdo desse principio a energia potencial total (/7) de um
Elemento Finito (EF) é escrita como:

6
H=U—ZF,~X,-+K+Q (1)

i=1

em que U ¢é a energia de deformagdo, F; é a(o) forga(momento) externa(o) aplicada(o)
diretamente em um né na direcdo do grau de liberdade i, X; é a incognita relativa a direcdo de
F; e 6 ¢ o numero de graus de liberdade de um EF, que possui dois nos e trés incognitas por
nd. Salienta-se que X; pode ser tanto posic¢ao (horizontal ou vertical) quanto rotagdo de um no.
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A grandeza K ¢ a energia cinética e Q ¢ a energia dissipada devida ao amortecimento
estrutural.

A cinematica do EF adotada (valida para cadeias cinéticas abertas ou fechadas) ¢ a de
Bernoulli-Euler e considera-se comportamento elastico linear no material. Assim, como o
material € Hookeano, U é expresso como:

U:”adng=”Egdng=§jgde (2)
Ve Ve V

em que £ ¢ o modulo de elasticidade longitudinal, ¢ ¢ a tensdo normal atuante em um
elemento de volume dV que apresenta uma deformagdo normal ¢. A integral da Eq. (2) ¢
realizada no volume inicial ¥ do EF em questdo. A deformacgdo é, entdo, escrita com base na
cinematica escolhida e fica em func@o dos graus de liberdade do EF. Como o referencial ¢
fixo durante a analise, a formulacdo ¢ do tipo Lagrageana total. Detalhes matematicos desses
aspectos podem ser encontrados em Greco (2004).

A energia cinética K do EF ¢ escrita como:
i 1. :
K=2 m(%,) - X M ¥ 3)

em que X é o vetor velocidade dos graus de liberdade do EF e m;; é um elemento da diagonal
principal da matriz de massa M, que neste caso € considerada discreta e ¢ dada por:

100000

010000
Wy PAL[0 0 0 0 0 0 @
— 21000100

000010

00000 0

em que p ¢ a massa especifica do material, 4 ¢ a area da secdo transversal e L ¢é o
comprimento inicial do EF. Pela Eq. (4), enfatiza-se que a inércia a rotagdo ¢ desprezada.

O termo relativo a energia dissipada pode ser escrito ja na forma de sua taxa de variagdo
em relacdo a posicao conforme a Eq.(5). Ressalta-se que nessa equagdo os indices repetidos
nao indicam somatorio.
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49 _ % oou L_cx 5)
e dX

1

Na Eq. (5) ¢; é um elemento da diagonal principal da matriz de amortecimento C, que
neste caso ¢ considerada proporcional a massa e ¢ dada por:

C=2c, M (6)

em que ¢, € o coeficiente de amortecimento suposto conhecido.

Uma vez concluida a escrita de /7 em funcdo dos X;’s, segue-se para a aplicagdo do
PEPTE, que estabelece que dentre todas as configuracdes possiveis para um corpo submetido
a acdes externas, aquela que corresponde a um valor estacionario da energia potencial total é a
configuragdo equilibrada. Matematicamente isso pode ser escrito como:

o _
O0X;

1

oI ! bu dK  dO
G Zlae-F+ 2 % _s(x)=0 7
e 0.[0 ox, <k ax,  dax, ° (X )

0=

em que u ¢ a densidade linear de energia de deformacdo e /) ¢ o comprimento do EF antes da
deformacdo, cuja configuracdo deslocada ¢ parametrizada como uma fun¢do da variavel
adimensional £ (0 < ¢ < 1). Na Eq. (7) definiu-se:

ol

. dX, :
g(X;) =1y ”aidf—Fi“‘mﬁXiE“‘cﬁXi:
J0 i
ol -
dX; dX; .
=ly ”=id§_Fi+mii_tl71+CiiXi= (8)
J0 i

ol
=y | u,; dE—Fy+my; X;+¢; X; =0
J0

Para integrar a Eq.(8) no tempo utiliza-se o esquema de Newmark cuja ideia basica ¢é
supor a aceleracdo constante ou linear durante um intervalo de tempo At. Dessa forma, chega-
se as seguintes equacdes (0s passos matematicos podem ser encontrados em Greco (2004)):

Xilg, = Xilg + A X,

S+ﬂX~

4

o+ (Az){(; -5 )%, Sﬂ} ©)
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Xi|S+AZ(1_7/)Xi|S+7AZXi (10)

"|S+1 - S+l

em que S é um instante de tempo qualquer e, considerando-se aproximagio constante para X;,
tem-se y = 0.5 e f=0.25 e, para aproximacdo linear de X, tem-se y = 0.5 ¢ S= 1/6.
Escrevendo-se a Eq.(8) num instante de tempo S + 1 e utilizando-se as equagdes (9) e (10)
chega-se a:

1
g(Xi|S+1):loju’id§ _Fz‘|5+1+miiXi|S+l+CiiXi
0

S+1
=]/ : d F Xi|S+l Xi|S+l A =0
=l Ou,i §S+1— i|S+1+ W—QLS, m;; + W_ tQ|S VCii =
€m que:
X, X y
Q|S _ l|S2 n 1|S2 +(L_1JXZ' (12)
B(A?  BA? \28 5
Rly = .|+ acli- )% (13)

Nota-se, entdo, que a solugdo do problema ¢ a raiz da fungdo g e, como g é ndo linear,
utilizou-se o Método de Newton-Raphson para soluciona-lo. Assim, expandindo-se g em
polindmio de Taylor até o termo de primeira ordem tem-se:

g(Xl-|S+1):0:>g(XZ-O|S )+Vg(XZQ jAX;O (14)

+1

S+1

em que X, € a posi¢do inicial do grau de liberdade i, AX € o termo incognito da equagdo e

0 , . . . ~ ’

Vg(X ; |S 1) ¢ um valor a ser incorporado na matriz Hessiana do EF em questdo. Esse valor ¢
+

dado por:

1

m;; yC;;
=ly | u,y dé +—t—+ = (15
S+1j 0,[0 k R 0 B(A?: BAL (15)

s+ i

0 0
Vg(Xi S+1j =&k (Xi

i

S+1
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As derivadas u,; (Eq. (8)) e u,ix (Eq. (15)) podem ser encontradas em Greco (2004). Uma
vez calculados o vetor de residuo (fungdo g) e a matriz Hessiana para cada EF, obtém-se,
através do Método da Rigidez Direta, o vetor de residuos, a matriz Hessiana e termo incdgnito
AX para todo o sistema. O critério de parada considerado para o processo incremental-
iterativo foi:

N
D X, <10l (16)

i=1

em que N é o numero de graus de liberdade incognitos do modelo, Tol ¢ a tolerancia (igual a
10" neste trabalho) e AX é expresso por:

el

Caso exista convergéncia em uma iteracdo, o vetor X ¢ atualizado através da formula

ax =—|velx’ ) (17)

X =X"+AX. No passo de tempo seguinte, recalcula-se a matriz Hessiana e o vetor de

residuos utilizando-se o vetor X corrigido e, entdo, prossegue-se para o calculo de um novo
AX. O codigo executa essas etapas até o tempo total requerido pelo usuério.

3 INCLUSAO DE LIGACOES VISCOELASTICAS

As ligagdes viscoelasticas abordadas neste trabalho sdo a de Maxwell e a de Kelvin-
Voigt, conforme mostra a Fig. 1. Destaca-se que, por hipotese, as conexdes nao tem dimensio
no modelo de elementos finitos.

Mola Amortecedor
Modelo de —
Maxwell —
]
Modelo de —
Kelvin-Voigt |
A

Figura 1 — Representacio esquematica das ligac6es viscoelasticas.
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A lei de comportamento tanto da mola quanto do amortecedor foi suposta nao linear. Essa
ndo linearidade foi modelada utilizando-se uma curva multilinear permitindo, assim, que o
usuario insira a curva que melhor que atenda. Para a mola insere-se uma curva forca versus
deslocamento e para o amortecedor uma curva forga versus velocidade.

Em um dado trecho linear da curva da mola, utilizou-se a relacdo dada pela Eq. (18), e
para um dado trecho linear da curva do amortecedor, empregou-se a relacdo dada pela
Eq. (19).

[k -k

Gl ) &
(¢ —cl|X

- T

Nas equagdes (18) e (19) £, e f, representam as focas nodais que atuam, respectivamente,
na direcao dos graus de liberdade a e b, que estdo conectados através de uma mola e/ou de um
amortecedor. O termo X, ¢ a incognita na direcdo do grau de liberdade a e X, € a incognita na
direcdo de b. O pardmetro k ¢ a inclinacdo da reta corrente da curva da mola para um dado
deslocamento igual a X; - X,. Os termos X, e X, sdo as velocidades dos graus de liberdade a e
b, respectivamente. Analogamente a k, o pardmetro ¢ ¢ a inclinagdo da reta corrente da curva
do amortecedor para uma dada velocidade igual a X, - X,. Ressalta-se que X, e X, podem ser
graus de liberdade translacionais ou rotacionais.

Assim, dado o deslocamento ¢ a velocidade dos graus de liberdade associados a uma
conexdo, verifica-se em qual trecho linear de cada lei de comportamento os dados se
encontram e, através das equagdes (18) e (19), calcula-se as forgas nodais e a matriz Hessiana
correntes € os incorpora, respectivamente, no vetor de forcas nodais e na matriz Hessiana da
estrutura em cada grau de liberdade associado a ligacdo. Essa incorporacdo ¢ feita dentro de
cada iteragdo do método de Newton-Raphson.

4 EXEMPLOS NUMERICOS

4.1 Exemplo1

Deseja-se analisar a barra da Fig. 2 submetida ao carregamento p(f) dado pela Eq. (20).
Utilizou-se uma malha de 60 EF para este problema e, na modelagem do comportamento da
mola dos casos a) e b), adotou-se uma discretizagdo da fungido F = 9.5x10° ¥ em que Féa
forca na mola em newtons e x é o seu deslocamento em metros. A Fig. 3 mostra a lei do
amortecedor para os casos @) e b). Na integragdo temporal de Newmark utilizou-se y = 0.5,
£=0.25 e At = 0.005. Para o calculo numérico de integrais empregou-se a quadratura de
Gauss-Legendre com dois pontos de Gauss. O amortecimento estrutural foi desprezado a fim
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de se estudar com maior clareza a influéncia de um amortecedor pontual na resposta do
sistema. A analise foi realizada até t=1.5s.

E=10GPa A=35x10'm
-6 4
[=14292%10 m p=2500 Ns /m
! %:w — 20

Y

L

1 2 3
b) iwwAAA» i} r@®

30m

Figura 2 - Dados do Exemplo 1.
100N para 0<¢<0.4s
p()= (20)
0 para t>0.4s

F(N)
4000 -
3500 -
3000 -
2500 -
2000 -
1500
1000
500 -

0 T T T T 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

X (m/s)

Figura 3 - Lei de comportamento do amortecedor.

A Fig. 4 mostra a posi¢ao horizontal do n6 da extremidade da barra em duas situagdes:
com ligagdo de Kelvin-Voigt e considerando a barra engastada.
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Posigdo horizontal do n6
da extremidade (m) — Engaste

3.00020 - — Kelvin-Voigt
3.00015 -
3.00010 -
3.00005 -
3.00000 -
2.99995 -

2.99990 -

. . , t(s
2.99985 f \ \ — \ — \ (\)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

Figura 4 — Comparacao da resposta para a barra engastada e para o caso a).

Verifica-se que, como esperado, a posi¢do do nd oscila em torno da posi¢do de equilibrio
estatico tanto para a barra engastada como para o caso a) apos a retirada da for¢a. Além disso,
nota-se que, no instante de tempo proximo a 2 s, as respostas estdo totalmente defasadas. No
entanto, elas entram em fase em 0.4 s ¢ em 0.83 s ¢ 1.27 s aproximadamente, conforme
indicado na Fig. 4. Diante disso, pode-se inferir que a ligagdo de Kelvin-Voigt aumenta o
periodo de resposta da barra. Observa-se também que, de uma forma geral, o amortecedor
contribuiu levemente na redug¢do da amplitude de resposta da barra durante a vibragdo livre. A
mola, por sua vez, conferiu o carater oscilatorio na resposta do sistema. Deste modo, conclui-
se que a implementagdo da conexdo de Kelvin-Voigt neste exemplo forneceu resultados
aceitaveis do ponto de vista teorico.

A Fig. 5 mostra a posi¢ao horizontal do né 3 da barra no caso b).

Posigdo horizontal
dono 3 (m)
0.09 -
0.08 -
0.07 -
0.06 -
0.05 -
0.04 -
0.03 -
0.02 -
0.01 -

0.00 : : : : : : ‘ )
0 02 04 06 0.8 1 12 14 16

Figura 5 — Posicao do no 3 x tempo.
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Nota-se que o amortecedor ofereceu resisténcia ao deslocamento nos instantes logo apos
a aplicagdo da forga, o que pode ser percebido pela concavidade para cima da curva no inicio
do grafico da Fig. 5. Em instantes posteriores, a posi¢do do n6 3 cresce aproximadamente
linearmente no tempo. Coerentemente, como a velocidade ¢ a derivada temporal da posigéo, a
velocidade do nd 3, mostrada pela Fig. 6, apresenta-se constante (com pequenas oscilagdes)
no mesmo intervalo de tempo em que a posicdo cresce de forma linear. Além disso, ¢
importante constatar que a posi¢do do n6 3 aumenta, até certo valor, mesmo apds a retirada da
forca em 1 = 0.4 s. Como o n6 3 se encontra com velocidade diferente de zero nesse instante,
ele ainda se desloca por um certo tempo com diminui¢do da velocidade, de acordo com a
Fig. 6, até a posicdo em torno de 0.08 m.

Pode-se perceber também que, ao contrario da ligagdo de Kelvin-Voigt, a conexdo de
Maxwell ndo confere o carater oscilatorio ao sistema. Pela Fig. 5, observa-se que a posi¢do do
no 3 se manteve em torno de 0.08 m (com ligeiras oscilagdes).

Velocidade horizontal
do no6 3 (m/s)

0.4 -
0.3

0.2

O.(l) 7 MMmMMnnnanAWMMMMMNMMMM £(s)

Figura 6 — Velocidade do né 3 x tempo.

A Fig. 7 mostra a posi¢@o horizontal do n6 2 da barra no caso b). Pode-se perceber que a
mola, como esperado, ofereceu um limite superior para o deslocamento do n6 2 e restaurou
sua posicao inicial imediatamente logo apos a retirada da forga. Na vibragdo livre, o sistema
apresentou um comportamento oscilatorio crescente como pode ser identificado na Fig. 7.
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Posigdo horizontal
dono 2 (m)

1.5E-05 -
1.0E-05 -

5.0E-06
H. ()

|

mnnmmlmHHl“H]llll“lm“m““”m”“‘

P o R
-5.0E-06 - |

-1.0E-05 -

-1.5E-05 -

Figura 7 - Posicio do né 2 x tempo.

4.2 Exemplo 2

Deseja-se analisar o mecanismo da Fig. 8 submetido ao carregamento M(f) dado pela
Eq. (21). Utilizou-se 1 EF para o brago mecanico (comprimento de 0.2 m) e 1 EF para a haste
(comprimento de 0.4 m). A analise foi realizada até ¢ = 5.03 s. Os parametros do método de
integracdo temporal de Newmark sdo os mesmos do exemplo anterior. O amortecimento
estrutural também foi desprezado. Este exemplo foi realizado a partir de um similar estudado
por Escalona et al. (1998).

Brago Mecanico e Haste

E=30.0 GPa
[=133x10 m
A=40x10m

p=2500 Ns'/m'
Y
X
[ x gy 5
M(f) \_/
A

0.20 m 0.40 m

0.60 m

Figura 8 — Dados do exemplo 2.
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26.0(1 —e*4-988’) para 0<¢<0.7s

M(t)= 21
®) {0 210)

para t >0.7s

A Fig. 9 mostra a lei ndo linear utilizada para a mola e a Fig. 10 as leis empregadas no
amortecedor.

M (Nm)
20.0 1
18.0
16.0
14.0
12.0
10.0

0.0 T T T T T 1 6 (rad)

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0

Figura 9 — Lei de comportamento da mola.

M (Nm)

5.0 1

4.0 -

3.0 -

—e— Lei Amort. 1

2.0 P — ® - Lei Amort. 2

0 (rad’s)

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

Figura 10 — Leis de comportamento do amortecedor.
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A Fig. 11 mostra a posi¢do horizontal do n6 B ao longo do tempo. Nota-se a diferencga de
comportamento quando se utiliza a lei 1 ou 2 para o amortecedor na resposta do mecanismo
com ligacdo Kelvin — Voigt (KV). A lei 1 reduz a amplitude de resposta do sistema mais
rapidamente do que a lei 2, como esperado. Constata-se, também, que 0 mecanismo com
ligacdo elastica realiza um pouco mais da metade de um ciclo completo, como pode ser
observado na Fig. 11. O mecanismo com rotula livre, por outro lado, consegue perfazer um
ciclo completo, comportando-se em movimento oscilatdrio no steady state.

KV ¢/Lei Amort. 1
— KV ¢/Lei Amort. 2
— Apenas lig. elastica

= = = Rétula Livre

0.1 A

0 : ‘ : ‘ : O

Figura 11 - Posicao horizontal do né B x tempo.

A Fig. 12 mostra a posi¢do vertical do n6 A ao longo do tempo para diversos casos.
Percebe-se, de maneira analoga a Fig. 11, a distingdo na resposta do sistema que possui
ligacdo KV e que possui ligagdo puramente elastica. Destaca-se que nos casos em que nao ha
amortecedor ndo houve reducdo da amplitude de resposta, conforme esperado.
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Andalise dindmica ndo linear de estruturas e mecanismos 2D com ligagdes viscoeldsticas

Ya (m)

0.25 1
KV ¢/Lei Amort. 1

020 —— KV ¢/Lei Amort. 2
0.15 —— Apenas lig. elastica

0.10 = = — Roétula Livre
0.05
0.00 —  1(s)
-0.05
-0.10

-0.15

-0.20

-0.25 -

Figura 12 — Posicao vertical do né A X tempo.

5 CONCLUSOES

A inclusdo de ligacdes viscoelasticas na analise estrutural € necessaria para uma correta
avaliagdo do comportamento do sistema. Neste trabalho fez-se essa incorporagdo através da
FPMEF.

Pode-se afirmar que a metodologia aqui empregada foi eficaz na consideracdo de ndo
linearidades em molas e em amortecedores e conduziu a resultados teoricamente adequados.
Além disso, a formulagcdo posicional se mostrou satisfatoriamente capaz para a andlise de
mecanismos. Nesse contexto, ressalta-se que o problema pode ser complexo dependendo das
condi¢des de contorno e do carregamento dindmico em que o mecanismo esta submetido.
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