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Abstract. A andlise isogeométrica (AIG) é um método numérico recente que considera na
sua formulagdo a geometria exata do problema. Existem formulacoes da AIG baseadas em
NURBS e T-Splines. Recentemente, também estdo sendo estudadas formulacoes que utilizam
patches de Bézier triangulares ou definidos por produto tensorial. Neste caso, os elementos
isogeométricos gerados apresentam continuidade CO. Em problemas planos representados por
modelos de fronteira (B-Reps), onde sdo utilizadas curvas NURBS para descricdo das fron-
teiras, pode ser dificil a obtengdo de elementos isogeométricos definidos por patches NURBS.
Por outro lado, pode-se aplicar técnicas de geracdo de malhas estruturadas para obtengdo de
elementos isogeométricos de Bézier. Neste trabalho, sdo estudadas e aplicadas as técnicas de
mapeamento transfinito bilinear em modelos representados por curvas NURBS. As técnicas de
mapeamento transfinito aplicadas no contexto do Método dos Elementos Finitos sdo adaptadas
para geracdo dos pontos de controle internos do modelo. As malhas geradas sdo formadas
por quadrildteros de Bézier e preservam a geometria exata do modelo. As malhas geradas
podem ser refinadas através de subdivisdo (refinamento-h) ou elevacdo de grau do polinomio
(refinamento-p). Exemplos numéricos sdao apresentados para avaliar a qualidade das malhas,
onde sdo realizadas andlises mecanicas lineares, mostrando a aplicabilidade das malhas gera-
das em problemas de engenharia estrutural.
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Geragdo de malhas isogeométricas utilizando mapeamento transfinito

1 INTRODUCAO

A Anélise Isogeométrica (AIG) é um método numérico apresentado inicialmente por Hughes
et al. (2005), que vem sendo estudado em muitos trabalhos nos dltimos anos. A principal pro-
posta da AIG € aproximar as ferramentas de modelagem geométrica (sistemas CAD) e as ferra-
mentas de analise numérica. Neste contexto, os modelos geométricos utilizados na modelagem
(e.g. curvas e superficies de Bézier e NURBS) sd@o os mesmos aplicados nas formulagdes dos
métodos numéricos. Deste modo, o erro de geometria existente em métodos numéricos, como
no caso do Método dos Elementos Finitos, desaparece.

Muitos trabalhos relacionados a AIG sdo formulados considerando geometrias definidas
por NURBS e T-Splines (Piegl & Tiller, 1997; Sederberg et al., 2003). Estas representagoes
permitem realizar procedimentos de discretiza¢do semelhante aos refinamentos p e h existen-
tes para elementos finitos, utilizando algoritmos conhecidos no drea da Modelagem Gemétrica.
Outra vantagem € o uso de modelos com continuidade elevada, definindo assim uma nova es-
tratégia de discretizacdo inexistente nas formulagdes cldssicas de elementos finitos, o refina-
mento k£ (Hughes et al., 2005).

Apesar das vantagens de tais abordagens, sua atuacao ainda € limitada quando considerado
o paradigma de Modelagem-Anélise existente no programas de andlise numérica. Os modelado-
res geométricos ndo fornecem as informagdes de entrada que os programas de analise numérica
necessitam. Muitos sistemas CAD utilizam representacdes de fronteira (Mantyla, 1988), onde
apenas o contorno dos modelos € considerado. Assim, existe um problema na obten¢do do
dominio de andlise a partir de seu contorno. Tal problema € conhecido na area de analise
numérica através do Método dos Elementos Finitos e € solucionado com o uso de técnicas de
geracdo de malha.

As técnicas de geracdo de malhas sdo algoritmos capazes de construir malhas de elementos
dado um contorno como entrada (Miranda et al., 1999, 2013). As técnicas de geragao estrutura-
das, como Mapeamento Transfinito (Haber et al., 1981; Miranda & Martha, 1999), constroem
malhas com topologia previamente conhecida.

Diante das dificuldades da geracdo de modelos NURBS e T-Splines a partir de um contorno
fornecido, alguns trabalhos exploraram o uso de Patches de Bézier triangulares para geracao
de modelos isogeométricos(Engvall & Evans, 2016; Jaxon & Qian, 2014). Tais abordagens
utilizam as técnicas classicas de geracdo de malhas ndo estruturadas para obter malhas de alta
ordem com geometria exata.

Neste trabalho € realizada a geracdo de malhas estruturadas compostas por superficies
de Bézier planas dado um contorno definido por quatro curvas NURBS. A técnica utilizada
consiste em um Mapeamento Transfinito adaptado para obten¢do de modelos com geometria
exata. Embora os modelos de superficie NURBS sejam naturalmente estruturados, nao € trivial
a construcdo destes através de curvas de contorno. A técnica proposta € aplicada na solucdo de
dois exemplos numéricos de elasticidade linear, onde sdo utilizados elementos de estado plano
de tensdo com forma dada por superficie de Bézier.

Este artigo estd estruturado da seguinte forma. O Item 2 realiza uma revisao bibliografica
dos conceitos relacionados a Modelagem Geométrica de curvas e superficies que sao utilizados
na técnica proposta. O Item 3 faz uma breve revisao de literatura sobre Mapeamentos Trans-
finitos e apresenta sua utilizacdo para geracao de malhas isogeométricas. O Item 4 descreve
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a formulacdo da AIG utilizada neste trabalho. Item 5 mostra os exemplos numéricos que sao
aplicados a técnica de geracdo de malhas. Por fim, o Item 6 discuti as conclusdes sobre a técnica
proposta e os resultados obtidos no exemplos numéricos.

2 MODELAGEM GEOMETRICA

Uma curva de Bézier de grau d é construida por uma combinag@o linear dos pontos de
controle p;:

d+1

C(t) =) Bip(t) pi (1)
=1
onde B; 4 sdo os polindmios de Bernstein de grau d e t € uma coordenada paramétrica. A Eq. 1
poder ser escrita em formato matricial:
C(t) =b(t) p" )

onde b(t) € um vetor contendo os polindmios de Bernstein e p é um vetor contendo tuplas
(x,y, z) correspondentes aos pontos de controle p;. Os polindmios de Bernstein podem ser
avaliados através da formula recursiva (Piegl & Tiller, 1997):

Bi’d(t) =(1- t)Bi,d,l(t) + tBi,Ld,l(t) 3)
Bi4(t)=0 para i<l e i>d+1, Bji(t)=1
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Figura 1: Polinomios de Bernstein quadraticos e cibicos.

A Figura 1 mostra polindmios de Bernstein de diferentes graus. A primeira derivada dos
polindmios de Bernstein pode ser avaliada por:

d
EBi,d@) = d(Bi—1,4-1(t) — Bia-1(t)) “4)

Os polindomios de Bernstein B, ,, possuem as importantes propriedades:

CILAMCE 2017
Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
R.H. Lopez, L.EF. Miguel, P.O. Farias (Editor), ABMEC, Florianépolis, SC, Brazil, November 5-8, 2017



Geragdo de malhas isogeométricas utilizando mapeamento transfinito

e Independéncia linear;

e Naio-negatividade: B; 4(t) > 0;

e Parti¢do da unidade: > B, 4(t) = 1
i=1

e Simetria: B; 4(t) = By_; 4(1 — t);

e Controle pseudo-local: Se um ponto de controle de uma representacdo de Bézier for
movido, entdo as mudancgas da forma da representacdo ocorrerdo de forma dominante na
vizinhang¢a do ponto movido.

As B-splines sdo uma generalizacdo das curvas de Bézier, capazes de descrever varios
segmentos distintos ao longo da mesma representagcdo paramétrica. Esta caracteristica é obtida
limitando a atuacdo das funcdes base em regides do espaco paramétrico. Estas regides sdao
conhecidas na literatura como knot spans e sao definidas por um vetor de valores paramétricos,
o vetor de knots. Uma curva B-spline € construida por uma combinagdo linear entre os pontos
de controle p; e fungdes de base N; 4(t), como mostra a expressao:

C(t) =Y Niplt)ps 5)
=1

onde n é o nimero de funcdes de base B-splines e d € o grau da curva.

As bases B-splines requerem um vetor de knots, que consiste num conjunto de valores
paramétricos nao-negativos e ndo-decrescentes delimitados ao longo do intervalo paramétrico
[t1, tntp+1) N0 qual a curva foi definida.

Considerando o vetor de knots = = [t1,t2,...,th1pt1], as fungdes de base B-spline sdo
definidas pela férmula recursiva de Cox-de Boor Piegl & Tiller (1997):

17 t; <t< ti-i—l

1(t) 0, caso contrario
t—t; t; —1
Nig(t) = ———N;q1(t) + +d+—1Ni+1,d71(t) (6)
tiva — i Livar1 — tiv1

O nimero de bases n pode ser calculado em fun¢do do tamanho do vetor de knots (ks) e do grau
das bases (d):

n=ks—d-—1

Outra observacao importante € que o nimero de bases nao nulas em cada knot span € sempre
igual a d + 1. Esta propriedade permite que as B-splines sejam avaliadas de forma bastante
eficiente.

Uma curva B-spline pode ser refinado adicionando novos valores knots ou elevando o grau
das fun¢des base sem modificar a geometria final da curva. Os algoritmos utilizados para esta
finalidade sao a Insercdo de Knot e a Elevacdo do Grau (Piegl & Tiller, 1997). Estes algoritmos
podem ser aplicados de forma eficiente a curvas B-spline de qualquer geometria e grau.
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As curvas B-splines podem representar curvas de Bézier caso seja considerado um tnico
knot span e as multiplicidades dos knots deste sejam p + 1:

==10,...,0,1,...,1]

d+1 d+1

De modo geral, uma curva B-spline pode ser representada por um conjunto de curvas de Bézier,
onde cada Bézier representa um knot span na B-spline. O procedimento utilizado para obten¢do
das curvas de Bézier equivalente é conhecido na literatura como Decomposicao de Bézier (Piegl
& Tiller, 1997) ou Extragao de Bézier (Borden et al., 2011).

Uma das desvantagens das curvas de Bézier e B-spline apresentadas anteriormente é que
estas ndo sdo capazes de representar curvas cOnicas, como circunferéncias e elipses, de forma
exata, pois tais curvas nao sdo descritas por fungdes polinomiais. Contudo, esta representacao
€ possivel utilizando fungdes racionais. Para este fim sdo acrescentados pesos aos pontos de
controle da curva. Desta forma, a curva de Bézier passa a ser calculada pela expressao:

d+1
C(t) =Y Riat) pi 7
i=1
onde R; 4(t) sdo as bases de Bézier racionais dadas por:
d+1
Z W; Bz,d(t)
Rig=fr—— ®)

2. w; By y(t)
=1

As curvas B-spline racionais sdo avaliadas de forma andloga. As NURBS (Non-Uniform
Rational B-spline) sdo B-Splines racionais que podem utilizar vetor de knots nao uniformes (os
valores do vetor de knots nao apresentam, necessariamente, variagdo constante). As NURBS sdo
amplamente utilizadas em modelagem computacional, pois oferecem uma forma matematica
capaz de representar tanto modelos mateméticos padrdo (quddricas, cOnicas, superficies de
revolugdo, . ..) como também modelos de forma livre, utilizando a mesma base de dados para
armazenamento de ambos (Piegl, 1991).

Uma maneira alternativa de avaliar as curvas racionais é projetando uma curva nao-racional
no hiperplano definido por w = 1, como ilustrado na Figura 2. As curvas nao racionais sao defi-
nidas no espago R“™*! tratando as coordenadas do problema como Coordenadas Homogéneas,
nas quais os pesos se tornam componente. Considerando dim = 2, os pontos de projecdo (p*)
sdo obtidos em fun¢ao dos pontos projetados (p) por:

Po = (zw,yw,w) €))

onde p = (z,y,w). Por outro lado, os pontos projetados podem ser avaliados através de um
ponto de projecao por:

xw y'LU

woow

onde =¥ e y* sdo as componentes z € y do ponto de projecdo pv.
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~—C"®

origem ; 2

2 2 2 -2

a) Pontos de controle. b) Curva.

Figura 2: Curva NURBS C(t) em R? sendo obtida da projecio de uma curva B-spline C*(t) em R®.

Assim, as curvas de Bézier racional e NURBS podem ser avaliadas escrevendo seus pontos
de controle no espaco de projecdo através da Eq. 9, avaliando o ponto p" pelas equagdes nao
racionais 1 ou 5 (neste caso a componente w também € avaliada), e em seguida projetar este
ponto para o espago projetado através da Eq. 10. Este procedimento também € utilizado para
aplicagdo de algoritmos geométricos (e.g. Subdivisdo e Elevacdo de Grau) em curvas racionais,
mesmo que estes tenham sido definidos inicialmente para curvas ndo racionais. Este mesmo
procedimento sera utilizado na técnica de gera¢ao de malhas proposta neste trabalho.

2.1 Superficies de Bézier racional

Uma superficie de Bézier racional definida por produto tensorial é avaliada pelo produto
de duas fungdes de base univariantes de Bézier racional. Dada uma superficie S definida por
uma matriz de pontos de controle P (d + 1 x ¢ 4 1), uma base de Bézier racional de grau d na
direcdo r e uma base de Bézier racional de grau ¢ na dire¢do s, a superficie € avalida por:

S(r.s)=>_Y R(r,s); Py (11)

i=1 j=1
onde R(r,s) é a fungdo de base racional bivariante dada por:
wij Bia(r) Bjq(s)

W(r,s) ’

W (r, s) é a fungao peso bivariante:

R(T, S)ij = (12)

W(r,s)=> Y ws; By y(r) B; ,(s) (13)

i=1 j=1
As derivadas parciais de W (r, s) sdo expressas por:

2wy By (1) Bjo(s)
"~ (14)
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Assim, as derivadas parciais das fun¢des de base bivariantes sdo calculadas por:

;@L}%”(T ) __QU’4‘4/(Ta5) B]4(r) Bjy(s) = 5:W(r,s) Bia(r) Bjy(s)

or il ) = W) s
—Ryj(r,8) = wy; W(r,s) Bia(r) Bj,(s) = £ W (r,5) Bia(r) Bjy(s)

88 1] ) - 1] WQ(T.? S)

As derivadas parciais sdo necessarias nas formulacdo de elementos isogeométricos bidimensio-
nais. Neste trabalho elas sdo usadas para a montagem da matriz de rigidez do problema.

3 GERACAO DE MALHAS ESTRUTURADAS

Esta se¢do aborda as técnicas de geragio de malha desenvolvidas neste trabalho. E realizada
uma revisdo de literatura sobre a técnica cldssica de mapeamentos transfinitos utilizada para
geracdo de malhas de elementos finitos. A técnica proposta € abordada em seguida.

3.1 Mapeamento Trasnfinito Bilinear

O mapeamento transfinito bilinear (Haber et al., 1981; GONCALVES, 2004) € uma técnica
de geracdo de malhas de superficies. As malhas sdo processadas utilizando uma divisao regular
no espago paramétrico de um patch de Coons (Farin, 2002).

Um patch de Coons é uma superficie paramétrica definida por por quatro curvas de con-
torno paramétricas (ci, co, g1, g2), definidas no intervalo paramétrico [0,1], como ilustrado na
Figura 3. Um patch de Coons M (r, s) é avaliado por:

M(r,s) = (1—=35)ci(r) +sca(r) + (L —7r) gi(s) + 7 ga(s) — (1 —r) s MO1
—rsM1l—r(1—s) M10—(1—7r)(1—s) MOO

(16)

onde M00, M01, M10 e M11 sdo respectivamente os pontos avaliados nas coordenadas pa-
ramétricas (0, 0), (0, 1), (1, 0) e (1, 1). Tais pontos se localizam nos encontros das curvas
paramétricas utilizadas pra gerar a superficie. Uma caracteristica importante dos patches de
Coons € que estes representam de forma exata as curvas de contorno em suas bordas.

0, 1) 1,1

&i(s)

(0,0) (1,0)

)

Figura 3: Exemplo de um patch de Coons.
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a) Geometria da Regido. b) Malha Q4. ¢) Malha Q8.

Figura 4: Exemplo de malhas estruturadas geradas via mapeamento transfinito.

No mapeamento transfinito bilinear € definido uma subdivisao em cada dire¢do paramétrica
(r e s) de modo a gerar uma grade paramétrica. Esta grade é utilizada para definir a topologia
da malha gerada. No caso de elementos quadrilaterais, como os elementos finitos Q4 e QS, os
nos dos elementos sdo definidos no espago paramétrico e mapeados para o espago fisico através
do projetor M (r,s). A Fig. 4 ilustra a técnica sendo utilizada pra gerar malhas de elementos
lineares Q4 e elementos quadraticos QS.

E importante notar esta técnica também pode ser utilizada para geracio de malhas de su-
perficie no espaco tridimensional, porém este trabalho se restringe a sua aplica¢io para geragao
de malhas planas.

3.2 Mapeamento Transfinito na AIG

A maior motivagdo na utilizacdo dos mapeamentos transfinitos no contexto da anélise iso-
geométrica € possibilitar a geracdo de malhas que preservem a geometria do modelo. Neste
trabalho, busca-se a geracdao de malhas planas, portanto as arestas da fronteira devem represen-
tar exatamente as curvas de contorno utilizadas para modelagem da regido (no caso, as curvas
geradoras do patch de Coons). Em elementos finitos, apesar do projetor M (r, s) representar
exatamente os contornos da regido, as fungdes de forma polinomiais dos elementos ndo sdao
capazes de representar o contorno para todos os casos (e.g. curvas conicas como no caso de
furos circulares).

Neste trabalho é considerado que a regido de geracdo da malha é composta por curvas
NURBS. Os requisitos para aplicacdo do mapeamento sdo que cada par de curvas {c;,c2} e
{91, g2} devem possuir mesmo grau e apresentar mesmas componentes paramétricas nos vetores
de knots. Vale ressaltar que tais restrigdes nao representam limitacdo quanto a robustez da
técnica. Por exemplo, se as curvas c; e ¢, apresentam knots e grau diferentes, pode-se utilizar
o algoritmo de Insercao de Knot para compatibilizar os knots e o algoritmo de Elevacao de
Grau para compatibilizar os graus das curvas, sem em nenhum dos casos modificar a geometria
do modelo. A discretizacdo da malha passa a ser dada diretamente pelos vetores de knots das
curvas.

O projetor definido pela Eq. 16 € aplicado no espaco de projecdo das curvas NURBS,
ao invés de ser no espago projetado. Deste modo os pesos das curvas de contorno podem ser
interpolados de modo andlogo ao que € feito para as coordenadas cartesianas.

Os elementos gerados possuem forma descrita por superficie de Bézier, com grau p x ¢
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iguais aos graus presentes nos pares de curvas de contorno, p para ci,cs € ¢ para gi, go. Os
pontos de controle das quinas podem ser determinados diretamente pela Eq. 16, uma vez que
estes sao interpoladores nas superficies de Bézier geradas. Entretanto, 0 mesmo nao se verifica
no caso dos demais pontos de controle da superficie.

Uma estratégia robusta para obtencao destes pontos de controle seria avaliar alguns pontos
pertencentes a superficie de Bézier, montando assim um sistema de equagdes lineares da forma
de:

Bp=p 7)

onde B é uma matriz construida a partir dos polinomios de Bernstein, p s@o os pontos de
controles a determinar e p sao os pontos no espaco fisico avaliados pela Eq. 16.

A avaliacdo de pontos de controle pertencentes as arestas dos elementos podem ser reali-
zadas de forma mais eficiente. Na regido paramétrica que define as arestas dos elementos, as
curvas de contorno do patch de Coons podem ser representadas por curvas de Bézier, pois esta
regido representa um knot span em um dos pares de curvas de contorno, como ilustrado na Fi-
gura 5. As arestas superiores e inferiores dos elementos sdo definidas no knot span [r;, r¢| das
curvas c; e ¢, € para uma coordenda s fixa. De mesmo modo ocorre para as arestas a direta e
a esquerda, que sdo definidas no knot span [s;, s¢] das curvas g; e go. Logo, tais curvas podem
ser escrita por uma curva de Bézier equivalente, utilizando o processo de extragdo de Bézier.
Assim, pode-se demonstrar que ao longo das arestas dos elementos, a Eq. 16 pode ser escrita
como a equacdo de uma curva de Bézier (Eq. 1).

i(s)
&(s)

()
Figura 5: Pontos de controle das curvas de Bézier de cada curva de contorno, identificacdo das arestas e

coordenadas paramétricas definidas para um elemento isogeométrico gerado por mapeamento transfinito
isogemétrico.

Considere a aresta superior de uma elemento isogeométrico situado entre os knots r; € ry,
s; € sy. A equacdo da aresta € obtida pela Eq. 16, fazendo s = sy:

M(r) = (1=sg)car) +spcalr) + (L =7) gi(sg) + 7 g2(sy) = (1 —7) sy MO1
—r sy M11 —7r (1 —s7) M10— (1 —r) (1 —sp) MOO
A equagdo pode ser escrita de forma mais compacta por:

M(r) = (1 = sy) ex(r) + s5 ca(r) + a(r) (18)
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onde ¢;(r) representa uma reta data por:
a(r)=rp, +q, (19)
com
P, = g2(s7) —g1(sy) + (1 — s¢) MOO + sy MOL — sy M11 — (1 — s¢) M10 (20)
q, =g1(sy) — (1 —sp) MO0 — sy MO1 (21)

A reta dada por ¢;(r) pode ser representada por uma curva de Bézier linear, com pontos de
controle extremos definidos por ¢;(r;) e ¢;(r). Esta reta pode ser representada com grau p e
com pontos de controle pg utilizando o algoritmo de Elevacao de Grau. Neste caso, os pontos
de controle do interior da reta sdo obtidos interpolando os pontos de controle da extremidade,
de forma equidistante. Deste modo, a reta ¢;(r) pode ser escrita como:

a(t) = by(t) ps (22)

Como explicado anteriormente, as equagdes ¢;(r) e cz(r) podem ser representadas por
curvas de Bézier de grau p. Logo a Eq. 18 pode ser escrita como:

M(r) = M(t) = (1 = s7) bp(t) p1 + 57 by(t) P2 + by(t) s (23)

Onde p; e p2 s@o os pontos de controle das curvas de Bézier que representam, respectivamente,
as curvas ¢;(r) e co(r) no knot span [r;,rs]. Como as fungdes de base sdo iguais, pode-se
agrupar os pontos de controle:

M(t) =b(t) (1 = s5) P1+ 57 P2+ P3) 24)

Portanto, as arestas dos elementos quadrilaterais na dire¢do r consistem em curvas de Bézier de
grau p, onde seus pontos de controle sdo definidos por:

pr = ((1 —s¢) p1 + s P2 + P3) (25)

Os pontos de controle da aresta inferior € sdo obtidos de forma andloga, utilizando s; ao invez
de s f-

No caso da aresta a direita, a equagao desta € obtida substituindo = r na Eq. 16:

M(s) = (L =) g1(s) + 75 ga(s) + gu(s) (26)

onde ¢;(s) representa uma reta data por:

gi(s) = s P, + 7, 27)
com

P, =co(ry) —ca(ry) + (L —rp) MOO+ 7y M10 —ry M11 — (1 —1ry) MO1 (28)

a4 = 91(ry) = (L —ry) MO0 —ry MO1 (29)
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Os pontos de controle da curva de Bézier resultante sdo obtidos de forma semelhante ao de-
monstrado anteriormente para o caso da aresta superior:

pPs = ((1 —s¢) qi + s7 q2 +q3) (30)

Finalmente, os pontos de controle da aresta a esquerda € obtido de forma andloga fazendo
r=r;.

A estratégia descrita para encontrar os pontos de controle das arestas dos elementos ndo
pode ser utilizada para os pontos de controle internos. Neste caso sdo avaliados, pelo Patch de
Coons, um nimero de pontos necessario para montar um sistema de equagoes lineares, de forma
semelhante ao discutido para aplicacdo da Eq. 17. Neste caso, as contribui¢des dos pontos de
controle ja determinados sao subtraidas dos pontos avaliados, resultando no seguinte sistema:

Bint Pint = Pcoons — Bext Pext (31)

onde B;,; € uma matriz formada pelas bases bivariadas dos pontos de controle internos, p;,;
sdo os pontos de controle internos a determinar, p.yons Sa0 0s pontos avaliados pelo Patch de
Coons no interior do elemento, B.,; € uma matriz formada pelas bases bivariadas dos pontos
de controle externos e p.;; sao 0s pontos de controle externo.

As coordenadas paramétricas dos pontos avaliados no interior dos elemento sdo escolhidas
de forma equidistante. Por exemplo, no caso de uma problema com p = g = 2, existird 1 ponto
de controle interno que serd avaliado pela Eq. 16 utilizando as coordenadas locais do patch de
Bézier {75, Sioc} = {0.5,0.5}. De modo geral, as coordenadas em rela¢do ao Patch de Coons
sdo encontradas por:

r=7ri+(rf —7i) Tioc 32)

s=8;+ (55 — 5i) Sioc

Vale ressaltar que tal estratégia de escolha dos pontos internos maximiza o valor das funcdes de
base dos pontos de controle internos. Neste trabalho, o sistema de equacdes apresentado na Eq.
31 € solucionado utilizando a técnica de decomposi¢ao LU.

4 ANALISE ISOGEOMETRICA

A Anilise Isogeométrica (AIG) utiliza a mesma ideia da formulacdo isoparamétrica do
MEF, mas neste caso a sequéncia € invertida: os deslocamentos no interior do sélido sdo
aproximados utilizando as mesmas funcdes utilizadas para definir a geometria. Desta forma,
consegue-se representar de forma exata a geometria do modelo mantendo a garantia de con-
vergéncia para a solu¢ao do problema.

Utilizando os conceitos de modelagem geométrica discutidos no Item 2, a geometria do
modelo € escrita como:

xziRaxaa yziRaya (33)
a=1 a=1
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onde np é o nimero de pontos de controle que definem a geometria do modelo, R, sdo as
funcgdes base utilizadas e z,, y, s@o as coordenadas dos pontos de controle. Neste trabalho, as
fungdes base utilizadas sao Bézier racionais bivariadas, discutidas no Item 2.1.

Na Anélise Isogeométrica, os deslocamentos no interior do modelo (u, v, w) sdo aproxima-
dos com as mesmas funcdes base utilizadas para descrever a geometria do sélido:

u:iRaua, UziRava (34)
a=1 a=1

onde u,, v, sdo os deslocamentos dos pontos de controle. Estas equacdes podem ser escritas de
forma matricial como

U Y 'R, O Ug P
0= :Z :ZNaua:Nu (35)
v =1 | 0 R, Vg a=1

onde u é o vetor dos graus de liberdade do problema (i.e. deslocamentos dos pontos de controle)
e a matriz N € dada por

N=|N, Ny .. N (36)

Desta forma, a matriz de aproximag¢do dos deslocamentos N € formada por uma série de sub-
matrizes correspondentes a cada ponto de controle.

E importante notar que diferente do MEF, os pontos de controle néo pertencem ao sélido e
seus deslocamentos nao possuem um sentido fisico claro, como ocorrem com os deslocamentos
nodais, que correspondem aos deslocamentos de pontos do s6lido. Desta forma, a AIG tem
caracteristicas similares as do Método de Rayleigh-Ritz.

Um aspecto importante da AIG € que embora a geometria possa ser descrita exatamente uti-
lizando poucos pontos de controle, a obtencao de resultados precisos na andlise requer que um
nimero adequado de graus de liberdade seja considerado. Assim, o ndmero de pontos de con-
trole minimo a ser utilizado € ditado pela geometria do problema, mas o nimero efetivamente
utilizado depende da precisao requerida da anélise.

4.1 Deformacoes

Considerando que os deslocamentos sao pequenos e que € assumido um modelo de estado
plano de tensdes, as deformacdes podem ser calculadas como

Ex U o Ra T 0 0
k) np k) uz
e=|c | =| v, |=D |0 Ry 0 =Bu (37)
a=1 (4
Yoy Uy + Vg R,y Raqp O

E importante notar que a matriz deformaco-deslocamento (B) tem o mesmo padrio da matriz
N mostrada na Eq. (36).

As fungdes base R, sdo definidas em fun¢ao das coordenadas paramétricas (r, s), mas para
calcular a matriz deformacao-deslocamento € necessario calcular as derivadas destas fungdes
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em relacdo as coordenadas cartesianas (x,y). Assim, como na formulacdo isoparamétrica do
MEF (Cook et al., 2002), na AIG estas derivadas podem ser calculadas utilizando a matriz
Jacobiana (J):

1 Z Ra,r Lq Z Ra,r Ya _ Jfl ) (38)

- D Racta Y Raste - Ry Ra.s

4.2 Equacoes de Equilibrio

=

a,r

As equagdes de equilibrio do sélido na AIG podem ser obtidas a partir do Principio dos
Trabalhos Virtuais (PTV). De acordo com o PTV, o equilibrio ocorre quando o trabalho virtual
interno (6U) € igual ao trabalho virtual externo (0W,,.), qualquer que seja o campo de desloca-
mentos virtuais 1, desde que este seja pequeno e obedeca as condi¢cdes de contorno essenciais
do problema (Cook et al., 2002). Matematicamente:

U =W,y = /6eTadV:/6ﬁdeV—|—/5ﬁquS+Z§ﬁerj (39)
1% 14 S

onde de € o vetor de deformagdes virtuais, o € o vetor das tensdes, b sdo as forcas de corpo, q
sdo as forcas de superficie e F'; sdo as cargas concentradas atuantes no corpo.

Utilizando a Eq. (37) e considerando apenas pequenos deslocamentos, as deformacgdes
virtuais sdo dadas por:

0e = Bdu (40)
Assim, o trabalho virtual interno pode ser escrito como:
U = / selo dV = sul / BlodV = dulg 41)
1% 1%
onde o vetor das forcas internas da estrutura (g) é dado por

g = / Bl o dV (42)
1%

Utilizando a Eq. (36), o trabalho virtual externo pode ser escrito como:

(5W€xt = 511T/

N'bdV + su” / N7 qdS + ou” Z N;,"F; = su’f (43)
\% S

Portanto, o vetor das cargas externas (f) é dado por
f:/NdeVJr/NquSJrZNjTFj (44)
1% S

Nesta expressado, a matriz IN; corresponde a matriz N da Eq. (36) avaliada no ponto de aplicagio
da forga j.
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As equagdes de equilibrio do modelo discreto s@o obtidas substituindo as Eq. (41) e (43)
na expressao do trabalho virtual:

U = Weyy = Ou'g=ou’f (45)

Como os deslocamentos virtuais du sdo arbitrarios, as equacdes de equilibrio da AIG sdo dadas
por

g="f (46)

Neste trabalho, considera-se que o material tem um comportamento eldstico linear:
o=0Ce 47)

onde C € a matriz constitutiva eldstica. No caso de materiais lineares, esta matriz é constante
e depende apenas das propriedades do material. Substituindo a relacdo tensdo-deformacio a
expressao do vetor de forcas internas e utilizando a Eq. (37) , pode-se escrever:

g:/BTadV:/BTCedV:/BTCBqu:Ku (48)
14 14 |4

onde a matriz de rigidez da estrutura é dada por:
K= / B'CBaV (49)
v

Finalmente, substituindo a relacio g = Ku na Eq. (46), podemos escrever as equagdes de
equilibrio como:

Ku=f (50)

A solugdo da Eq. (50) permite a determinacdo dos graus de liberdade do problema (u),
que correspondem aos deslocamentos dos pontos de controle do modelo. Apds o cédlculo do
vetor de deslocamentos u, as deformacdes sdo calculadas utilizando a Eq. (37) e as tensdes sao
calculadas utilizando a Eq. (47), completando a solucdo do problema de andlise de tensdes em
sOlidos.

A formulacio isogeométrica apresentada foi implementada no software académico de Ele-
mentos Finitos FAST (Barroso, 2015), desenvolvido em linguagem de programacao C++ e uti-
lizando o paradigma de Programacdo Orientada a Objetos (POO).

5 Exemplos Numéricos

Neste secdo sdo apresentados dois exemplos numéricos de elasticidade linear para mostrar
a utilizacdo da técnica e aplica¢do das malhas geradas por esta.
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5.1 Cilindro espesso submetido a pressao interna

Este exemplo trata da andlise de um cilindro espesso submetido a pressdo interna, conside-
rando modelo de estado plano de tensdes. A Figura 6 mostra os dados utilizados no exemplo.

Figura 6: Descricao do Exemplo 5.1.

R=020m |
R~=035m >
¢t =1.00m |
E = 10° N/m?
v =02

p =10N/m

|
|
Tf//
re7

Fonte: Elaborada pelo autor.

A solucgdo analitica deste problema (Solucdo de Lamé) é dada em coordenadas polares por:

l—v R? l+v R!R?
u(r) = ( 7 _RZT—I- E (- R2>r>p r € [R;, R.] (51)
R? —r*) R?
op(r) =—p ERQ _ R2)) r2 (52)
R? +r?) R?
oo(r) = —p ERQ _ RQ)) r2 (53)

onde u(r) é o deslocamento radial, R; é o raio interno do cilindro, R, é o raio externo do
cilindro, o, € a tensdo radial e oy € a tensdo circunferencial.

O problema € solucionado através de uma Analise Isogeométrica utilizando elementos de
superficie de Bézier. A Figura 7 mostra os pontos de controle utilizados nas curvas de contorno
para realizar a modelagem o problema, considerando grau quadratico para todas as curvas. A
Tabela 1 especifica as coordenadas e pesos dos pontos de controle do modelo.

Pi P1 P2 | o P4 Ps Ps p7 | o

x 0.000 0.200 0.200 0.275 0.350 0.350 0.000 0.000
Y 0.200 0.200 0.000 0.000 0.000 0.350 0.350 0.275
w  1.00000 0.70711 1.00000 1.00000 1.00000 0.70710 1.00000 1.00000

Tabela 1: Coordenadas e pesos dos pontos de controle mostrados na Figura .

Foram geradas malhas através da técnica abordada neste trabalho, utilizando uma estratégia
de refinamento h e p. Vale ressaltar que tais estratégias sdo realizadas aplicando os algoritmos
de Inserc@o de Knot e Elevacdo de Grau nas curvas de contorno da regido.
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Ps

P;
= @
p

Figura 7: Pontos de controle das curvas de contorno do Exemplo 5.1.

5

No refinamento A, é atribuido uma subdivisdo igual para todas as curvas, dobrando o
numero de divisdes em cada etapa do refinamento. A Figura 8 ilustra as malhas 1-4 para o
caso do refinamento 4. No refinamento p, o grau dos elemento gerados no contorno inicial €
elevado em 1 em cada etapa do refinamento. A Figura 9 ilustra as malhas 1-4 geradas para o
caso do refinamento p.

Figura 8: Malhas utilizadas ao longo do refinamento /2, no Exemplo 5.1.

Figura 9: Malhas utilizadas ao longo do refinamento p, no Exemplo 5.1.

A integracdo numérica foi realizada considerando quadratura de Gauss completa. Neste
trabalho, a quadratura completa é aquela capaz de integrar exatamente o polindmio de maior
grau que aparece na matriz de rigidez de um elemento ndo distorcido (jacobiano constante).
Vale lembrar que as superficies de Bézier utilizadas sdo racionais, logo ndo € garantido que
uma quadratura completa seja suficiente para uma integracao exata.

As Figuras 10 e 11 mostra os resultados obtidos para o deslocamento radial, tensdo cir-
cunferencial e tensdo radial, avaliados para » = 0.2, onde ocorrem os valores maximos. Os
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valores mostrados s@o a razdo entre o valor numérico obtido e o valor da solu¢do andlitica. Os
resultados sao relacionados com os graus de liberdade (gls) de cada malha. Todas as respostas
convergiram para solucdo exata do problema com a discretizacdo do modelo. As respostas de
deslocamento radial e tensdo circuferencial apresentaram maior facilidade para convergéncia.

0,95

0,995

un / uu

0,985} \ ]

\\ ‘;’J —e—  refinamento-h 1.2 —e—  refinamento-h b
. —e—  refinamento-p | | —e—  refinamento-p
0,98 o R 125 R R
10 100 1000 10 100 1000
gls gls
a) Deslocamento radial. b) Tensao circunferencial.

Figura 10: Resultados obtidos no Exemplo 6.

0,9

06 —e— refinamento-h | |
—e—  refinamento-p

0.5 —_— —_—
10 100 1000

gls

Figura 11: Resultados referentes a tensao radial obtida no Exemplo 6.

5.2 Membrana Eliptica submetida a pressao interna

Este exemplo numérico consiste em uma membrana com formato eliptico, submetido uma
carga de tragdo perpendicular a curva. Este exemplo faz parte de uma colecdo de benchmarks
apresentado em Davies et al. (1993). A Figura 12 mostra os dados utilizados no exemplo.
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—oN O

x 10*

o<y~
0= —

Figura 12: Descricao do Exemplo 5.2.

A Figura 13 mostra os pontos de controle utilizados nas curvas de contorno do exemplo,
de mesmo modo como foi feito para o exemplo anterior. A Tabela 2 especifica as coordenadas
e pesos dos pontos de controle do modelo.

P7 Ps

Ps

Figura 13: Pontos de controle das curvas de contorno do Exemplo 5.2.

Pi P1 P2 b3 P4 Ps Ps p7 | o

x 0.000 2.000 2.000 2.625 3.250 3.250 0.000 0.000
1.000 1.000 0.000 0.000 0.000 2.750 2.750 1.875
w  1.00000 0.70711 1.00000 1.00000 1.00000 0.70710 1.00000 1.00000

<

Tabela 2: Coordenadas e pesos dos pontos de controle mostrados na Figura 5.2.

Neste exemplo foi utilizada uma estrategia de refinamento /p. Inicialmente, tem-se um
modelo quadritico com os dois pares de curvas nao divididas, resultando em uma malha com
apenas 1 elemento. Em cada etapa do refinamento € dobrado o niimero de divisdes das curvas e
elevado o grau destas em 1. A Figura 14 mostra as malhas geradas.

Os resultados para tensio o, no ponto ps sdo apresentados na Figura 15. Os resultados
sdo comparados com a solucdo numérica apresentada em Davies et al. (1993), onde o, = 90.7.
A solucao numérica converge rapidamente para a solucao de referéncia.
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04 g

02 B!

—o—  refinamento-hp

0 L L
10 100 1000

gls

Figura 15: Resultados obtidos no Exemplo 12 utilizando refinamento hp.

6 Conclusao

Este trabalho abordou o uso da técnica de Mapeamento Transfinito aplicada a modelos bidi-
mensionais isogeométricos. A técnica foi adaptada de modo a gerar elementos isogeométricos
com forma dada por superficie de Bézier. Dois problemas de elasticidade linear foram soluci-
onados utilizando as malhas geradas pela técnica, onde foram realizados refinamentos p, h e
hp. Em todos os casos foram obtidos excelentes respostas nos exemplos analisados, mostrando
que uma correta implementagao da técnica proposta foi realizada e que esta gera malhas de boa
qualidade.
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