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Abstract. The Boundary Element Method (BEM) is currently one of the most important
numerical solution techniques for the treatment of physical problems, whose mathematical
models are driven by partial differential equations. Its basic principle is to present an
approximate solution of the proposed problem through the exclusive discretization in the
physical contour involved, transforming the differential equations that are valid for each
domain of the problem into integral boundary equations. When it is not possible to take into
account all the terms of the governing equation, terms not considered in obtaining the
fundamental solution will produce domain integrals that will preferably be transformed into
boundary integrals. An alternative is to replace the effects of the integral domain to the
boundary using the Dual Reciprocity Method (DRM). Here, it is proposed to presenta MATLAB
program to compute temperature and flow for Potential problems via BEM / DRM. To validate
the implemented program an example will be shown corroborating with the accuracy and
efficiency of the analysis.
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1 INTRODUCAO

O Método de Elementos de contorno (MEC) surgiu nos anos 1960 sobre as classicas
integrais de contorno para problemas de potencial e de avaliacdo de tensdo e é na atualidade
uma das principais técnicas e solucdo direcionando ao tratamento de problemas fisicos, cujos
modelos matematicas sdo orientadas por equacgdes diferencias parciais e tem sido usado em
problemas diversos como placas, cascas, mecanica dos solos, mecanica da fratura, potencial,
acustica, dentre outros. O MEC é um bem estabelecido método numérico, cuja principal
caracteristica é a reducdo na dimensédo do problema (BREBBIA e DOMINGUEZ 1989).

Vaérios problemas no ramo da engenharia podem ser representados pela teoria de potencial
regida pela equacdo de Laplace, em que € um caso particular da equacao de Poisson, na qual o
termo de dominio possui valor nulo. Assim uma das dificuldades encontrada pelos
pesquisadores do MEC era a extensdo da técnica a problemas de natureza ndo linear ou de
dependéncia do tempo (GOMES, 2016). Em trabalhos iniciais com MEC, integrais de dominio
foram resolvidas usando células internas (Telles,1981). Para esse tipo de problema, era
necessario discretizar o dominio em uma serie de células avaliando a integral de dominio da
formulacdo do método pela aplicacdo da solucdo fundamental, tais como termos néo
homogeneos. Essa técnica requeria um nimero maior de dados para realizar o problema com
uma complexidade de operacfes envolvidas, o que a torna pouco atrativa. Com sentido no
tratamento das integrais de contorno, surgiram varios métodos apresentado por alguns autores,
dentre os quais podemos citar: Método da reciprocidade multipla, Técnica do Tensor de
Galerkin, Expans6es de Fourier, Método de Monte Carlo, Integracdo Analitica e Método da
Reciprocidade Dual (MRD).

O Método de Reciprocidade Dual foi proposto por Nardine e Brebbia em 1982 e um livro
coletando aplicacdes por Partridge et al. em 1992. Esse método é o que mais alcangou sucesso
entre as técnicas existentes para tratar das integrais de dominio. O MRD é uma técnica que
transforma integral de dominio ao contorno e é utilizado onde ndo existe uma solucédo
fundamental para o problema completo. O método também pode ser aplicado para construir
solugdes particulares para tratar termos ndo lineares, juntando a condi¢des de contorno.

Neste artigo propde apresentar um programa que foi desenvolvido através do MATLAB
por possuir uma linguagem simples. O programa permite gerar um arquivo com todos o0s dados
de temperatura e fluxo via MEC/MRD a ser analisado. Para validar o programa implementado
um exemplo baseado em Partridge et al (1992) serd mostrado.

O conteudo deste trabalho esta organizado nas seguintes secOes: se¢do 2 aborda a
formulacdo via MEC/MRD; a implementacdo computacional, organizacdo do cddigo séo
apresentados na sessdo 3; e um exemplo para atestar a validagdo do programa
BEMPOTENCIAL, para gerar os resultados de temperatura e fluxo sdo apresentadas na se¢édo
4; por fim, a conclusdo na secao 5.
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2 REFERENCIAL TEORICO

O MEC consiste basicamente na transformacdo da equacéo diferencial que governa o
problema em uma equacdo integral. A superficie externa é dividida em uma série de elementos,
cujas fungdes consideradas podem variar de diversas maneiras. Assim, as integrais no contorno
sdo aproximadas por integracOes efetuadas em cada elemento. Estas integrais geram
coeficientes de importancia entre os diversos elementos criando um sistema de equacgdo que
relacionam potencias e fluxos em todos os elementos que aproximam o contorno. A formulacéo
do MEC, de forma geral, pode ser obtida empregando a técnica de residuos ponderados. Muitos
séo os trabalhos que tratam do problema de potencial via MEC, destacando, Brebbia e Nardine
(1982), Brebbia e Dominguez (1992) e Hess e Smith (1967).

2.1  Equacdo de Laplace

A equacdo de Laplace serve como base para o progresso inicial do MEC aplicados a
problemas de potencial. O primeiro passo para a deducdo do integral de contorno é a escolha
do método que vai ser empregado. Dentre esses métodos podem ser citados o método dos
residuos ponderados, o teorema de Betti, a identidade de Green e os principios dos trabalhos
virtuais. Neste artigo o método empregado é o método dos residuos ponderados. E fundamental
destacar que os elementos de contorno lineares e constates foram primeiramente produzidos
por BREBBIA (1989).

2.1.1 Relag6es bésicas:
Seja uma fungdo potencial “u” no dominio €2, na qual corresponde a equacao empregada:
VZu=0 em Q. )

Decorrentes das seguintes condi¢Ges de contorno:

1) Condicao de contorno “essencial” u=u determinado em I
AN (13 2 a [— H
2) Condigdo de contorno “ natural” q= ﬁ—q determinado em I,

A combinacéo das condi¢des de contorno mostrada acima sera mais complexa, como por
exemplo:
aut+pg=y (2)

onde: a,B,y sdo parametros conhecidos e podem simplesmente introduzido conforme Brebbia
et al (1984).

Os erros introduzidos nas equacdes acima, se exato (porém um- valor conhecido) de u e q
for alterado pela solugédo aproximada, pode ser minimizada por intermédio da ponderacéo dos
residuo. Sendo R o residuo, pode se escrever em geral que:

R=VZu#0emQ
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Ri=u-u #0em [}
R,=q-q #0emT,

Os residuos mostrado acima fica assim determinado:

2., ,% _ — * — *
Jo VPu dQ—fFZ(q — q)u*dr -frl(u—u)q dr (3)
O proposito deste procedimento € para forcar os residuos a zero em um sentido médio.
Integrando por partes 2 vezes o termo da esquerda, obtém-se:
Jo (PPuudQ=— frz qu*dlr - frl qu* dr +fr2 ug*dr + frl wq*dr 4)

Essa equacdo é o ponto de partida para a aplicacdo do MEC e se aplica apenas no contorno
e ndo é utilizada como solucdo de problemas. Essa equacdo produz uma matriz singular que
ndo permite que seja calculada a solu¢do em pontos internos que € indispensavel em alguns
casos. O que fazemos normalmente é escolher uma “ solugdo fundamental” para a equagdo
governante para impedir os problemas citados.

2.1.2 Solugdo fundamental

Aplicado em um dado ponto i, a solucdo fundamental é a solucdo para a equacao
governante no dominio infinito com potencial unitario. Segue a equacao:

V2u* + A;=0 (5)

onde: A; representa a funcéo delta de Dirac que caracteriza um potencial unitario atuando no

(13421

ponto “1°.

A integral de uma funcdo de Dirac multiplicada por qualquer outra funcéo é igual ao valor
deste ultimo ponto “i”. Ent&o:

Jo u(VPu)dQ= [ u(-4A)dQ= —u, (6)
A equacéo (4) pode ser escrita como:
u; + frz uq*dr +f1"1 uq dr = fl‘z qu* dr +fF1 qu* dr (7)

onde ¢ valida em todo ponto em Q.

Assim sabe-se para 0 caso isotropicos bidimensionais a solucao fundamental é

u* =—In() ®)
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E para meios tridimensionais a solucdo fundamental é dada pela equacéo:

Ut = — (9)

onde r € a distancia do ponto de aplicacdo da carga até o ponto considerado.

2.1.3 Equacéo integral de contorno

A equacdo (6) é valida a qualquer ponto do dominio. Para levantar o problema como uma
técnica de contorno é necessario limitar a equacdo somente para os pontos do contorno, onde
fica assim definida:

w + [ ugtdr=[. waqdr (10)

Por apresentar uma baixa ordem de singularidade, as integrais do tipo exposto no lado
direito da equacdo (10) sdo faceis de analisar, portanto ndo hd mudanca significativa.
Analisando o lado esquerdo da integral percebe-se que ela se comporta de uma forma diferente.
Temos ao redor de I, 0 seguinte resultado.

lsi_r)ré {frg uq* dl"} = lsi_r:r(l) {— frg g — dl"} = lim {—u Ziz} —%ui (11)

4me? €50

Eles produzem o que é chamado de termo livre. O mesmo ocorre para 0s problemas
bidimensionais onde o lado direito da integral ao redor de I, é identicamente igual a zero e 0
lado esquerdo fica:

lEi_r)ré {frl qu* dF} =(l€i_r)r6 {— frl u %dl“} = (lgi_r)ré {—u:—;} = —%ui (12)

Utilizando (11) e (12) pode se escrever a seguinte expressao para 0s problemas bi e
tridimensionais.

1 * — *
Eui+fr ug dl' = [, u"qdr (13)

2.1.4 O Método de Elementos de Contorno para Equacéao de Laplace

A equacdo (13) pode ser discretizada para encontrar o sistema de equacgdes de que 0S
valores de contorno sdo capazes de ser achados. Assim, para elementos constantes considerados
aqui o contorno 7" é suposto ser dividido em N elementos, I;=1,2,3,....N, temos:

F=Z?’:1 I; (14)
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[Pl

Os valores das variaveis “u” e “q” sdo constates para cada elemento e igual ao valor no
meio do no.

A equacéo (13) pode ser discretizada para cada n6 “i”” antes de colocar qualquer condi¢do
de contorno, portanto a equacéo assume a forma:

1 * —_— *
S+ Py fr,- ug*dlr =3, q; frj u*qdr (15)

Ha dois tipos de integrais a serem admitidas sobre os elementos para montar uma equacao

66 9 ¢ 9

que relaciona “u” e “q”, que segue:

frj q dr e fr,- u*dr (16)

31
1

Essas integrais relacionam o né “i” onde a solu¢do fundamental esta atuando com o outro
L1344

no “j”. Assim essas integrais serdo chamadas de H_U e G_U, isto é:

H_szl.j q;*dr e G_U:frj w;*dIr (17)

onde i: fonte unitaria no contorno, e j: indice associado ao n6 do elemento que estd sendo
integrado.

Aplicando uma fonte ou uma carga unitéria “i”, calcula-se H;; e G;;. Logo para um ponto
particular “i”” pode-se escrever:

1 [R— JRN—
Eui + Z?Izl Hl]uj = ?Izl Gl]Qj (18)

2.15 Montagem da matriz H;;j € G;

Admitindo que a fonte unitéria é aplicada em cada um dos ndés funcionais do contorno e
que a posigao de “i” pode variar de 1 a N, vemos que a solucao fundamental esta sendo aplicada
em cada um dos nds sucessivamente e chega-se a um sistema de N equacgdes resultantes da
aplicacdo da equacdo (18) a cada um dos pontos em volta do contorno.

1 —_— R
E Zévzlui +Z§V=1 Z?’:l Hljui = Zliv=1 Z;yzl GUQi (19)

C‘i” [13%2] [13%4]

Em um determinado momento serd igual a “4”, pois o valor do indice ““j” passara por
todo o contorno, a partir do indice “i” fixado. Esse indice percorre todo o contorno em N
elementos. Portanto, podemos escrever:

- 1
o1 (Hii + g) w; =Xils Gii i (20)
Chamando de:

1

Hii= Hll + 2

para i=j (21)
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E para indices diferentes i # j, temos:

Assim a equacdo (18) pode ser escrita como:

Z?’=1 H_qu = Z?’=1 G_UCIj (23)

Esta série de equacdes pode ser escrita na forma matricial como:

HU=GQ (24)
onde H e sdo duas matrizes NxN e U e Q sdo vetores de tamanho N.

Observando que N; valores de u e N, valores de g sé&o conhecidas em I; e I,
respectivamente (I'=I; + I;), entdo existem somente N valores desconhecidos no sistema de
equacOes (24). Para estabelecer essas condi¢es de contorno temos de rearranjar o sistema
movendo as colunas de H e G de um lado ao outro. Uma vez que todos os valores desconhecidos
sdo passados para o lado esquerdo, podemos escrever:

Ax=y (25)

No qual x é um vetor de valores nodais nos potenciais u e dos fluxos q desconhecidos no
contorno e y é encontrado pela multiplicacdo da coluna correspondente da matriz resultante do
rearranjo das colunas de H e G pelos valores conhecidos ou prescritos de u’s ou q’s resultante
do rearranjo das linhas de U e Q.

Agora pode ser resolvida a equagdo (25) e todos os valores de contorno sdo entdo
conhecidos. Uma vez que isto € realizado, é possivel calcular qualquer valor interno de u de
suas derivadas. Os valores de u’s s@o calculados em qualquer ponto interno “i”, 0 qual pode ser
escrita como:

w=[. qu'dl'— [, uq*dl (26)

Observe que agora a solu¢ao fundamental € considerada ser ativo sobre o ponto interno “1”
e que todos os valores de u e q ja sdo conhecidos. O processo é entdo de integracao.

A mesma discretizacao é utilizada para integrais de contorno, isto é:

w= Y01 Giq; — X Hy (27)

os coeficientes G;; e H;; foram calculados novamente para cada diferente ponto interno.
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Os valores dos fluxos internos nas duas diregdes x; € x, , gy, = ;7” € qx, = 5, 540
1 2
calculados efetuando-se as derivadas em (26), isto é:
= () - o _ o4
(Qx1)i_ (6x1)i_ frl q (6x1) ar Y (6x1) ar 28)

= (2% = owl — o4
(qXZ)l_ (axZ)l_ frl q (6x2) d F I u (6x2) d F
Observando que as derivadas sao efetuadas somente sobre a solu¢bes fundamentais u* e

q" conforme estamos calculando as variagdes de fluxo ao redor do ponto “i”.

2.2 Equacéao de Poisson

Integrais de dominio em elementos de contorno podem surgir devido a uma variedade de
efeitos, tais como as forcas de corpo, estados iniciais, termos ndo lineares, entre outros. A
equacao de Poisson possui varias aplicacdes dentro da teoria de potencial como por exemplo o
problema de torgéo, condugdo do calor, movimento de fluidos, processo de difuséo entre outros,
ou seja, uma equacdo muito importante na analise de engenharia.

2.2.1 Relacbes béasicas
Considera-se uma fungao “u”, a qual satisfaz a equacdo de Poisson:

VZu=b emQ (29)
onde b é considerado uma funcéo conhecida.

De maneira similar feito para equacgéo de Laplace feito na secdo, aplicando a formulacéo
do Método dos Residuos Ponderados para deduzir as equacdes integrais basicas, temos:

fQ (V2u —b)u*dQ = frl (q—qu*dar — frz (u—1u)q*dr (30)
que fazendo duas integracGes por partes a partir da equacéo (30), obtém-se:
Jo VPu)udQ— [ budQ= _frz qudr — frl qudr +fr2 uq*dl + frl uq*dr (31)

E uma importante equacio, pois é o ponto de partida para a aplicagdo do método dos
elementos de contorno.

Utilizando a solucdo fundamental originalmente usada para a equacdo de Laplace, e
agrupando todos os termos do contorno, obtém-se:

cug + [ ug*dlr + [ bu'dQ = [ qu'dl (32)
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Embora a funcdo b € conhecida a integral em Q nao introduz quaisquer novas incognitas,
o problema mudou na caracteristica e agora precisamos efetuar uma integral de dominio, bem
como as integrais de contorno. A constante c; depende apenas da geometria do contorno no
ponto i em consideracao.

2.3 METODO DE RECIPROCIDADE DUAL

O MEC ndo tem capacidade de simular problemas onde o termo b apresentado na equagéo
de Poisson ndo seja nulo. Para mudar esse problema Brebbia e Nardini (1982) desenvolveram
0 Método de Reciprocidade. Esse método é usado para levar integrais de dominio ao contorno
e transformando-a em uma equacédo integral somente com termos do contorno. Nas sec¢oes
seguintes apresentaremos a formulacdo do MRD para o caso de potencial.

2.3.1 Desenvolvimento matematico de MRD para a Equacéo de Poisson
Considere a equacdo V2u = b onde o potencial u pode ser escrito como:
u="1a-+il (33)

onde 7 € a solucdo homogénea e 4 € a solucdo particular da equacdo. Desse modo é valido
mostrar:

Vi = b (34)

Assim a integral de dominio fica:

* _ 2 *
Jo buwrdQ = [ (V*R)u"dQ (35)
Integrando por partes e considerando a solu¢do fundamental, obtém-se o resultado:
* — 255)q,* — ~ 2.4, % * A PEPN _
Jo bwdQ = [ (A*D)u'dQ= [, a ((A*u)dQ+ [ v gdl — [ u qdr-=
= —ql, + fr u*@dl"—fr q*adr (36)

Geralmente é dificil encontrar uma solucdo que satisfaca essa equacdo, particularmente no
caso de problemas néo lineares ou dependente do termo. O MRD propde 0 uso de uma série de
solugdes especificas i, em vez de uma Unica funcdo u;. Considerando que se tem N nds no
contorno e L nos internos, tem-se entdo N+L valores de 1.

2.3.2 Equacdo matricial de contorno
A seguinte aproximacao para b € considerada (Partridge et al 1992)
b=¥laf (37)

onde «; € um vetor de constantes desconhecidos que sera determinado e f; sdo funcgGes de
aproximacéo. A solugdo particular de , e a funcdo de aproximagéo f; devem atender a relagao:
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V2 = f (38)

Assim a integral do problema pode ser escrita como:

Jo burdQ =¥ a; [ (VE)urdQ (39)

Integrando por partes e substituindo na equacdo integral de contorno inicialmente
desenvolvida, obtém-se:

i+ [, q'wdl = [, wqdl = ¥V ey (e + Jp G g dr = f, w'qdr)  (40)
, . . ~_o0u; .
O termo g, ¢ definido como ¢ ]:a—i’, onde n é o vetor normal ao contorno I', e tem sua
expansdo da seguinte forma:

W ox 0Ta
hox, %oy

4= dx on dy on (41)

Observe que a equacdo (40) ndo envolve mais a integral de dominio, pois o termo b foi
substituido por integrais de contorno similares, que foi feito aproximando b pelo uso da equacéo
(39) e usando a técnica dos residuos ponderados para expressar os dois lados da equagédo
resultante com integrais de contorno.

Agora é escrever a equacao (40) de forma discretizada com somatorios sobre os elementos
de contorno, substituindo as integrais. Dessa forma tem-se um né i qualquer do contorno a
seguinte equagdo:

Cilli + Yh=1 fpk uq*dl — Y§-, f,—k uqdll = Y a; (Ciﬁa + Yi=1 fpk wq dl —
al w g dr) (42)
Nota-se que se 7 e G sao funcdes conhecidas, visto que f € definido ndo ha necessidade de
aproximar suas variacdes para cada elemento do contorno usando funcdes de interpolacdes e

valores nodais, como foi feito para u e g. Entretanto fazer isso resulta que as mesmas matrizes
H e G, ja apresentadas, podem ser utilizadas nos dois lados da equacéo.

Fazendo os somatodrios e aplicando a equacdo (42) em todos 0s nds do contorno, pode-se
expor seus termos em forma de matriz. Igualmente se considera que os vetores i, e g, seja uma

coluna das matrizes U e Q respectivamente. Deste modo podemos escrever a seguinte equacio:

Hu-Gq = (HU — GQ)a (43)

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC, Brazil,
November 5-8, 2017.



E. G.Pires, M.C.Ribeiro, G.Gomes.

A equacdo (43) é a base para a aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno com
Reciprocidade Dual e envolve a discretizagdo apenas no contorno.

2.3.3 0 vetor a

Um vetor na equacao (43) agora vai ser considerado. Ao tomar o valor b em N+L pontos
diferentes um conjunto de equacgdes com (37) esta sendo obtido, e pode ser obtido em forma de
matriz como:

b=Fa (44)

em que cada coluna de F equivale num vetor de f;; compondo os valores da fungdo de
aproximagcéo a ser determinado.

Assim a funcdo b pode ser invertida para encontrar a:
a=F1b (45)

O lado direito da equacdo (37) €, portanto, um vetor conhecido:

Hu—-Gq=d (46)
onde
d = (HD - GQ)a (47)

Verifica que o vetor d pode ser obtido diretamente pela multiplicacdo de matrizes
conhecidas e vetores. Aplicando as condi¢fes de contorno na equacgédo (46), essa equacgédo se
reduz a forma:

Ax =y (48)

onde x possui N valores do contorno de u e g.

2.3.4 Diferentes expansoes de f

A solucdo particular #i e sua derivada normal @, que tem funcdo de aproximacéo similar f
usada na analise de MRD, n&o s&o limitadas pela formulacdo exceto quando a matriz resultante
F seja ndo singular (Partridge et al 1992)

Para determinar essas fungdes propde-se uma expansdo para f e entdo se calcula i e g,
usando as equacdes (38) e (41) respectivamente.

Nardine e Brebbia, criadores do método, propuseram os seguintes tipos de funcées de f:
1. Elementos de triangulo de pascal

2. Séries trigonométricas e
3. A funcéo de distancia r usada na definicéo da solucdo fundamental.
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Diversos tipos de fungdes podem ser propostos. A funcao r foi adotada primeiro por
Nardini e Brebbia (1982) e depois pela maioria dos pesquisadores por ser a escolha mais
simples e muito precisa (Partridge et al 1992).

3 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Foi implementado um programa utilizando a linguagem MATLAB para tratar problemas
de potencial, utilizando MEC/MRD. O MATLAB vem de Matrix Laboratory devido ao
programa ser destinado a fazer calculos com matrizes. E um software que apresenta sua propria
linguagem de programacéo, cujo elemento basico de informacéo é uma matriz que ndo requer
dimensionamento. Esse sistema possibilita o desenvolvimento de muitos programas numéricos
em pouco tempo com facilidade e precisdo em comparacdo com que se gastaria para escrever
um programa similar em linguagem tradicional com Fortran, C/C++, Visual Basic, etc.

O programa desenvolvido permite o processamento da analise e a obtencéo dos resultados
para temperatura e fluxo. Na Figura 1 o fluxograma mostra como o cédigo foi organizado para
analise dos problemas de potencial via MEC/MRD.

START |
BEMPOTENTIAL

ARQBEM |
ALFA |

[ ASSEM_|
[ VETORD |
[ SOLVER |
[SOLINTER |
[ OUTPUT |

FINISH |

Figura 1 - Estrutura modular para o programa BEMPOTENTIAL

O programa é composto por oito modulos que contém todas as sub-rotinas desenvolvidas.
A funcéo de cada modulo é apresentado a seguir:

BEMPOTENTIAL

Essa rotina faz a declaragio do nome do programa. E o codigo principal que ira gerenciar
cada um dos arquivos da sequéncia. Ele diz a ordem que esses arquivos devem ser chamados e
serve para organizar o codigo. A seguir é apresentado um fragmento dessa rotina.
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ARQBEM

clear all

clc

%% 01 ARQBEM - Ler entrada de dados

filename = 'DADOS_DATA.txt";
[NN,NE,L,X,Y,KODE,CON,U,Q,LE,DADOS] = ARQBEM(filename);

%% 02 ALFA - Cdlculo do vetor Alfa

ALPHA = ALFA(NN,LX,Y);

%% 03 ASSEM - Cdlculo das matrizes G e H: Aplica condigdes de contorno
[GG,HH,XY,A] = ASSEM(NN,NE,L,NI,POEI,FDEP,X,Y,LE,CON,KODE,Q,U);
%% 04 VETORD - Cdlculo do vetor Adicional D

D = VETORD (NN, NE,L,X,Y,LE,CON,ALPHA,HH,GG);

%Soma XY e D

for I=1:NN
XY(1)= XY(1)+D(1);
end

%% 05 SOLVER - Resolver para valores do contorno
NNS = NN;

XYS =XY;

AS=A;

SOLXY = SOLVER(NNS,XYS,AS);

%SOLXY = A\XY;

forI=1:NN

KK = KODE (1);

ifl(kKk==0) | | (KK == 2))

U(1) = soLxY(l);

else

Q(l) = SoLXY(1);

end

end

%% 06 INTERM - Calcular os valores dos nds internos
SOLU= SOLINTER (NN,D,Q,HH,GG,NE,L);

Essa rotina faz a leitura dos dados referentes ao problema e condi¢cdes de contorno
(temperatura e fluxo). Solicita esses dados diretamente do prompt do MATLAB em um arquivo
chamado DADOS_DAT.txt que é utilizado para gravar os dados do problema. Um fragmento
da rotina é apresentado a seguir.
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% 01 _ Entrada de dados

function [NN,NE,L,X,Y,KODE,CON,U,Q,LE,DADOS] = ARQBEM(filename)
% filename = 'DADOS_DATA.txt";

DADOS = importdata(filename);

%% 1. Linha de dados globais:

% Numero de nds do contorno (NN)

% Numero de elementos do contorno(NE)

% Numero de nos internos (L)

NN = DADOS(1,1);

NE = DADOS(1,2);

L = DADOS(1,3);

%% 2. Linhas NN + L para definir coordenadas de cada nd. Os nds de fronteira sGo no sentido
hordrio

% X = x coordenadas de nds

% Y =y coordenadas de nds

X =DADOS(2:(NN+L+1),1);

Y = DADOS(2:(NN+L+1),2);

%% 3. Linhas para definir condi¢des de contorno. Um tipo de condigéio de contorno e um valor por
linha

% KODE = Tipo de condigdo de contorno:

%  KODE(i) = 0 -->livre

%  KODE(i) = 1 --> U conhecidos no ponto |

%  KODE(i) = 2 --> Q conhecidos no ponto |

% VAL = Valor da condigdo de contorno

KODEC = DADOS((NN+L+2):length(DADOS),1);

VALC = DADOS((NN+L+2):length(DADQS),2);

ALFA

O tipo de funcgdo a ser utilizado deve ser fornecido pelo usuario e incorporado. O usuério
define o tipo de fungéo b, conforme um dos seguintes tipos:

e b = constante;
e h=x2
e b =constante — x2

A matriz F é entdo construida e um o € obtido por eliminacao de Gauss usando a sub-rotina

Solver. O vetor o é armazenado na matriz ALPHA.

ASSEM

Esta rotina faz a montagem das matrizes H e G para formar o sistema Hu = Gq (Equagao
24). Apos aplicacdo das condicdes de contorno, o sistema é reduzido a Ax =y (Equagéo 25).
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VETORD

Esta rotina é responsavel pela obtencdo do vetor d do MRD, dado pela equacdo (47),
(HU -GQ)a. As matrizes G e H ja estdo disponiveis, uma vez que foram armazenadas durante
a sub-rotina ASSEM.

SOLVER

Esta € uma rotina padrdo de resolucdo de sistemas, pode ser extraida diretamente dos
solvers do MATLAB, ou por meio de um solver implementado baseado na Eliminacdo
Gaussiana.

SOLINTER

Essa rotina calcula os resultados em pontos internos uma vez que os valores de contorno
estdo disponiveis. Desde que H e G foram armazenadas e o vetor D contém os resultados de
MRD, o processo é de simples multiplicag&o.

OUTPUT

Essa rotina imprime os resultados de temperatura e fluxo. E a rotina final a ser chamada
no programa principal.

4 VALIDACAO DO PROGRAMA BEMPOTENTIAL

Para fins de calibrar o programa implementado sera mostrado um exemplo classico,
devido a Partrigde et.al (1992), onde aborda um problema da tor¢cdo de Saint-Venant de uma
secdo eliptica. O modelo fisico-geométrico da Elipse contém eixo maior a = 2 m e eixo
menor b = 1 m, conforme apresentado na Figura 2a. Em seu modelo discretizado, ilustrado
na Figura 2b, foram utilizados 16 elementos de contornos lineares e 17 pontos internos. As
condigdes de contorno sdo todas de temperatura (T = 0°) em todo o contorno.

b/2 ’ O B .
a/2 a/2 YA U .

b/2 . . 3

(a) (b)

Figura 2 — Problema de torcéo Eliptica: a) Modelo fisico-geométrico; b)Modelo discretizado.
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Esse problema ¢ orientado pela equago:

d (1 ov d (1 dv

G5 ta G o) =2 (49)
Onde G é o modulo de cisalhamento e 6 é o angulo de tor¢cdo. A variavel do problema é a

funcgéo de tensdo, tal que:

v v

Tyz = 5 y Tyz = o (50)

Definindo u = % a equacdo (49) pode ser escrito como:

que é 0 mesmo que a equacgdo V2u = b, com b = —2.

A equacdo da elipse é:

x| yE
;4‘;—1 (52)

Essa equacdo ndo sO permite que as coordenadas dos nés do contorno da figura 2 seja
gerado, mas também aparece na solucdo exata para qual G = 6 = 1 é dado por:

u=-08 (z—+i—— 1) (53)

Assim, pode ser visto que a equacdo acima satisfaz a condicdo de contorno u = 0 em I'.
A equacdo pode ser verificada pela substituicdo em V2u = b. A solucdo para q é obtido
comecgando em:

_duox | oudy

q= dxodn 0y odn (54)

No caso de uma elipse, os cossenos de direcdo normal para qualquer ponto do contorno
sdo dados por: 2 = X ¢ 2 = Y g3 que:
"9n a on b )

q = —0,2(x? + 8y?) (55)

4.1 Resultados e discussdes

A Tabela 1 apresenta resultados de fluxo para pontos do contorno obtidos pelo
programa BEMPOTENTIAL e comparados com a solucéo exata, onde pode-se verificar 0s
otimos resultados, conforme ilustrado no grafico da Figura 3. O erro de 14,9% nos pontos
1 e 9 podem ser melhorados com o uso de elementos quadraticos ou com uso de elementos
descontinuos.
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Tabela 1. Resultado de fluxo para tor¢éo de Elipse

Coordenadas FLUKO

Pontos do contorno X Y Programa BEMPOTENTIAL  |SolucBo Beata | Erro(36)
1 2,00000 | 0,00000 -0, 68079 -0,80000 14.90%
2 1,70571 | -0,52215 -1,0203% -1,01811 0,22
3 1,17880 | -0.80784 -1,35418 -1,32208 2,81%
4 0,55761 | -0,55431 -1,53248 -1,52856 0,263
5 0,00000 | -1.00000 -1,58851 -1,60000 0,72
& -0,55761 [ -0,95431 -1,53248 -1,52856 0,263
7 -1,17880( -0.80784 -1,35418 -1,32208 2,81%
8 -1,70571[ -0,52215 -1,0203% -1,01811 0,224
g -2,00000( 0,00000 -0,B807% -0,80000 14,90%
10 -1,70571| 052215 -1,0203% -1,01811 0,224
11 -1,17880( 080784 -1,35418 -1,32208 2,813
12 -0,55761| 095431 -1,53248 -1,52856 0,263
13 0,00000 | 1,00000 -1,58851 -1,60000 0,72
14 0,59761 | 095431 -1,53248 -1,52856 0,263
15 1,17880 | 0,80784 -1,35418 -1,32208 2,813
16 1,70571| 0,52215 -1,0203% -1,01811 0,224

0600 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

-0,800

-1,000

-1,200

-1,400

-1,600

—&— Programa BEMPOTENTIAL

—l— Solugdo Exata

Figura 3. Resultados de fluxo em pontos do contorno.

A Tabela 2 apresenta resultados de temperaturas para pontos do interior obtidos pelo
programa BEMPOTENTIAL e comparados com a solucédo exata, onde pode-se verificar 0s
6timos resultados, conforme ilustrado no gréafico da Figura 4.

Tabela 2. Resultado de temperatura para torcao de Elipse

Coordenadas TEMPERATURA
Pontos internos X Y Programa BEMPOTENTIAL [  Solug&o Exata Erro (%)
17 1,50000 | 0,00000 0,34911 0,35000 0,26%
18 1,20000 | -0,35000 0,41827 0,41400 1,03%
19 0,60000 | -0,45000 0,57360 0,56600 1,34%
20 0,00000 | -0,45000 0,64632 0,63800 1,30%
21 -0,60000 | -0,45000 0,57360 0,56600 1,34%
22 -1,20000 | -0,35000 0,41827 0,41400 1,03%
23 -1,50000 | 0,00000 0,34911 0,35000 0,26%
24 -1,20000 | 0,35000 0,41827 0,41400 1,03%
25 -0,60000 | 0,45000 0,57360 0,56600 1,34%
26 0,00000 | 0,45000 0,64632 0,63800 1,30%
27 0,60000 | 0,45000 0,57360 0,56600 1,34%
28 1,20000 | 0,35000 0,41827 0,41400 1,03%
29 0,90000 | 0,00000 0,64336 0,63800 0,84%
30 0,30000 | 0,00000 0,78944 0,78200 0,95%
31 0,00000 | 0,00000 0,80768 0,80000 0,96%
32 -0,30000 | 0,00000 0,78944 0,78200 0,95%
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1,00
0,80
0,60
0,40

0,20
17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

—l— Programa BEMPOTENTIAL —A— SOLUCAO EXATA
Figura 4. Resultados de temperatura em pontos internos.

5 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo a utilizacdo do método dos elementos de contorno
com reciprocidade dual para tratar os termos ndo homogéneos da equacdo de Poisson.
Comparando a resposta analitica e experimental do problema tratado no trabalho com a resposta
numérica obtida utilizando o programa BEMPOTENCIAL, pode-se atestar a eficiéncia da
técnica numérica, bem como validar o programa desenvolvido.

Este programa seré adaptado a interface grafica BEMLAB2D (Delgado Neto, 2017) para
uso académico em problemas analisados via método dos elementos de contorno e, em minha
dissertacdo de mestrado, sera analisada uma placa de argamassa fissurada submetida a uma
fonte de calor para simularmos a distribuicdo de temperatura tanto na face da placa quanto em
sua espessura, a fim de estudarmos sua influencia na profundidade das fissuras.
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