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Resumo. Neste trabalho é apresentado um modelo numérico para a simulacdo da
propagacdo de mdltiplas fissuras em dominios bidimensionais, homogéneos e isotrépicos. E
admitida fratura fragil dos materiais e a teoria da Mecénica da Fratura Elastico-Linear é
utilizada. A resposta mecéanica é obtida a partir do Método dos Elementos de Contorno Dual,
no qual as equagdes integrais singular e hipersingular sdo empregadas. Os integrandos
singulares sdo avaliados pelo método de subtracdo de singularidade. Além disso, a
transformacdo polinomial de Telles (1987) é empregada para melhorar a precisdo de
integrais quase-singulares. Os fatores de intensidade de tenséo sdo determinados a partir da
integral J. A teoria da maxima tensdo circunferencial é aplicada para a definicdo dos
caminhos de propagacao e da solicitacdo equivalente nas pontas das fissuras. O esquema de
solugdo pode seguir uma abordagem de controle de forca/deslocamento ou de controle do
comprimento da fissura critica. O segundo esquema permite a representacdo de trechos com
snap-back da resposta mecanica estrutural. Dois exemplos sdo apresentados para
demonstrar a eficacia do modelo proposto na avaliagdo de problemas com maltiplas fissuras,
incluindo a simulagdo de coalescéncia. Os resultados numéricos obtidos apresentam boa
correspondéncia com respostas disponiveis na literatura e fornecidas por outros modelos.
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Analise da propagacao de multiplas fissuras em meios frageis utilizando o MECD

1 INTRODUCAO

A fratura dos materiais é caracterizada pela formacdo de novas superficies a partir da
propagacdo de descontinuidades materiais (fissuras), o que pode levar a falha de um
componente estrutural. Estudos conduzidos nas décadas de 1980 e 1990 (Duga et al., 1983;
Faria, 1991; Reed et al., 1983) apontaram que 0s prejuizos anuais relacionados a danos por
fratura chegam a até 4% do PIB em paises desenvolvidos, podendo ser ainda mais
significativos em paises subdesenvolvidos. Esses trabalhos também estimaram a significativa
economia de recursos que poderia ser efetuada com o emprego de procedimentos mais
racionais nas analises mecénicas de corpos fissurados. Assim, o desenvolvimento de estudos
nessa area € fundamental para a obtencao de estruturas mais seguras e econdmicas.

A investigacdo dos colapsos causados pela propagacdo de fissuras deu origem a
Mecanica da Fratura. Nesse campo sdo contemplados um conjunto de teorias que permitem a
representacdo do comportamento mecénico de corpos deforméveis contendo descontinuidades
materiais. Além disso, também fornecem parametros que possibilitam a avaliacdo consistente
do processo de crescimento das fissuras em fungéo da intensidade do carregamento externo.
Atualmente, apesar dos avancos tecnoldgicos observados nos processos de manufatura,
nenhum processo € capaz de produzir materiais livres de defeitos em sua microestrutura.
Além disso, materiais naturais que sdo utilizados para fins estruturais, como madeiras e
rochas, possuem descontinuidades inerentes a sua composicao e, portanto, sdo passiveis de
apresentarem reducdo de resisténcia devido aos fendmenos de fratura. Ademais, processos
como a corrosdo em metais e a degradacdo mecanica favorecem a introducdo de fissuras nos
corpos. Dessa forma, o desenvolvimento de estudos no campo da Mecanica da Fratura,
especialmente que contemplem o estado real de fissuragdo do material, se tornam
imprescindiveis para a precisa avaliacdo da resisténcia mecanica das estruturas.

Para as analises de corpos multifissurados, as solugdes analiticas sdo inexistentes ou sdo
restritas apenas a um pequeno conjunto de problemas, com simplificadas condicdes de
contorno e geometria. Portanto, de forma a analisar mecanicamente problemas gerais,
métodos numéricos devem ser acoplados aos modelos descritos na Mecanica da Fratura.

O Método dos Elementos Finitos (MEF), pela sua maior difusdo entre os pesquisadores, é
0 mais aplicado na solucdo de problemas de fratura, sendo Barsoum (1976) e Chan et al.
(1970) alguns dos trabalhos que ajudaram o desenvolvimento nesse campo. Com relacdo a
aplicacdo do MEF em problemas de multiplas fissuras, podem ser destacados os trabalhos de
Azadi e Khoei (2010) e Bouchard et al. (2000).

Todavia, 0 MEF cléassico, cujas aproximagfes ao longo do dominio sdo realizadas por
meio de funcdes polinomiais, ndo é eficaz para a representacdo da concentracao de tensao que
ocorre nas pontas das fissuras. Para uma adequada representacdo desses campos singulares,
uma malha muito refinada é necessaria nessas regides, gerando um aumento no custo
computacional. Além disso, no caso de analises de propagacdo, outra dificuldade surge no
processo de remalhamento que deve ser realizado a medida que a fissura cresce. Uma
alternativa ao uso do MEF classico, com o objetivo de contornar as deficiéncias mencionadas,
é a utilizacdo do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), cujos fundamentos
estdo baseados nos conceitos de particdo da unidade (PU) (Melenk; Babuska, 1996). O
método preveé o enriquecimento das PU com funcdes especiais que contém as propriedades da
resposta esperada para o problema em analise. No ambito da Mecéanica da Fratura, 0 MEFG
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foi originalmente empregado nos trabalhos de Belytschko e Black (1999) e Moés et al.
(1999), nos quais 0s autores propuseram metodos para analises de propagacdo sem grandes
alteracdes na malha a partir do uso de fungdes de enriquecimento descontinuas. Ja Budyn et
al. (2004) aplicaram o MEFG para a analise do crescimento de multiplas fissuras em materiais
homogéneos e heterogéneos.

Outro método amplamente aplicado na modelagem de problemas de fratura é o Método
dos Elementos de Contorno (MEC). Uma grande vantagem do MEC sobre o MEF € a reducéo
da dimensdo da malha, uma vez que apenas o contorno da estrutura é discretizado. 1sso
simplifica o remalhamento durante as analises de propagacao, ja que novos elementos sao
apenas adicionados as novas faces de fissura. Além disso, devido & auséncia de malha de
dominio, as concentracfes de tensdo que surgem nas pontas das fissuras sdo naturalmente
representadas com precisao pelo método. Um dos grandes empecilhos para a difusdo do MEC
refere-se ao elevado custo computacional para a constru¢cdo do sistema de equacdes,
determinado a partir da integracdo numeérica de nucleos singulares. Todavia, com 0s avangos
recentes na computacdo, computacdo em paralelo em especial, o tempo despendido nas
andlises vem sendo cada vez menor, favorecendo a aplicacdo do método.

Cruze (1972) mostrou que a aplicacdo direta do MEC para problemas de fratura
considerando as duas faces da fissura coplanares leva a um sistema de equacOes
indeterminado. Para contornar esse problema, o autor aproximou a forma da fissura como
uma elipse, porém obteve resultados com erros significativos. Uma alternativa a esse tipo de
analise foi proposta por Blandford et al. (1981). Os autores utilizaram a técnica de sub-regides
para a analise de propagacdo de fissuras. Nessa estratégia, cada uma das faces da fissura se
encontra em regides distintas e a compatibilidade entre os deslocamentos e os esforcos entre
as regides adjacentes é imposta na montagem do sistema de equacOes. Entretanto, esse
processo tem como desvantagem a introducdo de contornos artificiais, o que resulta em um
sistema de equacBes maior do que o estritamente necessario. Além disso, a técnica de sub-
regibes ndo € préatica para a avaliacdo da propagacdo pela necessidade de conhecimento a
priori da trajetdria de crescimento da ponta. Todavia, para as analises problemas de fissuras
em interfaces entre diferentes materiais, a técnica de sub-regiGes fornece boas respostas.
AplicacOes dessa técnica para esse tipo de problema foram realizadas por Lee e Choi (1988) e
Tan e Gao (1990).

Uma alternativa a técnica de sub-regiGes para a andlise de propagacdo de fissuras no
campo do MEC refere-se a utilizacdo de equaces integrais de deslocamento (singular) e de
forcas de superficie (hipersingular) aplicadas separadamente a cada uma das faces das
fissuras. A partir desse procedimento obtém-se um sistema de equacdes determinado. A
formulacdo bésica dessa técnica foi inicialmente proposta por Hong e Chen (1988). Os
autores mostraram como obter a equacdo integral para forcas de superficie a partir da
derivacdo da equacdo integral para deslocamentos e a aplicacdo da lei de Hooke. Essa técnica
é conhecida como Método dos Elementos de Contorno Dual (MECD) e foi originalmente
empregada em problemas de fratura nos trabalhos Portela et al. (1992, 1993). Leonel e
Venturini (2010, 2011) e Oliveira e Leonel (2013) aplicaram com eficiéncia o0 MECD nas
andlises de propagacgdo de multiplas fissuras em meios isotropicos para problemas de fratura
linear.

Neste trabalho é realizada a andlise de problemas de fratura linear em corpos
bidimensionais multifissurados. Os dominios sdo considerados como homogéneos e
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compostos por materiais com propriedades isotropicas e frageis ao fraturamento. Um modelo
numerico baseado no MECD é desenvolvido, no qual € admitido a utilizacdo de elementos
isoparamétricos com qualquer grau de aproximacao (elementos de alta ordem). Tal modelo é
capaz de simular a propagacdo de multiplas fissuras discretas, incluindo a representacdo do
fendmeno de coalescéncia. Dois esquemas de solucdo sdo implementados: um envolvendo a
andlise incremental em passos de carregamento e outro considerando o controle do
comprimento da fissura. Dois exemplos sdo apresentados para demonstrar a eficacia do
cddigo desenvolvido.

2 FORMULACAO DO MECD

Seja um dominio bidimensional €, com contorno I', homogéneo, com comportamento
elastico-linear e sujeito a um estado estatico de carregamento. Utilizando o teorema da

reciprocidade de Betti e desprezando forcas de volume, as componentes de deslocamento u;

em um ponto f interno a  podem ser determinadas a partir dos deslocamentos e das forcas
de superficie ao longo do contorno por meio de:

u () =] Ui(f,0)p;(©)dr - R (f,c)u;(c)dr (1)

em que u;(c) e p;(c) sdo as respectivas componentes de deslocamento e de forga de

superficie relativas a um ponto ¢ no contorno. Ja Uf} e P.f séo, respectivamente, as solucgdes

fundamentais de Kelvin em deslocamento e em forca de superficie, que dependem da
distancia r entre o ponto fonte f e 0 ponto campo c.

A equacdo para calcular as componentes de tenséo oj; no ponto f pode ser obtida a partir

da diferenciacdo da Eq. (1) com relacdo a posicdo do ponto interno. Em seguida, utilizando a
relacdo linear entre deformacéo e deslocamento e aplicando a lei de Hooke, obtém-se:

o3 (f) =] Dy (f,0)pi(©)dT = S (f,cui(c)dT )

em que Dy e S sdo novas solucBes fundamentais obtidas a partir das derivadas de Uj e
P.;, respectivamente, e também sao funcgdes de r.

A Eqg. (1) e a Eq. (2) contétm integrais regulares e permitem o calculo dos campos
elasticos em pontos internos desde que os deslocamentos e as forcas de superficie ao longo do
contorno sejam conhecidos. Para determinar essas componentes via MEC, o ponto fonte f

pode ser levado ao contorno. Realizando o processo limite sobre a Eq. (1), a equacdo integral
em deslocamentos, ou equacao integral singular, € obtida e é expressa por:

Cyy (F)u; (£)+Cy (Nu(F)+ [ RI(f,)uj(0)dr = | Ui(f,c)p;(c)dT 3)

sendo Cj; um coeficiente resultante do processo limite sobre a integral contendo P.; e igual a
& /2 caso o ponto fonte esteja em um contorno suave, com & igual ao delta de Kronecker.
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O ponto f refere-se a um ponto fonte potencial que ocupa a mesma posicéo de f, porém esta
em uma superficie distinta. Essa situacdo ocorre, por exemplo, para pontos nas faces opostas
de uma fissura. Quando o ponto f ndo possui um correspondente, o termo relacionado a f na
Eq. (3) é nulo.

O mesmo processo limite pode ser realizado sobre a Eq. (2). Em seguida, utilizando a
formula de Cauchy, a equacdo integral em forgcas de superficie, ou equacdo integral
hipersingular, € obtida. Para um ponto fonte em um contorno suave, essa equacéo é dada por:

2 pi(H=pi (D) ]+ 0] Si(F,0u@dT = (D] Di(f,0)pi ()T (4)
2 r r

em que n, sdo as componentes do vetor unitario normal ao contorno no ponto fonte.

A Eq. (3) e a Eq.(4) possuem integrais improprias, uma vez que as solugdes fundamentais
apresentam diferentes tipos de singularidade quando o ponto fonte se aproxima do ponto

campo, ou r—0. A solugédo Uﬁ apresenta uma singularidade fraca de ordem o(Inr); as
solugBes R; e Dy, possuem uma singularidade forte de ordem o(l/r); ja Sy contém uma

hipersingularidade de ordem o(l/rz). Dessa forma, os ndcleos com singularidade forte e

hipersingular devem ser avaliados no sentido do valor principal de Cauchy e da parte finita de
Hadamard, respectivamente.

Neste trabalho, o sistema algébrico de equacdes para solu¢do do problema mecanico é
determinado via MECD a partir da avaliacdo numérica da Eq. (3) e da Eq.(4). Para tanto, o
contorno da estrutura é subdividido em elementos isoparamétricos com grau de aproximacao
polinomial qualquer. Os elementos de contorno contém o0s pontos de colocacdo, cujos graus
de liberdade sdo adotados como parametros nas aproximacOes das grandezas dentro de um
elemento. Além disso, esses pontos sdo utilizados como pontos fonte das formulacGes
integrais. Em seguida, a equacéo integral hipersingular é aplicada a discretizacdo de uma das
faces das fissuras, enquanto a equacdo integral singular € utilizada para os pontos de
colocacdo da face oposta e do contorno externo.

A integracdo numérica ao longo de um elemento distante do ponto fonte € realizada por
meio da quadratura de Gauss-Legendre padrdo, uma vez que as integrais envolvidas séo
regulares. Ja quando o ponto fonte estd proximo ao elemento, as integrais tornam-se quase-
singulares. Para melhorar a precisdo da integracdo nessa situacao, a transformacao polinomial
de terceiro grau proposta por Telles (1987) € utilizada. Nela, os pontos de Gauss ao longo do
elemento sdo deslocados no sentido do ponto fonte, 0 que resulta em uma melhor resposta
numeérica. Por fim, caso o elemento integrado contenha o ponto fonte, as integrais envolvidas
sdo singulares. Nesse caso, 0 método de subtracdo de singularidade é empregado (Aliabadi,
2002). Nesse método, ao nucleo de integracdo com algum tipo de singularidade é subtraido e
somado outro nucleo com a mesma ordem de singularidade, dando origem a uma integral
regular e a uma nova integral singular com resposta analitica conhecida. A integral regular
pode ser avaliada pela quadratura de Gauss-Legendre padrdo. Ja a integral analitica fornece o
valor principal de Cauchy ou a parte finita de Hadamard do nucleo original, a depender o tipo
de singularidade tratada.
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Elementos descontinuos ou semi-continuos sdo utilizados para garantir a condicdo de
contorno suave sobre os pontos de colocacdo e também para impor descontinuidades nas
condicdes de contorno entre elementos adjacentes. Além disso, para a existéncia da parte
finita de Hadamard na equac&o integral hipersingular, é necessaria a continuidade da primeira
derivada do deslocamento nos pontos de colocacdo, o que € garantido com o uso de elementos
descontinuos. Portanto, as faces das fissuras sdo discretizadas com esse tipo de elemento.

Avaliando numericamente a Eq. (3) ou a Eg. (4) para todos os pontos de colocacao
utilizados na discretizacdo do corpo, um sistema algébrico de equagdes é determinado
conforme:

Hu=Gp %)

em que H e G sdo matrizes 2nx2n contendo coeficientes de influéncia obtidos a partir dos
nacleos Ry e Sy e dos ndcleos Uj e Dy, respectivamente; u e p sdo vetores 2n com as

componentes de deslocamento e forca de superficie nos pontos de colocacao; e n € o nimero
de pontos de colocagéo utilizado na discretiza¢dao do contorno.

O sistema final de equacGes pode ser determinado pela troca conveniente entre as colunas
das matrizes H e G para a imposi¢do das condi¢cdes de contorno do problema. Com esse
procedimento, os valores incognitos no contorno sdo isolados no primeiro membro da
equacéo, enquanto os valores conhecidos séo isolados no segundo, resultando em:

Ax =By (6)

sendo A e B matrizes contendo valores de H e G, e X e y sdo vetores com as grandezas
desconhecidas e conhecidas no contorno, respectivamente. Resolvendo o sistema linear da
Eqg. (6), os valores desconhecidos no contorno séo obtidos.

3 MODELOS DA MECANICA DA FRATURA ELASTICO-LINEAR

A teoria da Mecanica da Fratura Elastico-Linear (MFEL) assume que a Zona de
Processos Inelasticos (ZPl) na regido préxima a ponta de fissuras apresenta pequenas
dimensdes quando comparadas ao comprimento da fissura e as dimens@es do corpo. Esse tipo
de comportamento é tipico de materiais com comportamento fragil, nos quais a formacéo de
novas superficies de fissura se d& sem a dissipacdo significativa de energia relacionada a
evolucdo de deformacBes inelasticas. Desse modo, a maior parte do corpo apresenta
comportamento elastico, inclusive em regies proximas as pontas, porém fora da ZPI.

Conforme a MFEL, as componentes de tensdo para a vizinhanca da ponta para um
problema bidimensional podem ser determinadas com o uso das func¢des de tensdo complexas
de Westergaard (1939). Em coordenadas polares, as componentes circunferencial oy e de

cisalhamento o, (Fig. 1) sdo expressas por:

Cop = \/21? cos (gj{ K, cos’ (gj —g Kysen (6’)} @)
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1 0
o9 =——=0C0s| — || K;sen(8)+ K, (3cos(4)-1 8
re 2\/% (2j[| () ”( () )] (8)
em que r e 8sdo as coordenadas polares do ponto considerado em relacéo a ponta (Fig. 1). Ja
K, e K, correspondem, respectivamente, aos Fatores de Intensidade de Tensdo (FIT)
associados aos modos bésicos de fratura de abertura e de deslizamento (Fig. 2).

X2 p Goo Orr

fissura > X1

Figura 1 - Representacdo das componentes polares de tensdo para regido préxima a ponta.

4 !
N g

@) (b)

Figura 2 - Representacao dos modos basicos de fratura para problemas bidimensionais: (a) modo de
abertura e (b) modo de deslizamento.

A Eq. (7) e a Eq. (8) indicam que o campo de tensdo proximo a ponta apresenta um

singularidade de ordem r¥? & medida que r se aproxima de zero. Consequentemente, a
analise de estabilidade a propagacdo baseada em critérios de resisténcia classicos € ineficaz,
visto que nenhum material é capaz de resistir a uma tenséo infinita.

Como alternativa, os valores dos FIT sdo utilizados para a verificacdo da estabilidade a
propagacao, uma vez que eles fornecem uma medida da magnitude das tensdes na vizinhanga
da ponta, as quais sdo traduzidas como balangos energéticos. No presente trabalho, os valores
de K, e K;, para uma determinada configuracdo em equilibrio s&o obtidos a partir da integral
J independente do caminho proposta por Rice (1968). Essa integral é avaliada ao longo de um
caminho fechado I";, que engloba a ponta da fissura, sendo expressa por:

J :.[rJ (Wnl_pjuj,l)dr ©)
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sendo W a densidade de energia de deformacéo obtida por .f:j oijds; ; p; as componentes da

forca de superficie ao longo de I'; dadas por ojn;; u; as componentes de deslocamento ao
longo de I', ; n, a componente do vetor unitario normal ao caminho na dire¢do Xx; .

Neste estudo, o caminho I", é admitido como circular e centrado na ponta. Ele inicia em

um ponto de colocacdo da discretizacdo de uma das faces da fissura e termina no ponto de
colocacdo correspondente na face oposta (Fig. 3). Além disso, o caminho ndo deve interceptar
nenhuma outra fissura ou o contorno externo. Neste trabalho, um esquema adaptativo é
utilizado para ajustar o tamanho do raio do caminho para que essas condi¢des sejam
satisfeitas.

e Ponto de colocagédo

[ I}

o Ponto interno

Figura 3 - Caminho utilizado para o calculo da integral J.

Para a avaliacdo numérica da integral J no &mbito do MECD, um conjunto de pontos
internos é disposto simetricamente em relacdo ao eixo da fissura ao longo de I';. Apods o

problema mecanico ser analisado pelo MECD, os deslocamentos e as tensGes dos pontos
internos sdo obtidos em uma fase de p6s-processamento. Para tanto, as formas discretizadas
da Eqg. (1) e da Eq. (2) sdo utilizadas. Em seguida, o vetor de deslocamento e o estado de
tensdo para cada um dos pontos internos séo rotacionados para um sistema de coordenadas
referenciado a ponta da fissura, conforme mostrado na Fig. 3. Para determinar K, e K,
separadamente via integral J em um problema em modo misto, a técnica para decomposicao
de modos proposta por Kitagawa et al. (1978) é empregada. Nessa abordagem, as
componentes de deslocamento e tenséo ao longo do caminho de integracdo sdo separadas em
uma parcela simétrica e de outra antissimétrica pelas relacbes mostradas na sequéncia:

| 1
Uj; =Uj +U;j (10)
| I
Oij = Ojj +(7ij (11)
em que os sobrescritos | e Il indicam, respectivamente, as parcelas simétricas (relacionadas ao
modo I) e antissimétricas (relacionadas ao modo Il). Tais parcelas podem ser obtidas a partir

da utilizacdo dos valores dos campos em pontos simétricos em relacdo ao eixo da fissura
(pontos P e P’ na Fig. 3) por meio das seguintes equacoes:

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



H. Andrade, E. Leonel

ul = [ujp +uf (1—2521-)} uj' :%[uf’ +uf (1—26“-)] (12)

N |-

O'i} = %[O’,T +O'i|]?' (25” —1)] O'iEI = %I:O'UP +O'iJP, (1—25|J ):| (13)

Com a substituicdo da Eg. (10) e da Eg.(11) na Eg.(9), a integral J é também
decomposta em dois termos, J' e J", com expresséo geral dada por:

M= (WMn—p}ull)dr (14)

em que M =1,Il representa 0 modo de fratura analisado. O modo | ou o modo Il séo
considerados se as parcelas simétricas ou antissimétricas dos campos elasticos forem adotadas
na Eq. (14), respectivamente.

Discretizando I'; em elementos com uma aproximagao polinomial para os valores
nodais, sendo os nés os pontos ao longo do caminho, a integral na Eq. (14) pode ser calculada
numericamente utilizando a quadratura Gauss-Legendre. Finalmente, com os valores de J' e
J", os FIT podem determinados por meio das seguintes relacdes:

K =vVE"J' (15)
Ky |=VEJ" (16)

em que E~ assume o valor do médulo de elasticidade longitudinal E em um estado plano de
tensdo e E/(l—vz) em um estado plano de deformacéo, sendo v o coeficiente de Poisson.

O valor de K, é sempre positivo e pode ser determinado diretamente da Eqg. (15). Ja da
Eq. (16), obtém-se apenas a magnitude de K, , uma vez que sdo possiveis tanto valores
positivos quanto negativos. O sinal € positivo se o deslocamento ao longo do eixo x da face
superior for maior que o da face inferior, e é negativo no caso contrario.

Nos casos gerais de solicitacdo em modo misto, € necessaria a definicdo de uma
solicitagdo equivalente, representada por K., que possa ser comparada a resisténcia ao
fraturamento do material para verificar a estabilidade a propagacéo da ponta. O valor de K,
é dado por uma combinacdo de K, e K, a partir de algum critério, usualmente baseado em

métodos de tensdo ou energia. Neste trabalho, o critério da maxima tensdo circunferencial
proposto por Erdogan e Sih (1963) é utilizado. Nele, assume-se que a fissura ird crescer na

direcéo 6,, que é perpendicular a dire¢do na qual o,y € maximo (ver Fig. 1). Portanto, essa
componente de tensdo serda um valor principal e a componente de cisalhamento associada sera
nula. Assim, o valor de 6, pode ser determinado igualando-se a Eq. (8) a zero e isolando 6,

resultando na seguinte expresséo:
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6, = sen’t KKy — 3Ky \BKE + K7 an

OKZ + K¢

Com o valor de 6, a solicitagdo equivalente pode ser obtida por meio da Eq. (7) a partir
de:

Keq = 0o~ 27T =cos(9—2pj{K| cos (%"]—%K” sin(ep)} (18)

O valor de K., calculado para determinada ponta € comparado a resisténcia ao

fraturamento do material K,. para verificar a estabilidade a propagagdo. Essa resisténcia,
também denominada tenacidade, é obtida a partir de ensaios de fraturamento em modo | puro.
Dessa forma, admite-se que ha crescimento da fissura caso a seguinte desigualdade seja
verificada:

Keg > Kic (19)

4 TECNICAS NUMERICAS DE SOLUCAO

Apbs determinadas as matrizes H e G com a aplicacdo das equacdes integrais do MECD
para os pontos de colocagdo da discretizagdo adotada (item 2), o processo de obtencdo da
resposta da estrutura é iniciado. Neste trabalho, para a solucdo dos problemas de mdltiplas
fissuras, dois esquemas de analise sdo adotados: via processo incremental das condicdes de
contorno e via controle do comprimento da fissura critica. Detalhes sobre essas sequéncias de
analises sdo apresentadas na sequéncia.

4.1  Processo de solucdo incremental

No processo incremental, inicialmente sdo definidos passos de carga a partir dos valores
totais das condicbes de contorno impostas e do numero estabelecido de etapas de
carregamento. Em seguida, um passo de carga € aplicado sobre a configuracdo inicial do
problema. A partir da solucdo do sistema linear representado na Eq. (6), os valores incognitos
do contorno para o equilibrio sdo obtidos. Os deslocamentos e as forcas de superficie
determinados para pontos de colocacdo sdo entdo acrescentados a variaveis acumuladoras
(Uacum © Pacum, respectivamente). Com os valores acumulados ao final de cada incremento, a

estabilidade a propagacdo de cada uma das pontas das fissuras é verificada. Caso a
desigualdade da Eq. (19) seja observada para uma ou mais pontas, inicia-se a fase de
propagacao. Caso contrario, um novo incremento de carga é considerado

Para as pontas que propagam, o comprimento de crescimento AL; de cada fissura é
determinado a partir de:
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K
ALy =AL—1L (20)
Ka

em que AL ¢é o valor do incremento padrdo definido na anélise e Ké{‘fx € 0 maximo valor de
Ke; na analise. Portanto, o tamanho do crescimento das fissuras € admitido como
proporcional a sua solicitacao.

A partir do angulo de propagagéo e do comprimento de crescimento, sdo definidos novos
pontos de colocacdo ao longo do caminho de propagacao que representam a discretizacao das
novas faces criadas (Fig. 4a-b). As pontas que apresentam maior comprimento de crescimento
possuem prioridade na definicdo das novas faces.

A cada novo ponto de colocagéo definido, duas novas linhas e colunas, correspondentes
aos novos graus de liberdade criados, sdo adicionadas as matrizes H e G. Além disso, 0
comprimento de fissura adicionado pode interceptar um elemento preexistente. Nesse caso, 0
elemento original cruzado é modificado e um novo elemento é criado (Fig. 4b). Os
coeficientes dos graus de liberdade do elemento modificado s&o alterados nas matrizes H e G,
enquanto novos coeficientes referentes ao elemento criado sdo adicionados. Na Figura 4c €
apresentado o esquema de alteracdo das matrizes do MEC com a adicdo e a modificacdo de
elementos na malha da estrutura.

Malha
interceptada

Malha da fissura

e
(a) (b) (©

Figura 4 - Representacdo da (a) malha inicial, (b) do remalhamento na propagacéo e na intersecéo de
algum elemento durante a propagacéo de uma fissura e (c) da alteracéo das matrizes H e G com a criacao
e modificacdo de elementos durante a propagacéo.

Os valores acumulados de deslocamento e de forca de superficie para os pontos de
colocacdo dos elementos modificados e dos elementos criados a partir da divisdo de um
elemento preexistente sdo obtidos a partir da interpolacdo dos valores acumulados dos pontos
de colocacdo do elemento original (Fig. 5a). J& para a determinagdo dos valores acumulados
para as novas faces de fissura, a estrutura é resolvida adotando os valores acumulados como
condigdes de contorno conhecidas para o problema. Dessa forma, apos a solugdo do sistema
de equacdes, os valores acumulados desconhecidos de deslocamento e forca de superficie para
0s pontos de colocacdo das novas faces, definidos como pontos com contato perfeito, sdo
obtidos (Fig. 5b).

Ap0s a atualizacdo das variaveis acumuladoras para os pontos de coloca¢do modificados
e criados, uma etapa de verificagdo da abertura e do fechamento dos pares de pontos de
colocacdo das fissuras € realizada. Terminada essa etapa, a estabilidade a propagacdo das
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pontas é novamente examinada. Se houver propagacdo de uma ou mais pontas, uma nova fase
de propagacéo é considerada. Caso contrario, um novo incremento das condic¢Bes de contorno
é aplicado sobre a estrutura.

u

acum
! pacum ’ uacum
\/ P novas faces

: ; :
e & N Py

L 4 A ad

7N
‘ \> pto. intersecéo

>‘>>> novas faces

pacum

P

novas faces
acum

i ' 1 5

u

pacum 1 acum

@ no = pto. coloc.
O no descontinuo

A pto. coloc. O—A—O—o
(@) (b)

Figura 5 - (a) Interpolacdo dos valores acumulados de deslocamento e forca de superficie para elementos
criados a partir da diviséo de outro. (b) Determinagdo dos valores acumulados para novas faces.

Cabe ressaltar que nesse tipo de analise é feito o controle do incremento apenas da forca
de superficie ou do deslocamento prescrito para um determinado ponto no contorno. Desse
modo, situacdes de equilibrio instaveis do tipo snap-back, no qual ocorre reducdo tanto da
forca quanto do deslocamento, ndo sdo representadas por esse esquema de solucao.

4.2 Processo de solugdo com controle do comprimento da fissura

Neste processo de solugdo, é feito o controle sobre o comprimento da fissura critica na
analise, e ndo mais sobre as condi¢bes de contorno do problema. Como tal comprimento €
uma fungdo monotonicamente crescente, é possivel capturar numericamente o fenbmeno de
snap-back e obter uma resposta completa da estrutura. Esse esquema também foi utilizado por
Carpinteri e Monetto (1999) na analise de fratura fragil em meios multifissurados.

Nesse esquema de analise, as condi¢bes de contorno sobre a estrutura sdo inicialmente
aplicadas com seus valores totais e uma solucéo é entdo obtida. Na sequéncia, os valores de
Keq para cada uma das pontas séo calculados. Com o maximo valor de K, relativo a ponta

critica, um fator multiplicador A pode ser definido da seguinte forma:

ch

= max
Keg

(21)

Por se tratar de um problema elastico-linear, o principio da superposicéo é valido. Dessa
forma, multiplicando por A as respostas obtidas anteriormente, € determinada uma solugéo na
qual apenas para a ponta mais solicitada se verifica a desigualdade da Eq. (19). Em seguida, o
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processo de propagacdo descrito anteriormente € realizado apenas para essa ponta. Outra
ponta tambeém pode crescer simultaneamente, desde que seu valor de K., também seja igual

ao maximo na analise. Destaca-se que a fissura critica que possui o comprimento controlado
pode mudar no curso da solucdo devido a ocorréncia de coalescéncia ou a influéncia de outras
fissuras no modelo.

Esse processo de analise € novamente realizado para a nova configuracdo obtida a partir
da propagacao da ponta critica e se repete até que nao existam mais pontas ativas. Com esse
esquema, a resposta completa da estrutura € determinada, incluindo situacGes de equilibrio
instaveis do tipo snap-back, sendo o fator A responsavel por recuperar um estado em
equilibrio no qual apenas a ponta critica esta prestes a crescer.

5 EXEMPLOS NUMERICOS

Exemplo 1: Propagagdo em modo misto

A estrutura analisada no Exemplo 1 é ilustrada na Fig. 6. Ela consiste de uma chapa
retangular de dimens@es 20d x 8d, espessura 0.5d, contendo trés furos com didmetro igual a
0.5d e um entalhe inicial com comprimento a=2.5d. A dimensdo d é adotada igual a
25.4 mm. Sobre o centro da face superior da estrutura é prescrito um deslocamento vertical
v =1.0795 mm. O caminho de propagacdo da fissura para esse problema foi determinado
experimentalmente no trabalho de Ingraffea e Grigoriu (1990), que sera tomado como
referéncia para avaliar a resposta obtida via MECD. Além disso, a evolucdo dos valores dos
FIT e o caminho de propagacao obtidos pelo esquema de solucdo incremental também sao
comparados com os resultados fornecidos pelo software baseado no MEF Franc2D
(Wawrzynek; Ingraffea, 1994), que é reconhecidamente eficiente na solucéo de problemas de
fratura. O problema também é resolvido com controle do comprimento da fissura para a
obtencdo da resposta estrutural completa.

v
P 10d ?
b v
A
0.5d @ 1.25d
2d
O
8d 2d
O
|x aI | 2.75d
v X | |
2d Ad
(E)(L)(—) <>
20d

\4

<
Y

Figura 6 - Representacao do problema analisado no Exemplo 1.
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O material de composicdo da estrutura € o acrilico, com modulo de elasticidade

E =3.1 GPa, coeficiente de Poisson v=0.37 e tenacidade K, =33.0MPavmm. O
problema é assumido como um estado plano de tenséo.

O contorno externo da estrutura é discretizado com 59 elementos quadraticos e 3
elementos lineares, sendo os ultimos com comprimento |=0.1d e sobre os quais sdo
aplicadas as condicdes de contorno. Para cada abertura (furos) sdo utilizados 8 elementos
quadraticos, enquanto para cada face da fissura inicial sao utilizados 14 elementos cubicos.

Para a analise via controle do comprimento da fissura, um incremento padrdo AL =0.2d
¢ adotado. Na Figura 7 € apresentada a curva forca equivalente pelo deslocamento aplicado no
ponto central do topo da estrutura. Como pode ser observado, 0 corpo possui comportamento
elastico linear até uma forca equivalente maxima de aproximadamente 1.8 kN. Em seguida, a
fissura passa a propagar. Com o esquema de controle do comprimento, é possivel representar
o0 trecho de snap-back da estrutura, conforme mostrado na Fig. 7. As mudancas bruscas de
comportamento da curva indicam proximidade da ponta com os furos no modelo. Apos a
fissura cruzar o furo superior, o deslocamento prescrito total sobre o corpo é imposto, sendo a
forca equivalente aplicada igual a 0.175 kN.

Ja a analise incremental é realizada com controle de deslocamento admitindo 10 passos
de carga. Durante a etapa de propagacao, € empregado 0 mesmo incremento no comprimento
da fissura utilizado anteriormente. A resposta estrutural para esse esquema também é
apresentada na Fig. 7.

2

—— Controle do comprimento /

§ 1.6 1"/ —e— controle de deslocamento
8 /
312 ~
©
2 /
=08
(<)
S // A
S K
2 04 {

0

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Deslocamento (mm)

Figura 7 - Curvas forca-deslocamento para o ponto central do topo da estrutura considerando as
diferentes estratégias de solugdo utilizadas no Exemplo 1.

Como pode ser observado na Fig. 7, no oitavo incremento de deslocamento a propagacéo
da fissura se inicia, sendo a forca méxima equivalente aproximadamente igual a 1.8 kN.
Nessa etapa, o deslocamento no topo € mantido constante, enquanto a forca equivalente é
reduzida pela redistribuicdo de esforcos. A fissura cresce até cruzar a abertura superior e uma
nova configuracdo em equilibrio estavel é recuperada. Os dois Ultimos incrementos sdo entdo
prescritos sobre essa configuracao, sendo obtida a mesma resposta determinada pelo processo
de solucdo via controle do comprimento. Além disso, nota-se que a rigidez da estrutura,
representada pela tangente a curva mostrada na Fig. 7, € bem inferior para a configuracédo
final em relagdo a inicial devido a degradacéo material causada pela propagacéo da fissura.
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O caminho de crescimento da descontinuidade determinado neste trabalho € apresentado
na Fig. 8a. Nela também sdo mostrados 0s caminhos obtidos numericamente via Franc2D e
experimentalmente por Ingraffea e Grigoriu (1990). Como pode ser observado, existe uma
excelente correspondéncia entre as respostas. Além disso, 0 modelo desenvolvido foi capaz de
simular a intersecdo da fissura com a abertura, da mesma forma como ocorre no resultado
experimental. Na Figura 8b ¢é apresentada a configuracdo deslocada final para o problema,
destacando a superficie de separacdo que se forma ao término da analise.

.
Y .o,
'''''''

.........

.....

. o o

..........
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e o o o ofe o o o o o o o o

* MECD = Franc2D - Experimental

() (b)

Figura 8 - (a) Representacéo das diferentes respostas para o caminho de propagacéo. (b) Configuragdo
deformada da estrutura obtida ao fim da analise via MECD (deslocamentos ampliados em 20 vezes).

J& na Figura 9 é mostrada a evolucdo dos FIT a medida que a fissura cresce durante o
oitavo incremento de deslocamento prescrito. As respostas determinadas via Franc2D também
sdo apresentadas. Observa-se uma boa correspondéncia entre os valores, sendo que as
pequenas diferencas decorrem das diferencas entre os métodos numéricos empregados. Essa
boa relacdo justifica a semelhanca entre os caminhos de propagacgéo apresentadas na Fig. 8a,
visto que 0 mesmo critério para a definicdo da direcéo de crescimento foi adotado.

80
o> 60 /&/5/—0 >~ T 00~ ,,,,,,,,,,,,,,,
E. 40 /W“MM —e— Kl - MECD
i O/U ---0--- KI - Franc2D
g 20 Kll - MECD
n ---a--- KIl - Franc2D
= U E\Dn OO~ 00—~ OO0 o .
-20

50 70 90 110 130 150 170 190
Comprimento da fissura (mm)

Figura 9 - Variagao dos valores dos FIT com o comprimento da fissura obtidos via MECD e Franc2D.
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Exemplo 2: Propagacao de maltiplas fissuras

Neste exemplo € analisado colapso mecanico do dominio homogéneo multifissurado
mostrado na Fig. 10. Essa estrutura também foi examinada por Budyn et al. (2004) via MEFG
e por Azadi e Khoei (2011) via MEF. O material € assumido como vidro fragil com mddulo
de elasticidade E=689.5 MPa, coeficiente de Poisson v=0.3 e tenacidade
K =278 MPay/mm. O problema é analisado como um estado plano de deformagéo. A
dimensdo W ¢ igual a 50.8 mm e o comprimento médio das fissuras é igual a 6.35 mm. A
largura da estrutura é admitida como unitéria.

A discretizacdo do contorno externo é efetuada com 40 elementos quadraticos e 2
elementos lineares. Os elementos lineares séo dispostos nas extremidades esquerda e direita
da base da estrutura e possuem dimensdo |=0.05W . Ao longo deles sdo aplicadas as
restrices em deslocamento apresentadas na Fig. 10. Ja as faces das fissuras sdo discretizadas
com 6 elementos quadraticos.

t ottt
/\ /\
/. — N\ "
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' .
IR AR

W

< N,
< >

Figura 10 - Representacéo do problema analisado no Exemplo 2.

A estrutura é tracionada com a aplicacdo de um carregamento uniformemente distribuido
& sobre o seu topo e base. Considerando o valor padrdo de incremento no comprimento da
fissura durante a propagacéo igual a AL =1.778 mm e realizando o controle do comprimento
da fissura critica, a resposta estrutural apresentada na Fig.11 é obtida. A deformagéo
equivalente mostrada no grafico refere-se a média dos deslocamentos no topo da estrutura
dividida por W.

Na Figura 11 também sdo apresentadas as curvas determinadas nos trabalhos de Budyn et
al. (2004) e Azadi e Khoei (2011). Como pode ser observado, os comportamentos das curvas
sdo similares. Entretanto, ha uma melhor correspondéncia da resposta obtida neste trabalho
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com o resultado determinado por Azadi e Khoei (2011). Além disso, destaca-se a estabilidade
da resposta fornecida pelo modelo proposto.
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Figura 11 - Resposta estrutural para o problema de chapa com maltiplas fissuras.

Os caminhos de propagacdo determinados neste trabalho e nos estudos de referéncia séo
apresentados na Fig. 12a-c. Observam-se novamente pequenas diferengas entre o caminho
determinado por Budyn et al. (2004) com os demais, 0 que reflete na desconformidade entre
as respostas estruturais apresentadas na Fig. 11.
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Figura 12 - Comparativo entre os caminhos de propagacdo determinados (a) neste trabalho, (b) por
Budyn et al. (2004) e (c) por Azadi e Khoei (2011).

Por fim, na Fig. 13a-d é apresentada a sequéncia de evolucdo das fissuras no corpo. Na
Figura 13a, na Figura 13b e na Figura 13c sdo representadas as intersecdes da ponta critica
com outras fissuras ou com o contorno externo da estrutura. J& na Figura 13d é mostrada a
deformada final, obtida antes da estrutura ser dividida em duas partes. Do exposto, pode-se
observar que o modelo proposto é capaz de simular satisfatoriamente o comportamento
mecanico de corpos multifissurados, incluindo coalescéncia.
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Figura 13 - Evolucao das fissuras ao longo do dominio.

6 CONCLUSOES

No presente trabalho, um modelo numérico baseado no MECD foi desenvolvido para a
analise de problemas de propagacdo de multiplas fissuras em dominios bidimensionais,
homogéneos e isotrdpicos. Dentre as vantagens observadas do método na solucdo desse tipo
de problema destacam-se: a definicdo automatica do caminho de propagacdo no decorrer da
andlise; a discretizacdo apenas do contorno da estrutura, o que facilita o processo de
remalhamento e de alteracdo do sistema de equacdes algébricas durante o crescimento das
fissuras; e a precisa avaliacdo dos campos internos proximos as pontas, o que é fundamental
para correta verificacdo da estabilidade a propagacdo. Problemas de fratura fragil foram
avaliados utilizando os principios da MFEL.

Para o primeiro exemplo analisado, houve uma boa correspondéncia entre os historicos
dos valores dos FIT determinados pelo modelo desenvolvido e pelo Franc2D na situagédo de
controle do incremento de deslocamento. Foi mostrado que o esquema de solugédo baseado no
controle do comprimento da fissura é capaz de fornecer a resposta completa da estrutura,
incluindo a regido de snap-back. Além disso, o caminho de crescimento da fissura obtido
numericamente apresentou boa correlacdo com o determinado experimentalmente.

Ja no segundo exemplo, verificou-se uma boa relagdo entre a resposta estrutural obtida
neste trabalho e as respostas de referéncia. As diferencas encontradas decorrem,
principalmente, das diferengas entre os métodos numéricos empregados na solucdo do
problema mecanico. Por meio deste exemplo também se observou a capacidade do cédigo
desenvolvido de representar satisfatoriamente o fendmeno de coalescéncia entre fissuras, o
que ¢é imprescindivel na avaliacdo de corpos multifissurados.
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