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Abstract. This paper presents a numerical analysis of bending plates considering Reissner's
hypothesis. A truly meshless method designated Meshless Local Petrov-Galerkin Method is
used to obtain a linear system of equation. In order to enforce essential boundary conditions
a direct interpolation process is applied using the function shape obtained with the
collocation method. The formulation is based on the equilibrium equation leading to the
equation system in terms of displacement. Reissner's theory takes account the deformations in
thickness of plates, which does not occur in Mindlin's theory. Results obtained by the
application of the presented formulation are discussed in this work, considering plates with
different geometries, loads and boundary conditions. Furthermore, results are compared with
the Kirchhoff’s hypothesis to assess the formulation.

Keywords: Reissner plate, Truly meshless method, Meshless Local Petrov-Galerkin, Local
Moving Least Square
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1 INTRODUCAO

Uma caracteristica vantajosa dos métodos sem malhas ¢ a possibilidade de resolugdo de
problemas de valores de contorno sem o uso de malhas ou células.

Como o desenvolvimento dos métodos sem malhas, (Zhu et al.,1998) apresentam o
primeiro método classificado de “verdadeiramente sem malha” por ndo necessitar de nenhum
tipo de elemento, seja no processo de interpolacdo ou no processo de resolugdo das integrais.
Este método foi denominado Element Free-Local Boundary Integral Equation (EF-LBIE) e
apresentou excelentes resultados para equag¢do de Laplace e Poisson. Por outro lado, a
principal dificuldade do método residia no tratamento de integrais singulares. No mesmo ano,
(Atluri e Zhu, 1998) apresentam uma nova formulagdo de problema de potencial linear
baseada na forma fraca simétrica local da equacgado diferencial, denominada Meshless Local
Petrov-Galerkin (MLPG). O método das penalidades ¢ utilizado para impor as condigdes de
contorno essenciais € a aproximagao das variaveis ¢ feita com a utilizacdo do método dos
minimos quadrados moveis.

Com o avango das técnicas verdadeiramente sem malhas, em especial o MLPG, varias
formulagdes surgiram para o estudo do comportamento de placas finas e espessas, cabendo
destacar o trabalho de (Soric et al., 2004), no qual ¢ apresentado uma formulagdo para analise
de placas com consideragdo de deformagdo por cisalhamento através do uso da cinematica do
continuo tridimensional. Um processo de interpolacao linear ao longo da espessura da placa
para obter os deslocamentos no plano, enquanto uma interpola¢do quadratica ¢ utilizada para
os deslocamentos transversais com o objetivo de evitar o efeito de “locking ™.

No trabalho de (Xia et al., 2011) o MLPG ¢ utilizado para o desenvolvimento de uma
formulacao para o problema elasto plastico considerando a teoria de Mindlin. Os autores
utilizam uma funcdo de forma composta, formada por uma funcdo de base radial e uma
funcdo de base polinomial, mantendo a propriedade do Delta de Kronecker e
consequentemente ndo necessitando de tratamentos adicionais para a imposi¢ao das condigdes
de contorno essenciais. Para a fase nao linear, ¢ utilizado o algoritmo iterativo incremental de
Newton-Raphson.

A teoria de Mindlin, proposta por (Mindlin, 1951), também chamada de Teoria de
Deformacao de Cisalhamento de Primeira Ordem, ¢ destinada a placas finas e moderadamente
espessas. A principal diferenga entre a teoria de Mindlin e a teoria classica de Kirchhoff
(Kirchoff, 1850) esta na composicdo do deslocamento transversal, uma vez que, na teoria de
Mindlin o deslocamento transversal ¢ composto por deformagdes oriundas do esforgo de
flexdo e também do esforco de cisalhamento. Com frequéncia a teoria de Mindlin ¢
confundida com a teoria de Reissner, apresentada em (Reissner, 1945) e (Reissner,1947), e €
chamada de teoria de Reissner-Mindlin, uma vez que, sdo teorias semelhantes e que
conduzem a resultados semelhantes. Cabe ressaltar, conforme demonstrado em (Wang et al.,
2001), que apesar da similaridade no equacionamento e nos resultados, as duas teorias foram
propostas de forma independente e sdo essencialmente diferentes.

A teoria de Reissner ¢ obtida a partir do principio variacional da energia de deformacao
complementar, com a hipotese de distribuigdo linear das tensdes devido a flexao e distribuigcao
quadratica das tensdes cisalhantes, ambas ao longo da espessura. Ja a teoria de Mindlin ¢
desenvolvida com a consideracao da variacdo linear dos deslocamentos ao longo da espessura
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da placa, tendo como consequéncia a inexisténcia de deformagdes na dire¢do da espessura, ou
seja, desprezando as tensoes o033. Tal fato ndo ocorre na teoria de Reissner, uma vez que,
devido as hipdteses assumidas, tem-se obrigatoriamente uma variagdo ndo linear dos
deslocamentos ao longo da espessura e com isto, a formulagao proposta por Reissner faz
consideracdo de deformagdes que ocorrem na dire¢do ortogonal ao plano médio da placa.

Neste trabalho a formulacao desenvolvida em (Xia et al., 2011) ¢ modificada para atender
as hipoteses de Reissner com a utilizagdo de uma regido ndo convencional no processo de
integragdo. Na nova formulagdo a funcdo de interpolacdo do ponto base ¢ utiliza para
aproximar as varidveis em cada ponto de Gauss, diminuindo muito o custo computacional. A
funcdo de ponderacao utilizada ndo apresenta a propriedade do delta de Kronecker, sendo que,
para imposi¢do das condi¢des de contorno essenciais, utiliza-se um processo de interpolacao
direta. Desta forma, a propria funcdo de interpolagdo, obtida no método dos minimos
quadrados moveis, ¢ utilizada para modificar a matriz K no sistema de equagdes lineares.

2 EQUACOES BASICAS DA TEORIA DE PLACAS DE REISSNER

O principal efeito da consideracao das deformagdes por cisalhamento transversal € que,
na placa deformada, o mddulo da rotagdo da secdo transversal @, difere do modulo da
inclinacao da superficie média w,,, conforme apresentado na Fig. 1.

rficie média
mdeforinada

¢

Supetfjcie média
fletida

Figura 1. Representacdo da deformacéo por cisalhamento transversal (Konda,2008)

Na Fig. 2 ¢ apresentado um elemento de placa, com identificagdo de sua superficie média
e ainda a orientacdo do sistema de eixos coordenados juntamente com a orientagdo positiva
dos deslocamentos generalizados.
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Superficie
média

Figura 2. Sistema de coordenadas e orientacio dos deslocamentos da placa

A base da teoria de Reissner ¢ constituida por um sistema de oito equagdes diferenciais
de primeira ordem, sendo trés equagdes relativas ao equilibrio de forgas e cinco equagdes
relativas as relacdes entre esforgos e deslocamentos. A partir da Fig. (3), pode-se escrever as
expressoes para o equilibrio de forgas. Para a dire¢do X3 obtém-se:

Qi,i + g = 0 i = 1,2 (1)
onde g ¢ o carregamento distribuido sobre a superficie da placa.

Do mesmo modo, através do equilibrio de momentos nas dire¢des X; e X,, obtemos:

M;j;j—Q;=0 L,j=12 (2)
X3
(8] +
Q2 M11
MIE"/\\ Xe
Ma1

: Ma1 + oMaicixe Me2 + aMgacixe
’// X2 . Xe
Miz + SMiaciX1
g X1
f 1 AN
//l i\ Q2 + 3Qecixe
M1t + 3Mudxi axe
X1
X1
Q1 + dR1dX1
aXi

Figura 3. Esforcos atuantes em um elemento de placa. Adaptado de (Konda,2008)

As relagdes entre os esforcos e os deslocamentos sdo obtidas a partir da extremizagdo de
um funcional escrito em termos de tensdes e deformagdes e sao dadas por:

Mi1 = D(¢11 + Vo) + (1—1;)/'12 g "
Myy = D(¢o2 + V1) + (1—1;)/'12 g ”
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M, = D(lz_V) (¢1,2 + ¢2,1) ®)
Q=222 (¢ + ws) (6)
Q=222 (g +ws) (7

Onde D ¢ a rigidez a flex@o da placa e A4 ¢ uma constante caracteristica da teoria de Reissner,
sendo dados por:
_ Et®
T 12(1-v2)

(8)

Sendo E e v, 0 mdédulo de elasticidade longitudinal e o coeficiente de Poisson do material que
constitui a placa, respectivamente.

As tensdes tangenciais sao consideradas nulas nas faces da placa e na auséncia de forgas
normais nos bordos, para uma placa constituida de material elastico linear, homogéneo e
isotropico, pode-se concluir que a superficie média da placa ¢ coincidente com a superficie
neutra. Desta forma, as componentes de tensdo 0;; variam linearmente ao longo da espessura,

sendo dadas por:
12 .
0;j = t_3Mijx3 L] = 1,2 (9)

A partir da Eq. (9) ¢ possivel escrever a expressdao para a tensdo g;3 € posteriormente a
expressao para a tensao gz3. Logo:

05 = X [1 - (Zﬁ)z] =12 (10)

t

X3 X3 2
oo =22 - (2]
3 MLPG PARA O PROBLEMA DE FLEXAO DE PLACAS

O conceito geral do MLPG foi apresentado por (Atluri et al., 2002). A formulacao
apresentada neste trabalho ¢ baseada no MLPGI, no qual a fun¢do de forma ¢ obtida a partir
do Método dos Minimos Quadrados Mdveis (MMQM) e a fungdo de ponderagdo ¢ a mesma
utilizada para ponderar o residuo quadratico no MMQM.

A forma fraca local das equacdes de equilibrio ¢ obtida a partir do método dos residuos
ponderados aplicado as Eq. (1) e Eq. (2), para um subdominio local . Tem-se:

Jo, wi(Qui + g)dQ =0 i=1,2 (12)

fﬂs wy(M;j; —Q)da=0 i,j=12 (13)
Onde w; ¢ a funcdo de ponderagao utilizada para ponderar o erro quadratico no MMQM.

O desenvolvimento algébrico para obtencdo do sistema de equagdes discretizado ¢
analogo ao apresentado por (Xia et al., 2011) para a teoria de Mindlin, diferindo apenas pelos
termos integrais que compdem o vetor de cargas nodal f;, correspondente a um n6 L
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qualquer. A matriz de rigidez k;, obtida a partir das relagdes dadas pelas Eq. (3) a Eq. (7), ¢
idéntica nas duas teorias e ¢ dada por:

k, = fn V;LDfodQ + fn Vi DyB,dO — fr WingD;B;drl — fr Win,D,B,dr(14)
O vetor de cargas nodal, para um né L qualquer, para a teoria de Reissner ¢ dado por:

fo=f. Win:gGydl + [ Win,G,dl + [, W[ bdQ— [, V[, RAQ + [. W]n RdT(15)

Sendo:
owy,
ox, 0 O
owyp,
Ve = 0 ox, 0 (16)
owy ow,
dx, 0x4
ow
WL 0 Ff
VoL = awy, (17)
0 WL a_xz
D Dv 0
_|Dv D 0
D, = (18)
f _
_0 0 D(12 V)
[D(1-v)A? 0
_ 2
Dy = D(1-v)A2 (19)
0 2
r 01 0pn
™ o 0 .. s 0 0
_ 991 9¢n
By = 0 ox, o .. 0 ox, 0 (20)
G991 01 o Oen O0n
Lox, 0x; "t 0xy 0xq
[ 0p4 0pn
o1 O o ¢on O e
By = 90 99 (21)
0 o1 - 0 ¢on -
axz axz
ng, 0 n,
L0 0 O
0 O
n,=|0 o] (23)
[Ny n,
Or =My My Mypo]” (24)
G, =101 Q" (25)
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T
(1-v)A2 (1-v)A2

A énfase () faz referéncia aos valores dos esfor¢os prescritos no contorno. n, € n, sao
as componentes da dire¢cdo normal ao contorno, apontada para fora do dominio do problema.
@ ¢ a funcdo de forma, obtida a partir do MMQM, utilizada para escrever os deslocamentos
do n6 L em fungdo dos valores nodais dos pontos que compdem o subdominio local do né L.

A énfase () refere-se aos valores aproximados e () refere-se aos valores ficticios nodais
utilizados para aproximar os deslocamentos no ponto L.

(¢?1(1)W

¢2(1)

_ ¢1 (pl 0 0 (pn 0 O W(l)
uL=q§2=O‘P10 0 oy 0<A5> (27)

w 0 0 ®1 0 0 Pn ¢1(n)

¢A)2(n)

\ Wen) J

Desta forma, obtém-se um sistema de trés equagdes para o n6 L, com trés incognitas
relacionadas para cada ponto que constitua seu subdominio. Ao escrever o sistema de
equacdes para cada ponto que compde o dominio do problema, obtém um novo sistema de
equagoes lineares, que pode ser escrito na forma:

KinxsmUsvx1) = Fanx (28)

A funcao adotada para ponderar o erro quadratico no MMQM foi a Gaussiana com
consideracdo do raio do subdominio. Desta forma, devido a auséncia da propriedade do delta
de Kronecker, decidiu-se pela imposi¢do das condigdes de contorno essenciais, utilizando-se
as fungdes de forma obtidas no MMQM. Assim, para cada condi¢do de contorno essencial
prescrita no nd, tem-se uma linha da matriz K alterada, referente ao n6 que possui a condi¢ao
de contorno essencial prescrita, de modo a atender uma ou mais das seguintes expressoes:

(b1
¢2(1)
¢1 (pl 0 0 (pn 0 O W(l)
U, =u,=4¢,(=[0 o1 O 0 ¢@p 0] i ¢ (29)
Y 0O 0 ¢4 - O 0 o¢n ¢1(n)
¢2(Tl)
\ Wen) J

A solucao do sistema global, fornece resultados em termos de valores ficticios, sendo
que, os deslocamentos reais aproximados sdo obtidos pela Eq. (27).
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4 PROPOSTA DE INTEGRACAO NAO CONVENCIONAL

As integrais que compdem as Eq. (14) e Eq. (15) sdo resolvidas numericamente, em geral
utilizando-se um processo de quadratura, sendo que as fungdes devem ser avaliadas em cada
ponto de quadratura. No processo de integracdo usual, utilizado no MLPG, para cada ponto de
quadratura, constréi-se uma funcao de forma a partir de do subdominio do proprio ponto de
quadratura, elevando consideravelmente o custo computacional, uma vez que, a quantidade de
pontos de quadratura € muito superior a quantidade de nés para analisar o problema. Uma das
alternativas para se evitar a constru¢cdo de um subdominio local para cada ponto de quadratura
¢ a utilizacdo do dominio de influéncia para a constru¢ao da fungdo de forma para o ponto de
quadratura.

Neste trabalho, utiliza-se para integragdo numérica a regra de quadratura Gaussiana. A
func¢do de interpolagdo, construida para o ponto base a partir do MMQM, ¢ valida para
qualquer ponto dentro do subdominio do ponto base. Sendo assim, a funcdo de forma do
ponto base ¢ utilizada para aproximar as varidveis em cada ponto de Gauss, dispensando a
constru¢do de uma nova fun¢ao de forma especifica para o ponto de Gauss. Com isto, tem-se
um custo computacional muito menor quando comparado ao processo de integragdo
convencional, inclusive quando feito a partir dos dominios de influéncia.

Da mesma forma que no processo de integracdo convencional, diversos fatores
influenciam diretamente a precisdo dos resultados, como por exemplo, o tamanho do
subdominio do ponto base, pontos utilizados na constru¢do da funcio de forma, o tamanho do
dominio de integragao e outros.

Na Fig. 4, a esquerda ¢ apresentado o processo de integracdo no qual cada ponto de
Gauss possui um subdominio local especifico, utilizado para construir uma funcao de forma
para o ponto de quadratura. Desta forma, cada subdominio local do ponto de quadratura pode
conter uma quantidade diferente de pontos para obtencao da fungdo de forma. Neste processo
de integracdo, obtém-se uma precisdo maior na aproximacao das fung¢des nos pontos de
quadratura, uma vez que, cada ponto de quadratura tem sua propria funcdo de forma. Em
contrapartida, devido a grande quantidade de pontos de quadratura, o custo computacional
torna-se elevado na obtengao das funcdes de aproximagao.
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. 5 s;ubdor-ninio de int'egragéc; . s P s.ubdor;‘linio de int'egragéc: .
3 L
. s 3 + °
L ] L ]
- id * L ] *
f L ] [ ] L ] L ] r 1 L ] L ] L ]
. .\— subdominioc local do . o
L. * o ponto de quadratura+ L = o _S'quom,'"'c’ de
. . . & b . " . influéncia
- [
o * . i ' . Q °* ¢« e ’ .
* ponto base * ponto base
+ ponto de quadratura *+ ponto de quadratura
* pontos pertencentes ao subdominio * ponto com subdominio de influéncia
do ponto de quadratura contendo o ponto de quadratura +
Qs subdominio local Qs subdominio local

Figura 4. Processos de integracio usuais.

Na Fig. 4, a direita tem-se um processo de integragdo semelhante ao descrito
anteriormente. A diferenca ¢ que, ao invés de se construir um subdominio local para cada
ponto de Gauss, constrdi-se um subdominio de influéncia para cada ponto utilizado na
discretizagdo do dominio do problema. A fun¢do de forma para cada ponto de Gauss ¢
construida a partir dos pontos cujos subdominios de influéncia contenham o ponto de
quadratura. Desta forma, pode-se construir uma funcdo de forma especifica para cada ponto
de Gauss sem a necessidade de montar um subdominio para cada ponto de Gauss. Como a
quantidade de pontos utilizados para discretizar o problema ¢ muito menor que a quantidade
de pontos de quadratura, tem-se uma redugdo significativa no custo computacional sem afetar
a precisao.

Sabendo que a fun¢do de forma ¢ valida para um subdominio local, na Fig. 5 ¢
apresentado o processo de integracdo utilizado neste trabalho. Este processo de integracao nao
convencional, emprega as fungdes de forma dos pontos utilizados para discretizar o dominio
do problema, para aproximar também as funcdes nos pontos de quadratura.
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subdominio de int-egragéc; -

'\—Eubdominig local
Q L L .

* ponto base
+ ponto de quadratura

* pontos pertencentes ao subdominio do ponto base
Qs subdominio local

Figura 5. Modelo de integracio utilizando a fun¢ao de forma do subdominio local.

Nos processos de integragdo usuais, os pontos do subdominio de integracdo ou os pontos
cujos dominios de influéncia contenham o ponto de integragcdo, sdo responsaveis pelos
elementos ndo nulos das linhas da matriz K. J& no processo utilizado neste trabalho, apenas os
pontos que compdem o subdominio local do ponto base sao responsaveis pelos elementos nao
nulos da matriz K.

5 APLICACAO NUMERICA

Um exemplo ¢ apresentado agora para demonstrar o desempenho da formulagao
apresentada. Uma placa quadrada apoiada em todas as bordas ¢ analisada. A solugdo analitica
da estrutura em estudo esta disponivel para a teoria de placas finas e sera utilizada para avaliar
os resultados obtidos.

A placa possui aresta com dimensao de 4m, espessura de 0.08m e carga distribuida de
0.64KN/m? negativo. Um total de 289 pontos foram utilizados para representar o dominio e
contorno do problema através de uma distribuicao homogénea, ou seja, 64 pontos no contorno
e 225 pontos no dominio. O coeficiente de Poisson adotado ¢ 0,3 e o modulo de elasticidade
longitudinal ¢ 2000GPa. Para obtencao das funcdes de forma utilizou-se base monomial de
ordem quadratica e um minimo de 10 pontos para cada subdominio local. O subdominio de
integragao considerado foi coincidente com do subdominio local de cada ponto.
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0.008

0.006 @—
8
0.004 e
0.002 \E‘- —8— Resultado
i analitico
0
0 1 3 ™ ) '
( 3 L R
0.002 o formulacdo
5 proposta
-0.004 h ¥
H__mh._
-0.006 .
0.008

Figura 6. Rotacdo na direcio 1

As rotagdes nas direcdes 1 e 2 sdo apresentadas nas Fig. 6 e Fig 7. Os valores se
aproximam da solugdo analitica. Na Fig. 6 pode-se observar diversas regides com oscilagdes
que, em geral, ocorrem devido a matrizes mal condicionadas. Cabe destacar, que as mesmas
matrizes sao utilizadas na obtencdo dos deslocamentos apresentados nas Fig. 7 e Fig. 8, e
estas ndo apresentam nenhuma regido com perturbacdo caracteristica de matrizes mal
condicionadas. As origens das perturbacdes na Fig. 6 ainda estdo sendo estudadas.

0.008
0.006
0.004
0.002 ®— Resultado
analitico
I g gttty
0 1 . 3 4 —®—formulagdo
0.002 proposta
0.004
-0.006
0.008

Figura 7. Rotacio na direcio 2

O deslocamento transversal, apresentado na Fig. 8, foi consideravelmente menor que a
solucdo analitica, cabendo ressaltar que esta a pesquisa que deu origem a este trabalho ainda
estd em andamento.
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=

PR ), 1 2
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[
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0.005 g g
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0.006

D.007

0.008

Figura 8. Deslocamento transversal

6 CONCLUSOES

Avaliar as fungdes em cada ponto de Gauss a partir das fungdes de forma obtidas para
cada ponto do problema, evita a constru¢ao de fungdes de forma para pontos de Gauss,
permitindo assim, uma redugdo considerdvel do custo computacional. Ao final da fase de
processamento, a formulacdo fornece os deslocamentos nodais ficticios e a obtencao dos
deslocamentos reais fica condicionada a utilizacdo da fun¢do de forma de cada ponto do
problema. A desvantagem da formulagdo proposta ¢ a instabilidade nos resultados quando da
variagdo do tamanho do suporte de integracdo ou da quantidade de pontos utilizados na
montagem do suporte local dos pontos do problema.

Vale dizer que mais estudos estdo sendo realizados sobre esta formulagdo, incluindo o
uso de nos de Chebyshev para distribui¢do de pontos e também diversas relagdes entres o
tamanho do subdominio local de cada ponto e o tamanho ou forma do dominio de integragao
na tentativa de se obter resultados mais estaveis e precisos.
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