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1  INTRODUÇÃO 

 

Os elementos de fundações são os responsáveis pela transmissão das cargas provenientes 
da superestrutura para o solo, por isso seu projeto e dimensionamento são de extrema 
importância para a utilização segura e continuada da estrutura. A base para o projeto deste 
elemento advém, primeiramente, da determinação da capacidade de carga, ou tensão 
admissível do solo, sendo esta obtida a partir de sondagens no terreno no local onde a 
estrutura será construída. O valor encontrado em cada um dos pontos sondados determinará a 
utilização da configuração mais adequada de fundação para este local, podendo esta ser do 
tipo direta ou do tipo indireta. O projeto de fundações diretas, também referidas como 
superficiais ou rasas, pode ser feito através de sapatas ou blocos de fundação. Assim, a 
escolha do tipo mais adequado para transmitir as forças atuantes da estrutura será determinada 
em função do projeto estrutural e das características do solo. 

As sapatas são elementos de volume, que têm como função transmitir os esforços, 
provenientes de um pilar para o solo, através de uma área superficial determinada em função 
das dimensões da base deste elemento. Por ser um elemento que fica circundado e encoberto 
tanto pela própria superestrutura como pelo solo, sua inspeção visual é de difícil consecução, 
o que exige que seu projeto, dimensionamento e execução sejam realizados com o máximo de 
cuidado e segurança. 

No Brasil, o projeto e dimensionamento das sapatas é realizado através do Método das 
Bielas e Tirantes (Velloso & Lopes, 2011 p.132) e normalizado através das normas técnicas 
ABNT NBR 6118:2014 e NBR 6122:2010. Este método adota uma analogia, para o 
dimensionamento da sapata de concreto armado, com uma treliça, onde faixas do concreto 
estão resistindo aos esforços de compressão e as armaduras de aço, localizadas na base do 
elemento, encontram-se resistindo aos esforços de tração. 

Existem diversas soluções possíveis com relação as dimensões geométricas e 
características dos materiais utilizados no dimensionamento de uma sapata, mas dentre estas, 
é possível encontrar uma solução considerada como ótima, atendendo objetivos específicos, 
tais como um menor custo, menor peso, menor prazo de execução, dentre outros. Inicialmente 
o dimensionamento é realizado a partir da tensão admissível do solo, e da carga proveniente 
de um pilar, permitindo-se encontrar uma área, e, a partir desta, atribuir valores iniciais para 
as dimensões preliminares das arestas da base da sapata. Este pré-dimensionamento 
geométrico do elemento será aferido através da realização de verificações a partir desta 
geometria inicial, devendo atender as condições e aos critérios e estabelecidos, se estes não 
forem satisfeitos, uma nova geometria é adotada, provocando um novo processo de. Na 
pratica usual da engenharia este dimensionamento está sujeito a experiência do projetista, 
onde este definirá se a solução encontrada satisfaz os critérios propostos para utilização do 
elemento de fundação. Este tipo de processo não garante que uma solução ótima seja a 
escolhida, pois critérios extra técnicos podem ser utilizado pelo profissional responsável pelo 
projeto, tal como uma maior dimensão para garantir uma maior segurança além daquelas 
estabelecidas em norma. 

As técnicas de otimização, provenientes da pesquisa operacional, estão sendo cada vez 
mais utilizadas com o objetivo de encontrar soluções que, ao mesmo tempo sejam econômicas 
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e que mantenham a segurança de elemento de fundação dentro dos padrões estabelecidos em 
norma. 

Objetiva-se neste trabalho apresentar uma formulação computacional do problema de 
otimização de uma sapata isolada rígida utilizando o Método das Bielas e Tirantes. Para a 
consecução deste objetivo foi utilizado o pacote computacional Matlab para a formulação e 
implementação das equações necessárias objetivando encontrar um valor ótimo para o menor 
custo de uma sapata isolada rígida, através de suas dimensões e propriedades dos materiais 
envolvidos na sua concepção. 

 

2  DIMENSIONAMENTO DE SAPATAS RÍGIDAS  

 

2.1 Prescrições da ABNT NBR 6118:2014 

 

A ABNT NBR 6118:2014 define sapatas como sendo estruturas de volume usadas para 
transmitir ao terreno as cargas de fundação, podendo ser consideradas rígidas ou flexíveis. 
Para o modelo de cálculo e dimensionamento das sapatas, o método das bielas pode ser 
utilizado, onde a norma brasileira admite modelos tridimensionais lineares ou modelo biela-
tirante tridimensionais, podendo quando for o caso, utilizar modelos de flexão.  

 

2.2 Método das bielas e tirantes 

 

O método das bielas é aplicado a sapatas rígidas (da Silva, 1998) e consiste em admitir 
uma treliça espacial idealizada no interior da sapata composta por barras tracionadas e 
comprimidas, unidas por meio de nós. Neste caso, as barras comprimidas são denominadas 
bielas e representam a compressão do concreto e as barras tracionadas são denominadas 
tirantes e representam as forças de tração das armaduras.  

Como não há flexão numa sapata rígida e nem o excesso de compressão do concreto na 
proximidade do pilar, não há necessidade de verificar o esforço cortante. Portanto, o método 
consiste no cálculo dos esforços de tração na armadura, para determinação posteriormente da 
área de aço para resistir a tais esforços.  
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3  FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

 

Para otimizar o dimensionamento de sapatas isoladas de fundações, tendo como base o 
custo, tem-se a função objetivo e restrições continuas e não lineares. A partir destas 
características foi escolhido três métodos de programação matemática não-linear para este 
trabalho. Dentro dos pacotes do Matlab existem alguns destes métodos implementados, como 
o método dos pontos interiores (IP), o método de programação quadrática sequencial (SQP) e 
o método do algoritmo genético (GA), os quais foram escolhidos para o presente estudo 
devido a eficiência na obtenção dos resultados para este tipo de problema. A formulação dos 
métodos escolhidos para o problema de otimização está descrita na Eq. (1). 

 

minimizar )(xf  tal que 






















,

.

0)(

0)(

ubxlb

beqxAeq

bxA

xceq

xc

           

(1) 

onde: 

x  - é o vetor das variáveis do problema; 

b - o vetor resposta do sistema de inequações lineares; 

beq - o vetor resposta do sistema de equações lineares; 

lbe ub - vetores de limite superiores e inferiores do valor das variáveis; 

A  - a matriz do sistema de inequações lineares; 

)(xc  - o vetor que contém as inequações não lineares do problema; 

)(xceq  - o vetor que contém as equações não lineares do problema; 

)(xf  - a função objetivo do problema; 

ox  - o vetor com uma solução inicial viável do problema. 

 

3.1 Formulação pelo método das bielas e tirantes 

 

Utilizando o método das bielas para o dimensionamento de sapatas rígidas e adequando-o 
para a formulação de problema de otimização encontra-se, em Fig.1, as variáveis do 
problema. A altura total da sapata (H) e o ângulo de inclinação da sapata (ߚሻ não são tomadas 
como variáveis do problema, porém são dependentes das mesmas, sendo calculadas segundo 
as prescrições da ABNT NBR 6118:2014, alínea 22.6.1. Já a altura da sapata na extremidade 
(ho) é um valor pré-estabelecido de altura maior ou igual a 25cm.  
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sendo que: 

ܲ ௦ܲ ൌ ቂቀுି௛೚
଺
ቁ ሾሺ2ݔଵ ൅ ܽ௢ሻݔଶ ൅ ሺ2ܽ௢ ൅ ଵሻܾ௢ሿݔ ൅ ଶ݄௢ቃݔଵݔ  ௖        (4)ߛ

 

onde: 

ௗܸ - carga solicitante de cálculo; 

௥ܸௗଶ - tensão nas bielas (ruptura por compressão diagonal); 

 ;fator de segurança contra tombamento, 1,5 - ܵܨ

௞ܰ – força normal característica do pilar; 

ܲ ௦ܲ - peso próprio da sapata; 

 ;altura total da sapata junto à face do pilar - ܪ

݄௢ - altura da sapata na extremidade; 

 ;௖ - peso especifico do concretoߛ

 ;௔ - momento solicitante na direção xܯ

 ;௕ - momento solicitante na direção yܯ

 ;௠௔௫ - tensão máxima exercida pela sapataߪ

 ;௟௜௠ - tensão admissível do soloߪ

݁௔ - excentricidade na direção x;  

݁௕ - excentricidade na direção y; 

ܽ௢ - comprimento do pilar na direção x; 

ܾ௢ - comprimento do pilar na direção y. 

 



Proceedin
P.O. Fari
Brazil, N

 

4  FO

 

As 
desenvo
quadráti
exemplo
dimensi
do méto

 

4.1 

 

O p
vertical 

 L

 L

 C

 A

 T

 R

 

 

ngs of the X
ia, R.H. Lope

November 5-8, 

ORMULA

soluções o
olvido que 
ica sequenc
os existen
ionamento o
odo das biel

Exemplo 
carga ver

primeiro ex
apresentad

Largura do 

Largura do 

Carregamen

Altura da sa

Tensão limi

Resistência

XXXVIII Iber
ez, L.F.F. Mig
2017. 

AÇÃO DO

otimizadas a
utiliza o m

cial (SQP) 
ntes na l
otimizado f
las. 

1 – sap
rtical 

xemplo é de
da na Fig. 2 

pilar em x 

pilar em y 

nto vertical 

apata na ext

ite do solo (

a do concret

Figura 2. Sap

rian Latin-Am
guel, W.J.S. G

O PROBL

apresentada
método dos

e o métod
literatura p
foi realizado

pata retan

e uma sapat
e solução d

(ao) = 80cm

(bo) = 30cm

(Nk) = 1890

tremidade (h

255 = (௟௜௠ߪ)

o ( ௖݂௞) = 20

pata retangul

Jéssica S. L

merican Cong
Gomes,  M. N

LEMA 

as nos exem
s pontos int
do de algor
para valid
o duas veze

ngular co

ata retangula
dada por Cam

m 

m 

0kN 

ho) = 50cm

5kPa 

0MPa 

lar com altur

Lourenção. Em

gress on Com
Noronha (Edi

mplos foram
teriores (IP
ritmo genét
dação do 
es para cada

om altur

ar com altu
mpos (2015

ra variável e c

merson G. S. A

mputational M
itores), ABM

m obtidas a
P), o métod
tico (GA) e

software 
a exemplo a

ra variáv

ura variável
5). Dados do

carga vertica

Andrião, Élci

CILAM

Methods in En
MEC, Florianó

através do 
do de prog
e comparad

desenvolv
atendo as re

vel subme

l submetida
o problema:

al   

o C. Alves 

MCE 2017 

ngineering 
polis, SC, 

software 
ramação 
dos com 
vido. O 
estrições 

etida a 

a a carga 
: 

 



Dimensio

 

Proceedin
P.O. Fari
Brazil, N

 

Na 
e o cus
literatur
otimizad
sequenc
sendo q
tirantes.

 

Tab
vertical 

 

A T
Foi rea
dimensi
são pró
possuem

 

Tab

 

O d
menor d
método

 

onamento otim

ngs of the X
ia, R.H. Lope

November 5-8, 

Tabela 1 é 
sto dos três
ra, apresent
do pelo pro
cial (SQP). 
que os três 
. 

bela 1. Res
 

Tabela 2 apr
alizada um
ionamento o
óximos da 
m os mesmo

bela 2. Resu

dimensionam
do que o c
. 

mizado de sapa

XXXVIII Iber
ez, L.F.F. Mig
2017. 

apresentad
 softwares 
tado por C
ocesso dos p
Já o quarto
softwares 

sultados da

resenta o vo
ma compara

otimizado p
realidade, 

os resultado

ultados dos 

mento otimi
custo de C

atas isoladas

rian Latin-Am
guel, W.J.S. G

a as dimens
desenvolvi
ampos (20
pontos inter
 é o dimens
desenvolvi

s restrições

olume de co
ação somen
pelo algoritm
e além di

os.   

custos do ex

izado por m
ampos (201

merican Cong
Gomes,  M. N

sões, a altur
idos. O prim
15). O seg
riores (IP e 
sionamento
idos atende

s da sapata

oncreto, a qu
nte entre o
mo genético
isso, os do

xemplo 1 

meio do algo
15), atende

gress on Com
Noronha (Edi

ra, o ângulo
meiro é o d

gundo e ter
pelo proces
 otimizado 

em as restri

a retangular

uantidade d
o exemplo 
o, pois os r

ois outros d

oritmo gené
endo a toda

mputational M
itores), ABM

o de inclinaç
dimensiona
ceiro são o
sso de progr
pelo algorit
ições do m

r com altur

de aço e o cu
existente 

esultados g
dimensiona

tico apresen
as as restriç

CILAM

Methods in En
MEC, Florianó

ção, as área
amento exis
o dimension

gramação qu
tmo genétic

método das 

ra variável 

usto final d
na literatu

gerados pelo
amentos oti

ntou um cus
ções impos

MCE 2017 

ngineering 
polis, SC, 

as de aço 
stente na 
namento 
uadrática 
co (GA), 
bielas e 

e carga 

a sapata. 
ura e o 
o mesmo 
imizados 

 

sto 0,6% 
stas pelo 

 



Proceedin
P.O. Fari
Brazil, N

 

4.2 

 

Nes
vertical 

 L

 L

 C

 M

 M

 T

 R

 

 

Na 
dimensi
dimensi
projetad

 

Tab
vertical 

ngs of the X
ia, R.H. Lope

November 5-8, 

Exemplo 
carga ver

ste exemplo
e a flexão o

Largura do 

Largura do 

Carregamen

Momento n

Momento n

Tensão limi

Resistência

Figura 3

Tabela 3 é
ionamento 
ionamentos 
dos são próx

bela 3. Res
e flexão ob

XXXVIII Iber
ez, L.F.F. Mig
2017. 

2 – sap
rtical e a f

o, a sapata
oblíqua, Fig

pilar em x 

pilar em y 

nto vertical 

na direção em

na direção em

ite do solo (

a do concret

3. Sapata reta

é apresenta
existente 
são os pro

ximos à solu

sultados da
blíqua 

rian Latin-Am
guel, W.J.S. G

ata retan
flexão obl

retangular 
g. 3, apresen

(ao) = 400cm

(bo) = 80cm

(Nk) = 6370

m x (Ma) = 

m y (Mb) = 

400 = (௟௜௠ߪ)

o ( ௖݂௞) = 20

angular com a

da os resul
na literatu
ovenientes 
ução ótima 

s restrições

Jéssica S. L

merican Cong
Gomes,  M. N

ngular co
líqua  

r com altur
ntado por M

m 

m 

0Kn 

900kN.m 

1200kN.m

0kPa 

0MPa 

 

altura consta

ltados das r
ura, apresen

dos softwa
encontrada 

s da sapata

Lourenção. Em

gress on Com
Noronha (Edi

om altura

a constante
Musso (2017

ante, carga ve

restrições d
ntado por 
ares desenv

pelo métod

a retangular

merson G. S. A

mputational M
itores), ABM

a constan

e está subm
7). Dados do

ertical e flexão

do exemplo 
Musso (2

volvidos, no
do das biela

r com altur

Andrião, Élci

CILAM

Methods in En
MEC, Florianó

nte subme

metida a um
o problema:

ão oblíqua   

 2. O prim
2016) e os
os quais os
as e tirantes.

ra constant

o C. Alves 

MCE 2017 

ngineering 
polis, SC, 

etida a 

ma carga 
: 

 

meiro é o 
s outros 
s valores 
  

te, carga 



Dimensio

 

Proceedin
P.O. Fari
Brazil, N

 

 

A T
Foi rea
otimizad
realidad
genético
redução

 

 

onamento otim

ngs of the X
ia, R.H. Lope

November 5-8, 

Tabela 4 apr
alizada uma
do pelo alg

de. Além di
o apresento
o no volume

mizado de sapa

XXXVIII Iber
ez, L.F.F. Mig
2017. 

resenta o vo
a comparaç
goritmo gen
isso, observ
u um custo

e de concret

 

atas isoladas

rian Latin-Am
guel, W.J.S. G

olume de co
ção entre o 
nético, pois 
va-se que o 
 17,65% m

to, como tam

merican Cong
Gomes,  M. N

oncreto, a qu
 exemplo 
os resultad
dimensiona

menor do que
mbém na qu

gress on Com
Noronha (Edi

uantidade d
de Musso 

dos gerados 
amento otim
e o custo de
uantidade de

mputational M
itores), ABM

de aço e o cu
(2017) e o
pelo mesm

mizado por 
e Musso (20
e aço. 

CILAM

Methods in En
MEC, Florianó

usto final d
o dimension

mo são próx
meio do al

017), devid

MCE 2017 

ngineering 
polis, SC, 

 

a sapata. 
namento 

ximos da 
lgoritmo 

do a uma 



Proceedin
P.O. Fari
Brazil, N

 

Tab

 

4.3 

Nes
redimen
posterio

 L

 L

 C

 M

 M

 T

 R

 A

 

 

ngs of the X
ia, R.H. Lope

November 5-8, 

bela 4. Resu

Exemplo 
carga ver

 

ste exemp
nsionada pa
ores compar

Largura do 

Largura do 

Carregamen

Momento n

Momento n

Tensão limi

Resistência

Altura da sa

Figura 4

XXXVIII Iber
ez, L.F.F. Mig
2017. 

ultados dos 

3 – sap
rtical e a f

lo, a sapa
ara uma sap
rações em re

pilar em x 

pilar em y 

nto vertical 

na direção em

na direção em

ite do solo (

a do concret

apata na ext

4. Sapata reta

rian Latin-Am
guel, W.J.S. G

custos do ex

pata retan
flexão obl

ata retangu
pata retangu
elação ao cu

(ao) = 400cm

(bo) = 80cm

(Nk) = 6370

m x (Ma) = 

m y (Mb) = 

400 = (௟௜௠ߪ)

o ( ௖݂௞) = 20

tremidade (h

angular com 

Jéssica S. L

merican Cong
Gomes,  M. N

xemplo 2 

ngular co
líqua  

ular com 
ular com al
usto. Dados

m 

m 

0Kn 

900kN.m 

1200kN.m

0kPa 

0MPa 

ho) = 50cm

altura varíav

Lourenção. Em

gress on Com
Noronha (Edi

om altur

altura con
ltura variáv
s do problem

vel, carga ver

merson G. S. A

mputational M
itores), ABM

ra variáv

nstante, do
el apresenta

ma: 

rtical e flexão

Andrião, Élci

CILAM

Methods in En
MEC, Florianó

vel subme

o exemplo 
ada na Fig

o oblíqua   

o C. Alves 

MCE 2017 

ngineering 
polis, SC, 

 

etida a 

2, foi 
. 4, para 

 



Dimensio

 

Proceedin
P.O. Fari
Brazil, N

 

A T
entanto,
genético
retangul
uma altu

 

Tab
vertical 

 

A T
Uma co
sapata r
otimizad
do que 
redução

 

Tab

 

5  CO

 

O d
desenvo
propried
diversas

No 
otimizaç

onamento otim

ngs of the X
ia, R.H. Lope

November 5-8, 

Tabela 5 apr
, é o dimen
o do exem
lar de mesm
ura variável

bela 5. Res
e flexão ob

Tabela 6 apr
omparação e
retangular 
do para um
o custo de

o no volume

bela 6. Resu

ONCLUS

dimensionam
olvido para 
dades e cus
s restrições 

exemplo 
ção fornece

mizado de sapa

XXXVIII Iber
ez, L.F.F. Mig
2017. 

resenta os r
nsionamento
mplo 2 e o
mas solicita
l.  

sultados da
blíqua 

resenta o vo
entre o exem
com altura

ma sapata ret
e uma sapa
e de concret

ultados dos 

SÕES 

mento ótim
estimar o 

stos unitário
impostas pe

1, apresen
e uma reduç

atas isoladas

rian Latin-Am
guel, W.J.S. G

resultados d
o otimizado
o segundo 
ações que o

as restriçõe

olume de co
mplo 2, sap

a variável, 
tangular co

ata retangul
to e na quan

custos do ex

mo de sapata
menor cus

os dos mat
elas normas

ntado por 
ção no custo

merican Cong
Gomes,  M. N

das restriçõe
o pelo softw

dimensiona
o exemplo 2

es da sapat

oncreto, a qu
pata retangu
foi realizad

om altura va
lar com alt
ntidade de a

xemplo 3 

as utilizand
sto total de
teriais utiliz
s vigentes n

Campos (2
o total da s

gress on Com
Noronha (Edi

es do exemp
ware desenv
amento é o
2, porém n

ta retangula

uantidade d
ular com alt
do. Observ
ariável apre
tura constan
ço. 

do técnicas 
este element
zados para 
no país. 

2015), obs
apata de 0,6

mputational M
itores), ABM

plo 3. O pri
volvido por 
o realizado
este exemp

ar com altu

de aço e o cu
tura constan

va-se que o
senta um cu
nte, ocasion

de otimiza
to estrutura
sua constru

serva-se qu
6%, o que i

CILAM

Methods in En
MEC, Florianó

imeiro resul
meio do al

o para uma
plo a mesm

ura variáve

usto final d
nte, e o exe
o dimension
usto 29,88%
nada devido

ação matem
al, baseando
ução, bem c

ue a utiliz
indica uma 

MCE 2017 

ngineering 
polis, SC, 

ltado, no 
lgoritmo 
a sapata 

ma possui 

el, carga 

a sapata. 
emplo 3, 
namento 

% menor 
o a uma 

 

mática foi 
o-se nas 
como as 

ação da 
redução 

 



Jéssica S. Lourenção. Emerson G. S. Andrião, Élcio C. Alves 

CILAMCE 2017 

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering 
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes,  M. Noronha (Editores), ABMEC, Florianópolis, SC, 
Brazil, November 5-8, 2017. 

 

apenas marginal para esta situação, pois a sapata já apresenta dimensões executivas próximas 
as da solução ótima, como pode ser observado pela pequena diferença nas suas dimensões. 
Destarte que a redução de custo obtida pelo menor volume de concreto foi compensado pela 
utilização de uma maior quantidade volumétrica de aço. 

No exemplo 2, apresentado por Musso (2017), apresenta-se uma economia para com o 
custo total da sapata, no valor de 17,65%, pois o processo de otimização possibilitou a 
redução dos volumes de concreto e aço utilizados no dimensionamento deste elemento. A 
redução do custo, neste caso, beneficiou-se de uma redução expressiva dos volumes de 
concreto (aprox. 15%) e aço (aprox. 20%). 

No exemplo 3, pode-se observar como a geometria do tipo de sapata influencia no seu 
custo total. Utilizou-se os dados do exemplo 2 para o dimensionamento e posterior 
comparação de custos entre uma sapata rígida isolada de altura constante com a de altura 
variável, sendo ambas de base retangular. Neste caso, embora os volumes de aço sejam 
praticamente iguais (var. aprox. 0,7%), o custo total foi reduzido através da diminuição do 
volume de concreto (aprox. 24%), o que já era inferido a priori devido as diferenças nas 
formas geométricas destes elemento. 

Embora as técnicas e algoritmos de otimização, utilizados para o dimensionamento de 
elementos estruturais, apresentem uma redução nos seus custos totais, tais como nos exemplos 
anteriormente apresentados, cabe destacar que, em alguns casos (ex. 1), as dimensões obtidas 
em busca da solução ótima não são exequíveis na pratica de engenharia por apresentarem 
valores não inteiros. Por outro lado, como observado nos exemplos 2 e 3, a utilização destas 
técnicas matemáticas possibilitam ao profissional uma analise mais analítica e racional para a 
escolha do tipo, bem como das dimensões deste elemento estrutural, apresentando redução de 
valores expressivos para seu custo total. Isso é mais relevante quando tem-se um projeto onde 
o quantitativo de sapatas isoladas a serem executada influi no custo total acumulado para a 
execução das fundações. 
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