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Resumo. Os fluxos de umidade e calor em meios porosos ndo saturados envolvem o fluxo de
agua liquida, vapor de &gua e Agua adsorvida e o fluxo de calor latente, calor de
umedecimento, conducéo e conveccdo. O modelo matematico que representa esse fenémeno
fisico inclui as equacgdes de fluxo de calor e umidade, garantindo a conservacédo de massa e
energia, levando em consideracdo os principios hidraulicos e termodinamicos que descrevem
o equilibrio entre a fase liquida (dgua liquida e ar dissolvido) e a fase gasosa (ar seco e vapor
de agua). Este artigo apresenta uma formulacdo generalizada do problema acoplado de fluxo
termo-hidraulico que representa a equacgao de equilibrio do fluxo de umidade e de calor em
meios porosos indeformaveis em equilibrio térmico entre as fases. A formulacdo considera a
pressdo da agua, a pressdo do gas e a temperatura como varidveis primarias. Este artigo
também traz a formulacdo do método das diferencas finitas para este problema em condicdes
unidimensionais, a fim de modelar o processo de fluxo na interface solo-atmosfera,
considerando a condicdo de contorno ambiental (precipitacdo, evaporacdo e
evapotranspiragao).

Palavras-chave: acoplamento termo-hidraulico, método das diferencas finitas, solo ndo
saturado.

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC, Brazil,
November 5-8, 2017.



FDM formulation of the coupled thermo-hydraulic flow problem in unsaturated porous media

1 INTRODUCAO

Um meio poroso pode ser definido como um meio constituido por uma fase solida
distribuida espacialmente formando vazios, ou poros. Os meios porosos podem se encontrar
saturados ou ndo saturados a depender da quantidade de agua presente nos poros. A por¢do do
meio poroso que se localiza abaixo do nivel d’agua (ou do lengol freatico) encontra-se saturado
uma vez que todos 0s poros estdo preenchidos por agua. Ja a porcdo do meio poroso situada
acima do lencol freatico encontra-se numa condicdo ndo saturada. Neste caso, tem-se um
sistema multifasico composto por trés fases de matéria: gas, liquido e sélido.

A matéria nas fases liquida e gasosa que ocupam 0s poros pode ser qualquer gas ou vapor
(ou combinagdo dos mesmos), e qualquer combinacéo liquida miscivel ou imiscivel de dois ou
mais liquidos (&gua, 6leo, liquidos de fase ndo aquosa, etc.). Ja a fase sdlida consiste nos gréos
ou particulas do solo e pode variar desde relativamente finos (silte, argila e material organico)
a relativamente grosseiro (areia e cascalho).

No estudo dos solos ndo saturados € preciso levar em considera¢do os principios da
mecénica e hidréulica, e também, principios termodinamicos que descrevem o equilibrio entre
as fases solida, liquida e gasosa; a transicdo da matéria de uma fase para outra e a adsor¢do. As
forcas e energias associadas a essas interagdes multifasicas, por sua prépria natureza, separam
0 comportamento do solo ndo saturado do comportamento do solo saturado (Lu e Likos, 2004).

A importancia de se conhecer o fluxo no solo ndo saturado reside no fato de que esta porcéo
do solo € o elo entre a atmosfera e a 4gua subterranea. A avaliacdo quantitativa do fluxo de
umidade na fronteira entre atmosfera e sub superficie requer o conhecimento das propriedades
do solo e da agua presente nos poros como também das condi¢des ambientais predominantes
na interface solo-atmosfera.

O solo ndo saturado compreende frequentemente materiais de cobertura ou de barreira para
aterros e instalacGes de armazenamento de residuos perigosos de interesse para a comunidade
geo-ambiental. O aumento da preocupacdo nacional e internacional a respeito da satde do
ambiente natural acarretou num maior contingente de regulamentacdes neste quesito e,
portanto, questdes acerca da mecanica dos solos ndo saturados estdo se tornando cada vez mais
comuns.

Os padroes de fluxo, de succdo e de tensdo num meio poroso ndo saturado mudam no
espaco e no tempo em funcédo da variagdo das propriedades do meio devido a presenca de agua
nos poros, bem como das condi¢cdes ambientais (ou atmosféricas) dominantes.

Segundo Nobre e Thomson (1993), o0 mecanismo de transferéncia de calor e de umidade
vem sendo bastante estudado ao longo das ultimas décadas nos campos da ciéncia do solo e da
hidrogeologia, para quantificar a porcao de energia e de dgua fluindo do solo para a atmosfera
e vice-versa; e, para medir a distribuicdo de umidade térmica e isotérmica no solo superficial
devido a infiltrag&o transiente na superficie.

O fenbmeno de fluxos combinados de calor e umidade em solos ndo saturados € de
interesse em uma gama de problemas praticos de engenharia. Como por exemplo: descarte
seguro de residuos nucleares de alto nivel (Thomas e King, 1992), irrigacdo, aquecimento do
solo, sistemas de barreira capilar e hidraulica e desempenho de cabos elétricos de alta tensdo
enterrados.
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Para definicdo de um modelo matematico que descreva um fenémeno fisico da forma mais
fiel possivel, sdo necessérias que também sejam escolhidas adequadamente as varidveis de
estado e material, assim como as leis constitutivas.

2 EQUACAO DE GOVERNO

O fluxo de calor e umidade em meios porosos ndo saturados envolve o movimento de agua
liquida, do vapor de agua, do liquido adsorvido; e o fluxo de calor latente, de umedecimento,
por condugdo e por convecgdo. O modelo matematico que representa este fendmeno fisico
engloba equac6es de fluxo de umidade e de calor garantindo a conservacdo de massa e energia.

As equagOes de equilibrio que governam o fluxo de calor e umidade sdo obtidas
considerando 0 meio poroso constituido por uma matriz sélida (considerada indeformada) com
vazios preenchidos com fases liquida e gasosa. A fase liquida, no entanto, é composta por duas
espécies: agua liquida e ar dissolvido. J& a fase gasosa é composta pelo ar seco e vapor de agua.
Mudancas de temperatura podem modificar o equilibrio liquido-vapor, no entanto, as fases
solida, liquida e gasosa estdo em equilibrio térmico e uma temperatura unica é definida em cada
ponto. De acordo com Dupray et al (2013), esta hipdtese é justificada pela cinemaética
relativamente lenta dos processos de fluxo, que permitem um equilibrio térmico continuo entre
as fases. Para descrever unicamente o estado do material, sdo necessérias trés variaveis de
estado primarias: pressdo de gas (pg), pressédo de agua (pw) e temperatura (T).

As equacOes de balanco de massa sdo escritas em termos dos componentes (ou espécies
guimicas, neste caso sendo a agua e o ar) presentes na mistura e ndo para as fases. Usando esta
abordagem, o termo de troca de fase cancelara nas equacgdes de equilibrio. Nas equacbes que
serdo apresentadas, os indices | e g, estdo relacionados, respectivamente, as fases liquida e
gasosa; enquanto, os indices w, a, ad e v estdo relacionados, respectivamente, as espécies: agua
liquida, ar seco, ar dissolvido e vapor de agua.

Neste trabalho as equagfes de conservagao que governam o problema de equilibrio termo-
hidraulico sdo apresentadas em termos das variaveis de primarias: pressao de agua liquida (pw),
pressao de gas (pg) e temperatura (T).

2.1 RelacOes constitutivas

Neste item séo definidas as funcdes que relacionam as densidades aparente da agua liquida,
do vapor de agua e do ar seco, como também, a entalpia do sistema com as varidveis de estado
pressdo de agua liquida (pw), presséo de gas (pg) e temperatura (T)

a) Densidade aparente da 4gua liquida

A densidade aparente da &gua liquida varia com o estado de pressdo de agua e temperatura
de acordo com a seguinte equacao:

P =Pur (Purs T) = Puuo [ 1+ (/70 ) (Pus =P )= B0 (T-To) | @)

em que yw € o bulk modulus da agua (=2.15GPa); B'w é o coeficiente de dilatagdo térmica da
agua (=0.00013 1/K); e, pwo, pwo € To séo, respectivamente, os valores iniciais da densidade
aparente, pressao e temperatura da agua.
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A variacdo temporal da densidade aparente é dada por:

6pw(pW,T)=apW Py , 9Py OT _( Puo |OPu
ot op, ot OT ot ot

(P2 @

w w

Da mesma forma a variacéo espacial da densidade aparente é dada por:
op op Puo
\% ,T)=—"%Vp, +—=VT="Vp, — VT 3

w W

b) Densidade aparente do vapor de agua

A densidade aparente do vapor de agua pode ser estimada fazendo uso da seguinte relacéo
termodinamica apresentada por Edlefson e Anderson (1943 apud Philip e de Vries, 1957) pela
qual:

Py =Py (PP T) =P (T U, (P P T ) (@)

em que pvo € a densidade de vapor saturado que depende da temperatura; e, ur € a umidade
relativa que depende da pressao de gas, pressdo da agua e da temperatura.

O ar imido contido no poro € assumido como um mistura perfeita de dois gases ideais (ar
seco e vapor de agua). Assim sendo, pode-se utilizar a lei dos gases ideais, pela qual:

— pV,OMW

RT ©)

pv,O
em que My é a massa molar da 4gua (=0.018kg/mol) adotada como a massa molar do vapor de
agua; R ¢ a constante universal dos gases (=4.615x10°cm?/s?K), T é a temperatura expressa em
Kelvin e py,o é a presséo de vapor de agua saturado definida, de acordo com Collin (2003) e
Gerard et al (2008 apud Dupray, 2013), como:

p, o =ae™" (6)

em que a=112.659GPa e b=5192.74K para uma faixa de temperatura entre 273 e 373 K.

A umidade relativa leva em conta fendmenos de adsorc¢éo e efeito capilar no solo. A lei de
Kelvin-Laplace define este parametro como sendo:

o
u = pemet ™
v,0

Vale ressaltar que a Eq. (4) somente pode ser utilizada quando existe um equilibrio local
entre as fases liquida e vapor, situacdo esta, que faz com que suas energias livres sejam iguais.
De acordo com Milly e Engleson (1980) o vapor estara em equilibrio com o liquido em
praticamente todos os sistemas de solo naturais.

A variacdo no tempo da densidade aparente do vapor de agua € dada por:

op, op,o 0T ou, ép, ou op, ou 8T éu, dp,
=U, | —2— |+p,, + +—L——+
at aT at ) "l op, Bt op, &t 8T ot  op, ot

w

(8)

9
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ou ainda, substituindo a Eqg. (2) na Eq. (8), tem-se que:

0
apv — D1 pg + D2 apw aT

+D,—
ot ot ot ot
em que
D. = u —>w
1 pv,O r RTpW
Pwo M,
D, =—|1+(p, - u, —"
2 |: (pg pW)XWij|(pv,0 rRTpWJ

o, -yl Bm

T p,

9)

(10a)

(10b)

(10c)

Da mesma forma a variacao espacial da densidade aparente é dada por:

Vp, =D,Vp,+D,Vp, +D,VT

c) Densidade aparente ar seco

(11)

A densidade aparente de ar seco varia com a temperatura de acordo com a seguinte fungéo,

considerando-se que a fase gasosa € um gas ideal:

P, =pa(pg,pv,T)=pgR_'\¢a_PKA_'V'a

em que M, é a massa molar do ar seco (=0.0288kg/mol).
A variacdo no tempo da densidade aparente do ar seco é dada por:

%_%apg _ Ma apv_ngag

o4 RT & M, ot RT? ot

ou ainda, substituindo a Eq. (9), tem-se que:

apa =F 6pg +E apw or
1

) +F—
ot ot ot ot
em que

M, M
i =5=——D;

RT M,

Ma
F2=—MWD2

nga Ma
Fz—_ RTZ_M 3

(12)

(13)

(14)

(15a)

(15b)

(15¢)
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FDM formulation of the coupled thermo-hydraulic flow problem in unsaturated porous media

Da mesma forma a variacéo espacial da densidade aparente do ar seco é dada por:
Vp, =FVp,+EVp, +EVT (16)

d) Entalpia do sistema

A entalpia do sistema pode ser definida como:
St =S¢ (Pu: Py T)=PC, (0,90 P0 2, ) (T =Ty ) +Pus (Purs TYW (P 0)0(pur Py T) (17)

em que To é a temperatura do ambiente (tomada como referéncia), 6 é o teor de umidade
volumetrica e W é o calor diferencial de umedecimento. p e Cp sdo, respectivamente, a
densidade e o calor especifico da mistura (matriz sélida com vazios preenchidos por gas e
liquido) que é definido em termos das propriedades de cada fase, tal que:

pCp = pCp (6, PusPas pv) = ePpr,w + (1— n)pst,s + (n — 6) P.Cpa t (n — 6) PyCo (18)

em que ps é a densidade do grdo do solo; e, C,,,, C,, C,, €C,, sdo, respectivamente, o calor
especifico da agua liquida, do sélido, do ar seco e do vapor de agua.

O ultimo termo da Eq. (17) esta associado ao processo exotérmico de umedecimento do
meio poroso, sendo o calor diferencial de umedecimento (W) dado pela seguinte expresséo de
acordo com Groenevelt e Kay (1974):

W= % % (19)

em que S é a superficie especifica do material; e, § (=10°m, de acordo com Zhou et al, 1998) e
Hw (=1.0 J/m?, de acordo com Zhou et al, 1998) sdo constantes do material.

A variagdo no tempo da entalpia do sistema € dada por:

8, oT opC op
=pC —+(T-T,)—2+WO0—2+p W—+p,0— 20
ou ainda, substituindo as Egs. (2), (18) e (19), reagrupando os termos e considerando que
0=0(pg, pw, T), tem-se:

oS, . op

a

0
S=G, 4G, gtWJrGSat (21)
em que
G, = I:Cp,aFl + cp'VDJ(n -0)(T-T,)
0 (22a)

-9
+|:(pWCp|W _pacp.a _vaD.V)(T_T0)+ pWW_ pwe(We As)i| 6p

9
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G,=[c,.F+¢,,D,|(n-0)(T-T,)

+(T-T,)c,., +W+p, [Wij e(m] (22b)
| Pw Xw
+ (pwcp w pacp a vap v)(T - TO)+ pr - pwe(We_%s)]ﬁ
A o,
Gy =[c,,F+¢,,D; [(n-0)(T-T,)
| (T-T,)c,, +W+p, (W piﬂ 0(PuoB'y) (22c)
- 0o
+ _(chp,w —PaCpa— pvcp’v)(T -T, ) +p, W - pwe(We Ués )i|6_T
De forma analoga a variacdo espacial da entalpia do sistema é dada por:
VS, =G,Vp, +G,Vp,, +G,VT (23)

2.2  Leis de Fluxo

Neste item sdo definidas as leis de fluxo que regem 0 movimento da &gua liquida, do gas e
do calor no meio poroso nao saturado em termos das variaveis de estado pressdo de agua liquida
(pw), presséao de gas (pg) e temperatura (T).

a) Fluxo de agua liquida

De uma forma geral e no contexto do problema com acoplamento termo-hidraulico, o
movimento da &gua liquida (fluxo advectivo) no meio poroso ndo saturado, pode ser escrito em
termos do gradiente de pressédo, de acordo com a Lei de Darcy, e do gradiente térmico, de acordo
com Groenevelt e Kay (1974), tal como:

q,= _va(pw + pwgz)_ DTIVT (24)

em que Dt é um coeficiente fenomenoldgico que relaciona o fluxo de dgua adsorvida com o
gradiente de temperatura e varia de acordo com o tipo de solo; | é a matriz identidade; g é a
aceleracdo da gravidade; z é a elevagdo e Kw é a condutividade hidraulica definida como:

Ky =~k | (25)
Hy

em que k € a permeabilidade intrinseca [Darcy=10"?m?]; uw é viscosidade dinamica da agua
[Ns/m?] a qual pode ser escrita em termos da temperatura de acordo com Kaye e Laby (1973,
apud Thomas e King, 1992) tal como:

—1.562

p, =671.2(T—229) " x10°+0.5% (26)
kr,w é a permeabilidade relativa do solo a passagem de agua definida como fungéo do teor de
umidade volumétrico e que pode ser predita por modelos constitutivos tal como o modelo de
van Genuchten (1980).
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FDM formulation of the coupled thermo-hydraulic flow problem in unsaturated porous media

Em condicdes ndo isotérmicas, o teor de umidade volumétrica depende ndo apenas da
sucgdo (), mas, também, da temperatura. Desta forma, pode-se também escrever:

o(T)

W: G(Tr)\ljr

(27)

em que yr é uma succéo relativa que depende da curva de retengéo e o é a tenséo superficial
[J/m?] que pode ser escrita em termos da temperatura de acordo com Edlefsen e Anderson
(1943, apud Thomas e King, 1992) como:

6=0.1171-0.0001516 T (28)

Carnahan (1984 apud Zhou et al, 1998) mostrou que o fluxo de dgua devido ao gradiente
de temperatura pode facilmente exceder o fluxo de Darcy em barreiras de argila de baixa
permeabilidade sujeitas a gradientes de temperatura. E importante ressaltar que na equagio de
movimento da agua liquida (Eqg. 24) assume-se que pw, pw € Krw N30 séo afetados pelo ar
dissolvido na agua.

b) Fluxo do gés

De forma analoga ao célculo da parcela do fluxo advectivo da fase liquida (primeiro termo
da Eqg. 24) obtém-se fluxo advectivo do gas. Assim, desprezando-se a parcela da energia
potencial gravitacional do gas, visto que a baixa densidade aparente do gas torna esta parcela
muito pequena (Collin et al, 2002), pode-se escrever:

q, =-K,Vp, (29)

em que Kg é a condutividade do gés definida como:

K, = x K, | (30)
Hy

onde g € viscosidade dindmica do gas e krg € a permeabilidade relativa do solo a passagem do
gés.

O fluxo ndo advectivo de difusdo de vapor de agua (iv) e da difusdo do ar seco (ia) pode ser
escrito usando a Lei de Fick, tal como:

Iszv(pv)z_la (31)
em que D" ¢é a difusividade molecular efetiva, sendo expressa pela seguinte relagio:

onde t € o fator de tortuosidade para difuséo de gases em solos (=0.67 de acordo com de Vries
(1958)) e D [m?/s] é o coeficiente de difusividade molecular do vapor da a4gua no ar o qual pode
ser obtido, de acordo com Philip e de Vries (1957), da seguinte forma:

. T2.3

D=5.893x10° (33)
Py

em que T é a temperatura expressa em [K] e pg € a pressao de gas expressa em [Pa].
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C) Fluxo do calor

O transporte de calor acontece por conducéo de acordo com a lei de Fourier, por convecgéo
e por adveccdo do calor de umedecimento devido ao gradiente de pressdo, sendo este ultimo
termo proposto por Kay e Groenevelt (1974). Desta forma pode escrever o fluxo de calor tal
como:

ar = _FVT+(pWCp,Wq| + pacp,aqg + pvcp,vqg )(T_ T0)+
+(cp’aia +cpyviv)(T—To)— [D:V(p,, +p,02)|(T-T,)

em que I" é a condutividade térmica da mistura, podendo ser calculado a partir da condutividade
térmica de cada fase fazendo:

=i, (1-n)+2,0+2,(n-6) (35)

(34)

em que As, Aw € Ag S80 , respectivamente, a condutividade térmica da fase solida, liquida e
gasosa.

2.3 Equac0es de conservacao

Neste item sdo apresentadas as equacdes de balanco de massa escritas em termos dos
componentes (agua e ar) presentes na mistura e a equacgdo de balango de energia térmica em
termos das varidveis de estado pressdo de agua liquida (pw), pressdo de gas (pg) e temperatura
(T). Adotando as definicbes das relagdes constitutivas e leis de fluxos apresentadas
anteriormente.

a) Conservacdo da massa de agua

A equacdo de conservacdo da massa de dgua é escrita como:

@WT(WJ')—QW+M+VT(R+MQ)—QV=0 (36)
Agua liquida Vapor de agua

em que n € a porosidade e Qw e Qv, representam, respectivamente, fontes de volume de agua
liquida e vapor de agua.

Fazendo-se as substituicdes das Egs. (24), (29), (31), (2) e (9) na Eq. (36), considerando
que o teor de umidade volumétrico é uma funcéo das variédveis de estado, ou seja, 6 =0 (pg, pw,
T), reagrupando os termos e usando a Eg. (11), tem-se a seguinte expressao para a equacao de
conservacao de massa de agua:

op, ap,, oT

Lu ER L ot v (Mang ) -V (M.Vp,)-V'(M,VT)-E, =0 (37)
em que:

L,,=(n-6)D,+(p,, —p, )8/, (38a)
le=epwo/xw+(n—6)D2+(pW—pv)69/6pW (380)
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Li; ==6p,oB'y+(n=0) D, +(p,, —p,)86/8T (38c)
M,, =p K, —D'D, (38d)
M, =p,K, -DD, (38¢)
M,, =p,D;1-DD, (38f)
E,=V"[p.K.V(p,02) ]+(Q,+Q,) (380)

b) Conservacao da massa de ar

A equacdo de conservagdo da massa de ar € escrita como:

ol p,(n-6 T o(p,HO) .
%+V (|a+paqg)—Qa+(pT)+V (p,Ha,)-Q, =0 (39)

Ar seco Ar dissolvido na dgua

em que H ¢ a constante adimensional de lei de Henry (que define a proporgéo de ar dissolvido
na fase liquida) adotada como igual a 0.017 de acordo com Collin (2003 apud Dupray, 2013)
considerando o nitrogénio e oxigénio a 25° C; Qa e Qda representam, respectivamente, fontes
de volume de ar seco e ar dissolvido em agua.

Fazendo-se as substituigcdes das Egs. (24), (29), (31) e (14) na Eq. (39), considerando que
o teor de umidade volumétrico é uma funcéo das variaveis de estado, ou seja, 6 = 6 (pg, pw, T),
reagrupando os termos e usando a Eq. (11), tem-se a seguinte expressdo para a equagéo de
conservacao de massa de ar:

Lﬂ%+ L,, %+ L,, (Z—I—VT(MﬂVpg)—VT (M,Vp,)-V"(M,VT)-E,=0 (40)
em que

L,, =p.(H-1)80/0p, + F,[ HO+(n-0)] (41a)
L,, =p, (H-1)80/8p,, +F,[HO+(n—-0)] (41b)
L,; =p,(H-1)80/0T +F,[HO+(n-0)] (41c)
M, =p,K,+D'D, (41d)
M., =p,HK , + DD, (41e)
M,, = p,HD;1+D'D, (41f)
E,=V'[p,HK,V(p,02) |+(Q, +Qs) (41g)

Nas Equacdes (36) e (39) as fragdes misciveis, ar seco e vapor de agua, ocupam mesma
fracdo de volume (n-0), enquanto as fragbes misciveis, ar dissolvido na agua e agua liquida,
ocupam a mesma fracdo de volume (6). Dai, os fluxos serem considerados como fluxos das
fases, liquida e gasosa, e nao fluxos das espécies.
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C) Conservacdo da energia térmica

A equacdo da conservacao da energia téermica pode ser escrita como:

as,  op,(n-0)
ot

ot

+L +V"(a;)+LV" (i, +p,0,)-Q; =0 (42)

Calor transferido

Calor armazenado
em que Qr € uma fonte de calor (em volume) e L é o calor latente de vaporizagéo de agua.

Fazendo-se as substituicdes das Eq. (34), (24), (29), (31), (9) e (21) na Eq. (42),
considerando que o teor de umidade volumétrico é uma funcao das variaveis de estado, ou seja,
0 =0 (pg, pw, T) € reagrupando os termos e usando a Eq. (11), tem-se a seguinte expressdo para
a equacdo de conservacao de energia térmica:

apg

a2+ Le %+ L., %I-—VT(MMVpg)—VT (My,Vp, )V (MVT)-E, =0 (43)
em que:

L, =G,+L(n-6)D,—Lp, 86/p, (443)
L, =G,+L(n-6)D,—Lp,80/p,, (44b)
Ly =G, +L(n-06)D,—Lp,80/0T (44c)
M,, = :Kg (P.Coa +P.Cp )+ DD (c, —cplv)](T—To)— L(D'D,-p.K,) (44d)
My, =[ PuC,uK, +D'D, (€, =€, )+ D:1 |(T-T,)-LDD, (44e)
My, =[ pC;.u D11+ DDy (c,, ., ) |(T-T,) - LD D, +T (441)
B, =V [(Drl+pu6, K. ) (T-To) V (pug2) |+ Q; (44g)

3 EQUACAO GERAL DO PROBLEMA ACOPLADO - TH - EM MEIO
NAO SATURADO

Organizando as equacdes de balanco de massa de agua (Eq. 37) e de ar (Eq. 40) e a equacéo
de balanco de energia térmica (Eq. 43) chega-se a seguinte equacdo matricial generalizada que
representa o problema acoplado termo-hidraulico no meio poroso em condigdes
tridimensionais:

Lu-v'" (Mv*u) -E (45)

em que:
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FDM formulation of the coupled thermo-hydraulic flow problem in unsaturated porous media

L, L, L
L=|L,; Lp Ly (462)
Ly Ly Lss
4 pg
u=1p, (46b)
L T
My M, Mg
M=IMy; M, My (46c)
My My, Mg
E,
E={E, (46d)
E,
vV 0 0
V=0 V 0 (46¢)
0 0V
\VARSS 9 0 9 (46f)
oxX oy oz

A solucéo da Eq. (45) deveréa atender as seguintes condi¢des de contorno essenciais na base
de uma dada camada de solo em zg:

Py (Z6:1) = Pge (472)
P (26:t) =Pue (47b)
T(z5,t) =T, (47c)
E, no topo desta camada em zr:

P (2r:t) =Pyr (482)
Py (27 1) =Pur (48b)
T(z,)=T; (48c)

Os subscritos B e T nas Eqs (47) e (48) se referem a base e ao topo da camada e z é o vetor
de posicdes, definido como:

z=1y (49)
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A Equacdo (45) deverd, ainda, atender as seguintes condicdes iniciais:

P, (2.t=0)=p,(2) (50a)
Pu(2,t=0)=D,,(2) (50b)
T(zt=0)=T,(2) (50¢)

Em condicéo de fluxos unidimensionais a Eq. (45) pode ser escrita da seguinte forma:
Ly, Ly L pg M, Mj M apg /62
L21 L22 L23 pw - M’21 M’22 M'zs apw/az
L31 L32 L33 T M’31 M;Z M;3 aT/az
M11 MlZ MlS ang /622
- M, M, My 62pw/622 =E
M, M, M, ||o°T/6z’

(51)

em que os coeficientes Lk, Mi e Ex sdo definidos nas Egs. (38), (41) e (44), lembrado que ao
se tratar os fluxos unidimensionais os termos Kq e Ky deixam ser matrizes de condutividade
hidraulica e se tornam escalares, 0 mesmo acontece com a parcela do coeficiente
fenomenoldgico, Dl, fazendo com que os componentes da matriz M sejam apenas escalares.

Os coeficientes M, sdo definidos como:
, _OMy
Kkl 62

(52)

4 FORMULACAO VIA MDF ACOPLADO — TH

A solucdo analitica da equacdo diferencial parcial representada pela Eq. (51) néo é trivial,
dai a necessidade da utilizacdo de um método aproximado para transformar esta equacdo num
sistema de equacgdo algébrica. Neste trabalho, foi adotado o método das diferencas finitas
(MDF) que consiste em aproximar as derivadas continuas em equacdes discretas, avaliadas em
pontos estratégicos do dominio do problema, chamados de pontos nodais.

No MDF o dominio do problema é dividido num nimero finito de pontos nodais, formando
uma malha de diferengas finitas. A Figura 1 ilustra um ponto genérico i no interior de uma
camada de solo homogénea.

Topo da camada
i=npoin

Base da camada

A

Figura 1. Discretizagcdo em diferencas finitas
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Com base no MDF as seguintes aproximacdes para as derivadas de primeira e segunda
ordem podem ser adotadas para um ponto genérico i de uma malha de diferencas finitas:

df_(z)j:B(Mf(z)— i_11°(2)J1+(1_B) uf(2)- i-lf(Z)Jo (53)

dz 2Az 2Az

rde_(z)];B(Mf(z)—zif(z)+ () 2(1_5)(iﬂf(z)—zif(z)ﬁ-lf(Z)f (50

\ dz? AZ® AZ®

df(z)]:[.f(z)l— .f(z)"] (55)

dt At

em que o subscrito O refere-se a um instante de tempo (t) e o subscrito 1 refere-se a um instante
de tempo (t+At), Az indica a distancia entres dois pontos consecutivos da malha e At indica o
incremento de tempo entre dois instantes de tempo consecutivos t e t+ t+At. A constante 3
indica o tipo de marcha no tempo adotada. Se 3 = 0 tem-se o algoritmo explicito, para f =1.0

tem-se o algoritmo puramente implicito e para = 0.5 tem-se o algoritmo implicito de Crank-
Nicholson.

Substituindo as definicdes das Egs. (53), (54) e (55) na Eq. (51) chega-se a seguinte
equacdo algébrica num ponto genérico i no dominio do problema:
Aluy + ALu + Alu: = Au? + Adu) + Adud +E (56)
em que:
2M,, —M;,Az 2M,,-M[,Az 2M,;—M,Az
Al =BAt: 2M,, — M)Az 2M,, —M},AZ 2M,,— M’ Az (57a)
2M,, — My Az 2M,, —M,AZ 2M,, — M,Az

L, AZ* +2MBAt  L,,AZ° +2M,BAt L AZ* +2M BAt
Al =-23L,AZ° +2M,BAt L,,AZ* +2M,BAt L, AZ*+2M,BAt (57b)
L, AZ° +2M, BAt  L,AZ° +2M,BAt L AZ° +2MBAt

2M,, + M Az 2M,, + M,AZ  2M,, + M],AZ
Al =BAt2M,, + M, Az 2M,, + M),Az 2M,, + M)Az (57c)
2M,, + M Az 2M,, + M,,Az  2M, + M,AZ

2M,, —M!, Az 2M,,—MLAz 2M,,—M!,Az
A} =—(1-B)At{ 2M,, =M} Az  2M,, = M),Az  2M,, — M), Az (57d)
2M,, —My Az 2M,, - M,,Az  2M,, — M Az
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LnAZZ _2M11(1_B)At leAZZ_ZMlZ (1_B
A =-2{L,Az" - 2M,, (1-B)At  L,,Az>—2M,, (1-B
|—31AZ2 —2My, (1_B)At L32A22_2M32 (1_B

)At  L,AZ? —2M,, (1-B)At
JAt LAz —2M,, (1-B)At} (57€)
)AL LyAz? —2M g, (1-B) At

2M, + M, Az 2M,, + M[,Az 2M,, + M],Az
A; =—(1-B) At 2M,, + My Az 2M,, + M,AZ  2M,; + M)Az (57f)
2M; + My Az 2M,, + M,AZ  2M,, + M,AZ

M, = i+1MkI2_AZi—1MkI (579)
i-1 pg
U, =3 4Py (57h)
-l
( i pg
U, =9 iPw (57i)
T
( i+lpg
U =19 iaPw (57j)
L i+1T
E,
E =-2AtAZ°E, (57k)
E,

A aproximacao em diferencas finitas para os pontos situados no contorno do problema, ou
seja, na base (i=1) e no topo (i=npoin), é dada respectivamente, pelas seguintes equacdes:

1 1 1 1 0 0 0 0
ACCIUZ + ACC2u3 = ACCZI.UZ + ACC2u3 + CClB (583.)

Al

1 1 1 0 0 0 0
CCZul + ACClUZ = ACCZUl + ACClUZ + C:C:lT (58b)

em que, para uma condi¢do de contorno essencial, tem-se:

Acci =i (59)
Atc, =0y (59b)
Aler = loq (590)
Acc, =0y, (59d)
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FDM formulation of the coupled thermo-hydraulic flow problem in unsaturated porous media

[Pz 0 O

CCy=| 0 P, O (59)
|0 0 T,
Py 0 O]

cC,=| 0 p, O (59f)
0 0 T,

Fazendo o arranjo global para todos os pontos nodais da malha, chega-se a seguinte
equacao matricial que representa a condicao de continuidade de fluxo no meio poroso:

B'V'=BV'+ R (60)

em que VO e V! representam, respectivamente, os vetores das variaveis primarias( pressdo de gas,
pressdao de agua e temperatura) nodal no instante t no inicio de um incremento e no instante
t+At no final de um incremento; B! e B® sdo matrizes tri-diagonais cujos coeficiente sdo
avaliados nos instantes t+At e t, respectivamente, no final e no inicio de um dado incremento
de tempo At, e por fim, R é o vetor de termos independentes e das condi¢des de contorno.

A Equacédo (60) e altamente ndo linear devido a dependéncia das variaveis primarias,
pressdo de agua liquida (pw), pressdo de gas (pg) e temperatura (T), com as propriedades do
material, sendo assim, torna-se necessario o uso de um método iterativo para a solucdo do
problema de fluxo acoplado termo-hidraulico. Neste trabalho o método de Picard, também
conhecido como método das aproximacdes sucessivas (Machado Jr., 2000), foi utilizado. Este
método envolve a estimativa sequencial de v usando as estimativas anteriores da matriz B e do
vetor R. A Figura 2 ilustra o processo iterativo do algoritmo de Picard para solugdo do problema
em questao.
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Inicializa
V}-"E — VD — VUU
> T=T+At

Nio
FIM
J, Sim

[ ite=1 |

Avalia

B' (vi"2 );BD (Vi"z ) R(Vi"z)

¥

12 aproximacio

~

(vi=[B] {Bv G}

v

\

22 aproximagio

1 0 1/2 0
V,=V +2(v1 -V )

S/

!

Ciclo iterativo

1
i

1 1
CITO = HVI —V,

0o _1
vV =V,

iter=miter

vii=v! +O.5(v} —VO)

T EE O EE N R EE W EE D BN N EE N EE EE R EE N BN EE EE EE R EE EE EE o Em

o.s(vf2 10.5(viey ))

iter=iter+1

Figura 2. Fluxograma do algoritmo de Picard
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5 CONCLUSOES

A formulacdo apresentada neste trabalho mostra-se consistente. Uma vez que considerando
cenarios simplificados das equagdes de conservacdo (Eqgs. (36), (39) e (42)), estas recaem em
equacOes ja consagradas. Ao desconsiderar as variacdes de temperatura, meio isotérmico, e
considerar o meio poroso saturado, forma mais simples de anélise do problema de fluxo, chega-
se a equacéo de Laplace. Por outro lado, considerando-se o meio ndo saturado e tratando-se o
problema como isotérmico chega-se a equacdo de Richards, equacdo que ja foi estudada e
implementada em cdédigo computacional pelas autoras em trabalhos anteriores (Souza e
Nogueira, 2016, dentre outros)
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