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Abstract. Sedimentary basins are open material systems with continuous supply of organic 

and inorganic material which are of great economic interest as they are favorable environ-

ments for natural hydrocarbons formation. In Petroleum engineering, numerical basin simu-

lators are used to describe the evolution of these structures in order to optimize exploration 

processes. This work presents analytical solutions for purely mechanical deformation of se-

dimentary basins in the context of finite irreversible transformation which may provide useful 

references for the verification of numerical simulators. The analysis is restricted to materials 

with high permeability, for which the drained behavior is acceptable. Due to the large varia-

tion in porosity induced by compaction process, an elastoplastic constitutive law is used in 

the context of large irreversible strains. The elastic properties and sediment hardening are 

also affected by porosity variation. These effects are introduced by additional terms, deduced 

from micromechanics, in the equations of state, as well as derivation of an expression for the 

hardening law, which avoids the development of negative porosities under high isotropic 

compression. The analytical approach is compared to numerical solutions derived from a 

finite element simulator specifically designed to deal with sedimentary basins in the context of 

large irreversible deformations. 
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1  INTRODUÇÃO 

As bacias sedimentares formam grandes regiões da superfície terrestre caracterizadas pe-

la retenção de material sedimentar oriundo da destruição de alguma rocha e transportado ge-

ralmente por águas. Esses sedimentos são novamente transformados em rochas através do 

fenômeno da diagênese, que é o conjunto de processos físicos, químicos e biológicos que atu-

am na formação de um maciço sedimentar. Esse processo ocorre ao longo de períodos geoló-

gicos de milhões de anos. 

As bacias contém a maior parte dos recursos de energia fóssil e renovável, reservas de 

minérios, bem como reservatórios de águas subterrâneas. A exploração desses recursos acele-

ra-se a cada ano, principalmente no que diz respeito à indústria do petróleo. Nesse contexto, 

os simuladores de bacias implementam modelos numéricos para a predição da evolução des-

sas estruturas, bem como a otimização dos processos de exploração. No entanto, a descrição 

do material geológico do ponto de vista mecânico ainda é bastante simplista na maioria dos 

simuladores de bacias. De fato, o conceito de comportamento constitutivo e o acoplamento 

poromecânico são explicados classicamente por meio de uma relação entre a porosidade local 

e a tensão vertical efetiva de Terzaghi. Porém, é reconhecido que uma formulação abrangente 

da lei constitutiva para o material sedimentar é crucial para a reconstrução adequada do estado 

poromecânico de uma bacia ao longo do tempo geológico. 

Na perspectiva da modelagem do processo de formação de uma bacia, a grande mudança 

de porosidade decorrente da compactação requer uma descrição mais rigorosa, no contexto 

das grandes deformações irreversíveis. Adicionalmente, o acoplamento termoporomecânico 

impõe a formulação de leis constitutivas adequadas ao comportamento do material. Os efeitos 

devidos a grande mudança de porosidade afetam também as propriedades poroelastoplásticas 

do sedimento. No contexto da modelagem dos processos mecânicos de formação e evolução 

das bacias, feita em escala macroscópica, dois fenômenos contribuem para a compactação dos 

sedimentos: a compactação puramente mecânica, originária do rearranjo das partículas; a 

compactação químico-mecânica, resultado dos mecanismos de dissolução-precipitação. O 

fenômeno de compactação mecânica prevalece nas camadas superiores, enquanto que a com-

pactação químico-mecânica domina as camadas inferiores, onde a temperatura e os níveis de 

tensões são maiores (Schmidt et al., 1979). 

Em relação à compactação de natureza puramente mecânica em bacias sedimentares, 

uma modelagem constitutiva para o comportamento poroelastoplástico do material foi anteri-

ormente formulada (Dormieux et al., 1999; Bernaud et al., 2002; Deudé et al., 2004; Bernaud 

et al., 2006). Nessa formulação, os efeitos induzidos pela grande variação de porosidade nas 

propriedades poroelásticas foram introduzidos por termos adicionais nas equações de estado, 

deduzidos a partir de uma análise micromecânica. Uma expressão para a lei de endurecimen-

to, que evita o desenvolvimento de porosidades negativas sob compressão isotrópica elevada, 

também foi desenvolvida novamente no contexto da micromecânica. 

No contexto dos modelos numéricos, os processos de verificação e a validação apresen-

tam destaque. A verificação é o processo de avaliação da correção do programa e da precisão 

numérica da solução para um determinado modelo matemático, onde a associação ou relacio-

namento da simulação com o mundo real não é um problema. A validação é o processo de 

avaliação da precisão física de um modelo matemático baseado em comparações entre resul-

tados computacionais e dados experimentais, onde a relação entre o modelo matemático e o 

mundo real (dados experimentais) é a questão (Oberkampf et al., 2010). No contexto da veri-
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ficação, os benchmarks são soluções analíticas de referência altamente precisas para modelos 

matemáticos específicos. 

Assumindo um processo de compactação unidimensional, numa configuração oedométri-

ca, e restringindo a análise a materiais altamente permeáveis para os quais se mantém condi-

ções totalmente drenadas, soluções analíticas são desenvolvidas no contexto da poroplastici-

dade finita, considerando leis dependentes da porosidade para os módulos elásticos e para o 

endurecimento do material. Essas soluções de referência são comparadas com soluções numé-

ricas, desenvolvidas em um simulador de elementos finitos especificamente concebido para os 

processos de formação e compactação de bacias sedimentares no contexto das grandes defor-

mações, resultado do trabalho de Brüch (2016). 

2  DEFINIÇÃO DO PROBLEMA MECÂNICO 

Por compactação puramente mecânica entende-se a expulsão dos fluidos dos poros inter-

conectados e o rearranjo das partículas sólidas. Como hipótese, a análise está restrita a materi-

ais com permeabilidade elevada, proporcionando assim a desacoplamento poromecânico das 

soluções. 

O problema mecânico é definido da seguinte forma: material sedimentar é depositado a 

uma taxa constante ao longo de um intervalo de tempo geológico sobre o leito oceânico, con-

siderado perfeitamente rígido. O material já sedimentado sofre o processo de compactação 

gravitacional, em condições drenadas (ausência de poropressão). 

O esqueleto do sistema, composto pela matriz e pelo volume dos poros interconectados 

sem a presença de fluido, evolui com o tempo em virtude do acréscimo contínuo de material 

sedimentar sobre a superfície superior. Supondo-se que a camada de material com extensões 

laterais infinitas permanece horizontal, sua posição é dada pelo plano horizontal definido pela 

equação  3x H t  (Figura 1). 

A compactação ocorre devido à ação do campo gravitacional descrito por 3g ge  . De-

fine-se a massa de sedimentos depositados por unidade de área como  dM t , que constitui 

um dado do problema. Definindo a massa específica em um ponto 3x  no instante t  como 

 3,x t , tem-se que a massa de sedimentos depositada por unidade de área a partir do instan-

te 0t   é dada por: 

   
 

3 3
0

,
H t

dM t x t dx   (1) 

Na Figura 1 apresentam-se a geometria e as condições de contorno do problema mecâni-

co. 

Supõe-se que as partículas materiais, depositadas no topo da camada de sedimentos, en-

contram-se em estado natural, ou seja: 

  , 0H t t   (2) 

O substrato rígido ao qual a camada sedimentar está assentada implica na seguinte condi-

ção sobre o campo de velocidade: 

  30, 0u t e   (3) 
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Figura 1. Geometria e condições de contorno do modelo mecânico 

A posição de uma partícula material na camada sedimentar em um tempo t  é definida 

como 3x  e o instante em que essa partícula se deposita no topo da camada é definido como 

 3,T x t . 

O processo de compactação inicia com uma altura nula para a camada de sedimentos. Is-

so leva a seguinte condição de valor inicial: 

 0 0H   (4) 

Com o aporte e compactação do material sedimentar a altura da camada aumenta gradati-

vamente. As deformações induzidas pela gravidade permanecem elásticas até o instante em 

que a camada de sedimentos atinge uma altura eH , denominada altura elástica. Esse compor-

tamento é observado durante a fase elástica. Define-se o tempo 0

eT  como o tempo para a for-

mação da altura eH , que corresponde ao tempo de início das deformações plásticas na bacia. 

Assim, tem-se: 

 0

e eH T H  (5) 

Após o tempo 0

eT , a bacia apresenta duas regiões de comportamentos distintos. Uma de-

las com comportamento elástico e outra com comportamento plástico. Isso é observado du-

rante a fase elastoplástica. 

A fase elástica é temporalmente e espacialmente definida por: 

00, et T    (6) 

 3 0,x H t    com   eH t H  (7) 

A fase elastoplástica é temporalmente e espacialmente definida por: 

0 ,et T t    (8) 

   3 ,ex H t H H t     domínio elástico (9) 

 3 0, ex H t H     domínio plástico (10) 

A altura da camada elástica eH  é constante ao longo do tempo. Sob o ponto de vista ge-

ométrico, isso significa que a camada elástica translada na direção positiva do eixo 3x  à me-

dida que os sedimentos são depositados no topo da camada. Isso evidencia o crescimento da 

zona plástica após o início da plastificação. 

Por outro lado, no plano material, uma partícula passa do estado elástico para um estado 

plástico, quando se atinge uma profundidade 
eH . Tal comportamento é evidenciado na Fig-

ura 2. 
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Figura 2. Comportamento elástico e elastoplástico de uma partícula 

A evolução da bacia é de caráter quase estático, o que permite negligenciar as forças 

inerciais (ignorando a aceleração das partículas), o que possibilita escrever a equação de ba-

lanço de momentum como: 

 , 0xdiv x t g    (11) 

A evolução da massa específica do material pode ser descrita pela expressão Euleriana da 

conservação de massa, dada por: 

 
    

,
, , 0x

x t
div x t u x t

t





 


 (12) 

Já a expressão Lagrangiana da conservação de massa é escrita como: 

 3 0 0, tx t d d     (13) 

Onde td  define o volume elementar de uma partícula do esqueleto que inicialmente era 

igual a 0d . 

A descrição do problema em transformações finitas demanda a definição do gradiente de 

transformação F . Para isso, é necessária a definição de uma configuração inicial de referên-

cia para o sistema. No entanto, por se tratar de um sistema aberto baseado no fornecimento 

contínuo de material sedimentar no topo da bacia, não é possível definir uma configuração de 

referência para o sistema como um todo. Porém, é possível definir uma configuração inicial 

de referência para cada partícula. Por definição, essa configuração corresponde ao estado da 

partícula depositada no topo da bacia. 

Relativo a essa configuração de referência, é introduzido o conceito de dilatação. A dila-

tação vertical   relaciona a altura de uma partícula entre as configurações atual e a de refe-

rência, conforme Figura 3. 

 
Figura 3. Evolução da dilatação vertical   

Assim,  3,x t  define a dilatação vertical de uma partícula situada em 3x  no instante t . 

Essa nova variável conduz a duas novas condições de contorno. Uma no topo do maciço e 

outra na fronteira entre os domínios elástico e plástico da fase elastoplástica: 
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  , 1H t t   (14) 

  ,e eH t H t     (15) 

O gradiente de transformação descreve a evolução de uma partícula entre o estado de re-

ferência e o atual. Baseado em (14), tem-se: 

1 1 2 2 3 3F e e e e e e     
 (16) 

Adicionalmente, tem-se a relação entre o Jacobiano da transformação geométrica e a dila-

tação vertical: 

detJ F  
 (17) 

3  COMPORTAMENTO DO MATERIAL 

Supõe-se que o esqueleto do sistema considerado seja homogêneo, isótropo, em evolução 

isotérmica. Durante a transformação geométrica das partículas do esqueleto, as deformações 

reversíveis (elásticas) permanecem infinitesimais. A lei de comportamento elastoplástico 

apresenta a forma clássica: 

   tr 1 2
p p

d d d d       (18) 

Onde  e   são os coeficientes de Lamé do esqueleto; d  é a taxa de deformação total; 
p

d  é 

a taxa de deformação plástica do esqueleto. A constante   se relaciona ao módulo de com-

pressão por 2 3K   . 

A taxa de deformação total é definida como a parte simétrica do gradiente Euleriano de 

velocidade: 

   
1

2

T

s
d u u u       (19) 

Adicionalmente, o gradiente Euleriano de velocidade pode ser definido como: 
1

u F F


    (20) 

Considerando uma regra de escoamento associado, o que permite definir a taxa de defor-

mação plástica em função do critério de plasticidade  f  , tem-se: 

 p f
d










 onde 0   (21) 

Onde   é o multiplicador plástico positivo. Essa grandeza pode ser expressa, para um dado 

incremento  , como (Halphen et al., 1987): 

 
 1

:
, c

f

m p


 







 (22) 

Onde  corresponde a notação de Macaulay e  , cm p  é o módulo de encruamento. 

A grande variação irreversível de porosidade no processo de compactação mecânica é a 

manifestação macroscópica de grandes deformações locais na bacia. Isso justifica a necessi-

dade de uma formulação constitutiva no contexto das transformações finitas. Os módulos 

elásticos do esqueleto também são afetados pelas grandes deformações, sendo necessária uma 

formulação mais abrangente. Nesse contexto, algumas formulações relacionam a evolução das 
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dos módulos elásticos à transformação finita (Meroi et al., 1995; Bourgeois et al., 1997; Dor-

mieux et al., 1999). O acoplamento elastoplástico se dá na forma  pC C J , onde a incom-

pressibilidade plástica da fase sólida relaciona o Jacobiano plástico da transformação pJ  à 

porosidade Euleriana  . Para o problema mecânico, tem-se as definições das porosidades 

Lagrangeana e Euleriana, e a relação com o Jacobiano plástico da transformação, respectiva-

mente (Bernaud et al., 2006): 

0

f

td

d






 

(23) 

f

t

t

d

d






 

(24) 

01
1

pJ





 

 
(25) 

Onde 0d  é o volume total do meio poroso na configuração inicial; td  é o volume total do 

meio poroso na configuração atual; 
f

td  é o volume de fluido dos poros interconectados do 

meio poroso na configuração atual; 0  é a porosidade Lagrangeana inicial; pJ  é o Jacobiano 

plástico da transformação, definido como: 

tr
p

p

p

J
d

J


 
(26) 

Nesse cenário, o comportamento do material é descrito por: 

       1: : :
pp p pJD

C J d d C J C J
Dt


          (27) 

Onde JD

Dt


 é a derivada de Jaumann do tensor de tensões;   é a taxa de rotação, definida 

como a parte anti-simétrica do gradiente Euleriano de velocidade;  pC J , é o tensor dos mó-

dulos elásticos do esqueleto, dado por: 

      1 1 2 1 1 31 1p p pC J K J J      (28) 

Onde 1  e 1  são os tensores unitários de segunda e quarta ordem respectivamente. 

Dada a característica unidimensional do problema oedométrico, a taxa de rotação   é 

nula. Na hipótese de elasticidade infinitesimal pode-se admitir a aproximação entre o Jacobia-

no e o Jacobiano plástico pJ J . Com essas duas considerações, a lei de comportamento do 

material (Eq. (27)) pode ser reescrita como: 

       1: : :
pJD

C J d d C J C J
Dt


      (29) 

As funções  K J  e  J  expressam a variação do módulo de compressão e de cisa-

lhamento do meio poroso decorrentes das grandes deformações plásticas. A anisotropia é des-

considerada, permanecendo o material isotrópico. O único parâmetro geométrico necessário 

para caracterizar a evolução dessas propriedades é a porosidade Euleriana  . 

Os efeitos das mudanças na microestrutura do material sobre os módulos elásticos drena-

dos do esqueleto são avaliados a partir dos limites variacionais superiores de Hashin-

Shtrikman para materiais compósitos isótropos com inclusões esféricas (Hashin et al., 1963; 
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Hashin, 1983). Estes limites coincidem com as estimativas micromecânicas de Mori-Tanaka 

(Maghous et al., 2009) e são conhecidos por modelar razoavelmente as propriedades elásticas 

de meios porosos isotrópicos (Zaoui, 2002; Dormieux et al., 2006). O módulo de compressão 

K  e o módulo de cisalhamento   homogeneizados são funções da porosidade Euleriana   e 

dos módulos de compressão e cisalhamento da fase sólida que compõe o esqueleto (conside-

rados constantes), sk  e 
s , respectivamente (Bernaud et al., 2006): 

 
 4 1

3 4

s s

s s

k
K

k

 


 




  

(30) 

 
  

   

1 9 8

9 6 8 12

s s s

s s

k

k

  
 

  

 


  
 

(31) 

Na Eq. (29), o termo suplementar introduzido pelo acoplamento elastoplástico pode ser 

reescrito como: 

            1: : 1 1 2 1 1 31 1 : tr 1 2C J C J J K J J J K J J s                 (32) 

Onde s  é o tensor desviador de tensões, e: 

 
 

 1

3

K J
K J

K J J





 e  

 
 1

2

J
J

J J










 (33) 

No âmbito do estudo do comportamento elastoplástico dos geomateriais, adota-se um 

modelo simplificado para o critério de plasticidade, que corresponde a um tipo de “cap mo-

del” (Figura 4). O critério de plasticidade adotado, nomeado de critério inclinado, tem a for-

ma: 

  2, 1 3trc cf p p a J      (34) 

Onde 
2J  é o segundo invariante do tensor desviador de tensões; a  é um escalar constante 

positivo que controla a inclinação da parte dúctil da superfície de plastificação. 

 
Figura 4. Critério de plasticidade simplificado adotado 

A taxa de deformação plástica (21) aplicada ao modelo (34), fornece: 

  21 31 2
p

d a J s    (35) 

A condição de consistência 0f   expressa para o critério de plasticidade (34) é dada 

por: 

 
 2

1
: tr 2 :

3
c

f
p a J s s


 




   


 (36) 

Objetiva-se o desenvolvimento de uma expressão para o módulo de encruamento 

 , cm p , introduzido em (22), que considera a influência do adensamento (redução de poro-
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sidade) sobre os módulos elásticos do material. A redução de porosidade deve induzir um 

valor infinito do módulo de encruamento quando o Jacobiano plástico da transformação atin-

ge um valor crítico, ou seja,  lim
p p

cr

p

J J
m J


  , onde 01p

crJ    corresponde a uma porosi-

dade 0  . 

O desenvolvimento da expressão  , cm p  pode ser entendido da seguinte forma: a partir 

da hipótese de elasticidade infinitesimal ( pJ J ) considera-se um volume elementar repre-

sentativo com comportamento plástico descrito por (34) e submetido a uma compressão iso-

trópica 1cp   . A resposta em termos de taxa de deformação total e plástica é dada por: 

1
3

J
d

J
  e 

 
  21 31 2

,

p c

c

p
d a J s

m p
    (37) 

Essas duas expressões são substituídas na lei de comportamento (29). Calculando-se o 

traço dessa expressão, tem-se: 

 
1

c

c

dp
J

dJm J
d p

J
dJ K

 
 

  
   

(38) 

A condição de elasticidade infinitesimal implica que 1cp K . 

Utilizou-se uma lei de encruamento logarítmica, que evita a o desenvolvimento de poro-

sidade negativa no material quando ele é submetido a altos níveis de tensão confinante (Deu-

dé et al., 2004). A expressão é derivada de um modelo micromecânico simples para um mate-

rial poroso, composto de uma esfera oca constituída por uma cavidade esférica cercada por 

uma casca sólida esférica (Barthélémy et al., 2003): 

  0 0 0

0 0

1
ln ln 1

ln ln

c c
c

p p
p J

J




 

 
   

   
(39) 

4  HIPÓTESE DA EVOLUÇÃO OEDOMÉTRICA 

Devido às hipóteses de homogeneidade do material depositado ao longo do tempo de es-

tudo e da ausência de sequências tectônicas, o campo de deformação possui uma componente 

vertical apenas. Essa consideração expressa um processo de compactação oedométrico. 

As simetrias geométricas e materiais levam a campos independentes das coordenadas 1x  

e 2x . Os campos de velocidades e de tensões têm a forma: 

    33, ,u x t u x t e  (40) 

      1 1 2 2 3 33 3, , ,h vx t x t e e e e x t e e         (41) 

Dessa forma, o tensor desviador de tensões resulta em: 

 1 1 2 2 3 323 3 2s J e e e e e e        , onde 23 v hJ      (42) 

A taxa de deformação total assume a forma: 

3 3

3

u
d e e

x


 


 
(43) 
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Com as taxas de deformação plástica e total (Eq. (35) e Eq. (43)) e o tensor desviador de 

tensões (Eq. (42)) é possível expressar a lei constitutiva (Eq. (18)) em função do multiplicador 

plástico e da variação espacial da velocidade. Aplicando essa relação à condição de consistên-

cia plástica (Eq. (36)), tem-se: 

 
 2

3

2 3
:

3
c

f u
p K a K a

x


   



    
       

    

 (44) 

Substituindo a expressão anterior na expressão que define o multiplicador plástico (Eq. 

(22)), tem-se: 

 
3

u
G J

x






, onde  

 2

2 3 3K a
G J

K a m J






 

 
 (45) 

Onde  m J  foi definido na Eq. (38). 

Substituindo o tensor desviador de tensões (Eq. (42)) e a expressão do multiplicador plás-

tico anterior na taxa de deformação plástica (Eq. (35) e (42)), tem-se: 

   1 1 2 2 3 3

3

3 1 3 1

6 3 3 3

p u a a
d G J e e e e e e

x

    
            

      

 (46) 

5  ANÁLISE CONSIDERANDO MÓDULOS ELÁSTICOS CONSTAN-

TES 

O propósito dessa seção é a derivação de soluções analíticas para o problema de compac-

tação em bacias sedimentares desconsiderando a influência do adensamento do material (re-

dução de porosidade) sobre os módulos elásticos. 

Para isso, é desconsiderado o segundo termo à direita da igualdade na Eq. (29), referente 

à variação dos módulos elásticos do material, bem como a dependência do tensor dos módu-

los elásticos em relação ao Jacobiano da transformação geométrica. 

5.1 Equacionamento 

A relação entre altura da camada sedimentar  H t  e o aporte de massa  dM t  é obtida 

combinando a expressão Euleriana da conservação de massa (12) com a derivada material de 

(1), resultando em: 

    
0

,dM
H t u H t t


  , com   0 ,H t t   (47) 

Essa equação diferencial descreve alei de compactação da bacia. Nela, o campo de velo-

cidade u  é ainda desconhecido. Seu equacionamento é realizado da seguinte forma. A partir 

da relação entre o gradiente Euleriano de velocidade e o gradiente de transformação (Eq. 

(20)), e das Eqs. (16) e (40), deriva-se uma expressão que relaciona o campo de velocidade e 

a dilatação vertical: 

3

u

x

 


 
 

(48) 
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Substituindo a expressão Lagrangeana da conservação de massa (Eq. (13)), o campo de 

tensões (Eq. (41)) e a expressão do Jacobiano da transformação geométrica (Eq. (17)) no ba-

lanço de momentum (Eq. (11)), tem-se: 

0

3

v g

x

 


 
 

(49) 

Essa expressão é válida para as duas fases de comportamento. 

Fase elástica. O campo de tensões (Eq. (41)) aplicado à lei de comportamento elastoplás-

tico (Eq. (29)), juntamente com a Eq. (48), fornece: 

3

2 2

3 3
h

u
K K

x
  

    
      

    
 (50) 

3

4 4

3 3
v

u
K K

x
  

    
      

    
 (51) 

Nesse equacionamento foram desprezados os termos referentes à variação dos módulos 

elásticos do material e à taxa de deformação plástica. 

Fase elastoplástica. O campo de tensões (Eq. (41)) aplicado à lei de comportamento elas-

toplástico (Eq. (29)), juntamente com a Eq. (48), fornece: 

   
3

h h h

u
J

x
  

 
  

 
,com      

2
3 3

3
h K K a G         (52) 

   
3

v v v

u
J

x
  

 
  

 
, com      

4
2 3 3

3
v K K a G         (53) 

Onde    G G J   foi definido na Eq. (45). 

Nesse equacionamento foi desprezado o termo referente à variação dos módulos elásticos 

do material. As Eqs. (47), (48), (49), (50), (51), (52), (53) descrevem o problema de sedimen-

tação e compactação na bacia. 

5.2 Resolução 

Fase elástica. As Eqs. (50) e (51) são integradas com a condição de contorno dada pela 

Eq. (2), resultando em: 

     3 3, 2 3 ln ,h x t K x t     (54) 

     3 3, 4 3 ln ,v x t K x t     (55) 

A Eq. (49) pode ser reescrita substituindo-se a expressão anterior, resultando em: 

0

3 4 3

g

x K








 
 (56) 

Integrando essa expressão com a condição de contorno sobre a dilatação vertical (Eq. 

(14)), tem-se: 

    0
3 3, 1

4 3

g
x t x H t

K




   


 (57) 

Para determinar a curva de compactação na fase elástica é necessário calcular a velocida-

de das partículas no topo da camada sedimentar. A taxa de tensão vertical v  é estaticamente 

determinada, uma vez que o seu cálculo independe da lei de comportamento: 
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v dM g  
 

(58) 

A velocidade das partículas no topo da camada é obtida substituindo a expressão anterior 

na Eq. (51). Rearranjando os termos, substituindo essa expressão na Eq. (48), tem-se: 

3 4 3

du M g

x K 

  
 

  
 (59) 

Integrando a expressão anterior com a condição de contorno sobre a velocidade na base 

da bacia (Eq. (3)) e então calculando a velocidade no topo da camada, tem-se: 

    ,
4 3

e dM g
u u H t t H t

K 


 


 (60) 

Substituindo essa expressão na lei de compactação (Eq. (47)) e, resolvendo a equação di-

ferencial com a condição de contorno dada pela Eq. (4), tem-se: 

 
 

4 3

0

4 3
1

d

g
M t

KK
H t e

g








 
  

 
 

, com  d dM t M t  (61) 

Fase elastoplástica. Em primeiro lugar, determina-se a altura da camada de sedimentos 

que faz o maciço plastificar (definida no capítulo 2 ). A plastificação inicia em 3 0x   para 

uma altura 
eH  que anule o critério de plastificação (Eq. (34)). Essa altura é dada por: 

0

2 3 3

0

4 3
1

cp

e K aK
H e

g








 
  

 
 

 (62) 

Onde 0cp  é a pressão de consolidação inicial. 

Associado à altura 
eH , tem-se o tempo 

eT , que marca o instante em que o maciço plasti-

fica. Ele é determinado igualando a curva de compactação (Eq. (61)) à altura 
eH , resultando 

em: 

04 3

2 3 3

e c

d

K p
T

gM K a









 (63) 

Associado à altura 
eH  e ao tempo 

eT , define-se a dilatação vertical 
e . Ela é obtida 

substituindo 3 0x   e et T  na Eq. (57), resultando em: 

0

2 3 301
4 3

cp

e e K ag
H e

K






   


 (64) 

Também associadas à altura 
eH  e ao tempo 

eT , tem-se as tensões: 

 
 

 
3

3 ,
, 2 3 ln

e

e e

h h t T x t
x t K  


     (65) 

 
 

 
3

3 ,
, 4 3 ln

e

e e

v v t T x t
x t K  


     (66) 

Considerando a lei de encruamento logarítmica (Eq. (39)), o módulo de encruamento de-

finido na Eq. (38) é calculado como: 

  1

2

m
m

m
 

 
, onde  0

1 0

0

1
ln

cp
m 


    e   0

2 0

0

1 1
ln

cp
m

K




 
   

 
 (67) 

Integrando as Eqs. (52) e (53), com as condições de contorno dadas nas Eqs. (65) e (66), 

tem-se: 
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 
    0

3 3

3 1 2 0

, ,2
, ln ln ln

3

e

h e e

x t x t
x t K h h 

     
        

         

(68) 

 
    0

3 3

3 1 2 0

, ,4
, ln ln ln

3

e

v e e

x t x t
x t K v v 

     
        

         

(69) 

Onde: 

 1 2

1

2 2 1

3 32

3

g m K a
h K

g m m





  


 e 

 
 

1 1

2

2 2 2 1

3 3g m K a
h

g g m m


 


 (70) 

2

1 2
1

2 2 1

4

3

g m
v K

g m m
  


 e 

 

2

1 1
2

2 2 2 1

g m
v

g g m m
 


 (71) 

 1 2 3 3g K a   , 
2

2g K a    e 0 2 2 1

2

g m m

g


   (72) 

Substituindo a expressão da componente vertical de tensões (Eq. (69)) no balanço de 

momentum (Eq. (11)), tem-se: 

 
0

3 v

g

x








 
 (73) 

Integrando a expressão anterior com a condição de contorno dada pela Eq. (15), tem-se: 

 
   2 3 3

3 1 2 2,
ec c x H H tex t c W c e c

   
    

  
 (74) 

Onde: 
0

2
1

1 2

v
c

v v





, 

0

2

1

e

c
c

 
  e 0

3 0

2

g
c

v





 (75) 

Na Eq. (74),  x W x  é a função LambertW definida por    expW x W x x . Essa 

função satisfaz  expW x x x . 

A determinação da curva de compactação é feita de forma análoga ao exposto na fase 

elástica. Determina-se inicialmente o campo de velocidades na bacia. Igualando as Eqs. (53) e 

(58), tem-se: 

 3

d

v

u M g

x 

  
 

  
 (76) 

Integrando a expressão anterior, com a condição de contorno dada pela Eq. (3), e calcu-

lando-a na fronteira entre os domínios elástico e plástico, tem-se: 

  
   2 34

2 2

3

,
ec c H H tp e

d

c
u u H t H t M g c W c e

c

  
     

 
 (77) 

Onde: 

 
2

4 2

2 14 3

g
c

K g g


 
 (78) 

Integrando a Eq. (59), referente ao domínio elástico, com a condição de contorno (77), 

tem-se a velocidade no topo da camada da bacia: 

     0, 1e p e

du u H t t u M      (79) 
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Substituindo a expressão anterior na equação diferencial da lei de compactação (Eq. 

(47)), tem-se: 

 
0

e pdM
H t u


    (80) 

Essa expressão possui a condição de contorno dada pela Eq. (5). Essa equação diferencial 

possui apenas solução numérica, calculada utilizando o software Maple. Obtido  H t , as 

demais funções h , v  e   são calculadas com as Eqs. (68), (69) e (74), respectivamente. 

6  ANÁLISE CONSIDERANDO MÓDULOS ELÁSTICOS VARIÁVEIS 

6.1 Equacionamento e resolução 

Em relação ao capítulo anterior, a única alteração diz respeito ao equacionamento no do-

mínio plástico, na fase elastoplástica. O balanço de momentum (Eq. (11)) e a lei constitutiva 

(Eq. (29)) fornecem um sistema de equações diferenciais com incógnitas  3,x t ,  3,h x t  

e  3,v x t : 

0

3

v g

x

 


 
 (81) 

h h





F  (82) 

v v





F  (83) 

Onde: 

     1 2 3 1 3 2 2 3h v hK G a G Ktr            F  (84) 

     1 4 3 1 3 2 4 3v v hK G a G Ktr            F  (85) 

K ,  , K  e   são funções de J  (ou  ) como definido no capítulo 3 . 

O parâmetro G  é uma função de J  que compõe o multiplicador plástico: 

 G J





 (86) 

Sendo calculado de forma análoga ao capítulo 4 , resultando em: 

 
 

 
 2 2

2 3 32 3 3 v hKtr aK a
G J

K a m J K a m J

   

 

 
  

   
 (87) 

O módulo de encruamento é calculado com a Eq. (38), juntamente com a Eq. (30) que de-

fine  K  , resultando em: 

 
 

 
 

0

0
0

4 1

13 4 3 1 ln
4 ln

1

s

c

s s
s c

s

p
m J

p k

k

 

 
  

   


 

    
          

 
(88) 
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Assumindo que o processo sedimentar é monotônico (isto é, 0dM  ), o estado de ten-

sões  3,x t  depende unicamente do valor da dilatação vertical  3,x t : 

    3 3, ,x t x t    (89) 

O sistema de equações diferenciais dado pelas Eqs. (81), (82) e (83), pode ser reescrito, 

retirando-se as variações temporais, sob a forma: 

0

3

v g

x

 


 
 (90) 

0

3

h h

v

g

x

 


 

F

F
 

(91) 

0

3 v

g

x




 F
 

(92) 

Para uma dada configuração da bacia, definida pela altura da camada sedimentar  H t , o 

sistema de equações diferenciais anterior depende unicamente da variável espacial 

 3 0, ex H t H    . 

O sistema formado pelas Eqs. (90), (91) e (92) é resolvido numericamente utilizando o 

software Maple, tendo como condições de contorno a continuidade das funções na fronteira 

entre os domínios elástico (já conhecido) e plástico (em  3

ex H t H  ). Uma vez que  , 

h  e v  são calculados para um dado valor de  H t , o campo Euleriano de velocidades na 

fronteira entre os domínios elástico e plástico pode ser determinado. Esse cálculo é realizado 

de forma semelhante ao exposto anteriormente, obtendo-se: 

3

d

v

u M g

x

 


 F
 (93) 

Essa equação é integrada numericamente, tendo como condição de contorno sobre o 

campo de velocidade a Eq. (3). Assim é determinada a velocidade na fronteira entre os domí-

nios elástico e plástico, de forma análoga à Eq. (77). 

O último passo consiste em atualizar a altura da bacia sedimentar. Para um incremento de 

tempo t , o incremento na espessura da camada é dado por (ver Eq. (47)): 

  
0

,dM
H t u H t t



 
   

 
 (94) 

O processo de integração numérica é então repetido para o tempo t t   com a nova altu-

ra da bacia sedimentar    H t t H t H     . 

7  MODELO NUMÉRICO 

O modelo numérico adotado foi implementado em um simulador de elementos finitos es-

pecificamente concebido para os processos de formação e compactação de bacias sedimenta-

res no contexto das grandes deformações, resultado do trabalho de Brüch (2016). 

O modelo constitutivo original desse simulador corresponde ao apresentado por Maghous 

et al. (2014), sendo resultado de pesquisas desenvolvidas por Bourgeois et al. (1995), Bour-

geois et al. (1997), Dormieux et al. (1999), Dormieux et al. (2000), Bernaud et al. (2002), 
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Barthélémy et al. (2003), Deudé et al. (2004), Bernaud et al. (2006) e Brüch (2016), para re-

presentar o comportamento de um material sedimentar submetido à deformações de natureza 

mecânica e químico-mecânicas com a atuação conjunta da temperatura. 

O modelo numérico adotado e implementado corresponde à lei constitutiva dada pela Eq. 

(29), onde as Eqs. (30) e (31) são utilizadas para descrever a evolução dos módulos elásticos 

em função da porosidade Euleriana. O critério de plasticidade implementado corresponde ao 

modelo inclinado exposto na Eq. (34), e a lei de encruamento é a logarítmica, dada na Eq. 

(39). No algoritmo de integração das deformações plásticas (return mapping), o cálculo do 

multiplicador plástico envolve duas aproximações por séries de Taylor, com truncamento nos 

termos de primeira ordem. A primeira aproximação é relativa ao critério de plasticidade, e a 

segunda diz respeito à lei de encruamento logarítmica. 

A ferramenta computacional foi desenvolvida baseada no método dos elementos finitos, 

onde o processo de sedimentação é simulado a partir de um algoritmo de ativação/desativação 

de elementos (Hanafy et al., 1980; Bernaud et al., 1995). Nas simulações foram utilizados 

elementos hexaédricos de 20 nós. 

8  VERIFICAÇÃO DAS SOLUÇÕES NUMÉRICAS 

Este capítulo tem como objetivo a verificação das soluções do modelo numérico exposto 

no capítulo 7 , por meio de comparações com as soluções de referência desenvolvidas nos 

capítulos 5 e 6 . 

Nas verificações foram considerados uma taxa de deposição sedimentar de 
2100m mdM   a cada milhão de anos e o período geológico de 60MasedT  . O material 

sedimentar depositado durante a formação da bacia possui massa específica inicial 
3

0 646.8 kg/m    e porosidade inicial 0 0.72  . Para a verificação considerando os módulos 

elásticos constantes foi utilizado o módulo de Young inicial 
3

0 10 MPaE  , enquanto que na 

verificação considerando os módulos elásticos variáveis foi utilizado o módulo de Young ini-

cial 
2

0 10 MPaE  . O coeficiente de Poisson inicial utilizado foi 0 0.33  . A pressão de con-

solidação inicial utilizada foi 0 2.75MPacp   e o parâmetro que controla a parte desviadora 

no critério de plastificação foi definido como 1.15a  . 

Utilizou-se uma discretização espacial de 120 elementos para as simulações numéricas. 

Assim, tem-se 120 elementos hexaédricos regularmente distribuídos ao longo da espessura da 

camada, cada um com altura inicial 0 50mh  . A malha corresponde a 1448 nós e 4344 graus 

de liberdade. 

O algoritmo de deposição/sedimentação apresenta a dependência entre geometria e passo 

de tempo. Para a altura inicial dos elementos tem-se a discretização temporal de 0.5Mat  . 

A correlação entre esses dois dados é feita através da taxa de sedimentação, conforme Brüch 

(2016). 

Os resultados analisados são a lei de compactação, os perfis de tensões, o perfil de dilata-

ção vertical e o perfil de porosidade em 60Masedt T  . 
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Figura 5. Lei de compactação para módulos elásticos constantes (esquerda) e variáveis (direita) 

 
Figura 6. Perfil de tensões para módulos elásticos constantes (esquerda) e variáveis (direita) 

  
Figura 7. Perfil de dilatação vertical para módulos elásticos constantes (esquerda) e variáveis (direita) 
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Figura 8. Perfil de porosidade para módulos elásticos constantes (esquerda) e variáveis (direita) 

Verifica-se que as predições numéricas se mostram muito próximas às soluções de refe-

rência para todas as variáveis analisadas. 

A característica marcante do modelo que considera a influência do adensamento sobre os 

módulos elásticos é evidenciada nas leis de compactação (Figura 5). A lei de compactação 

com módulos elásticos variáveis foi traçada com um módulo de Young inicial dez vezes me-

nor que àquela com módulos elásticos constantes. Apesar da diferença de rigidez entre os ma-

teriais sedimentares, a diferença entre as leis de compactação é inferior a 40 m . Isso eviden-

cia, no modelo com módulos elásticos variáveis, o aumento de rigidez decorrente da compac-

tação. O aumento de rigidez também é acompanhado pelo aumento da pressão de consolida-

ção do material (endurecimento do material). Esse aumento produz deformações plásticas 

menores, que conduzem a uma menor deformabilidade do material. Esse comportamento 

também verificável no perfil de tensões da Figura 6 (direita), onde o desenvolvimento das 

tensões apresenta um trecho aproximadamente linear. 

A Figura 7 apresenta a comparação entre os perfis de dilatação vertical obtidos analítica-

mente e pelas predições numéricas. Para as soluções de referência, conforme os capítulos 2 e 

3 , foi empregada a aproximação pJ J   , válida sob a hipótese de transformação elástica 

infinitesimal. No algoritmo numérico o Jacobiano plástico é diretamente calculado a partir da 

deformação plástica obtida a cada incremento de carregamento. Verifica-se boa aproximação 

entre os resultados. 

Verifica-se uma pequena diferença entre os perfis de porosidade analítico e numérico pa-

ra o caso dos módulos elásticos variáveis Figura 8 (direita). Esse comportamento pode ser 

atribuído à linearização da lei de encruamento (conforme capítulo 7 ). 

9  CONCLUSÕES 

O estudo dos processos de sedimentação e de compactação de origem puramente mecâni-

ca foi abordado em dois modelos distintos, que diferem entre si pela consideração feita acerca 

da evolução dos módulos elásticos em relação ao adensamento do material. Para isso, foi 

apresentada a formulação constitutiva do material sedimentar, no contexto das transformações 

finitas, juntamente com um equacionamento dos módulos elásticos do esqueleto dependente 

da porosidade. 
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O problema mecânico foi desenvolvido em duas etapas: a primeira, desconsiderando a in-

fluência do adensamento do material sobre os módulos elásticos do material; e a segunda, 

considerando essa influência. Posteriormente, foram apresentadas as principais características 

do modelo numérico. 

Ao final do trabalho foram apresentadas as verificações das soluções numéricas com as 

soluções de referência. As verificações demonstraram boa aproximação entre as predições dos 

modelos numéricos e as soluções de referência desenvolvidas. 
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